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A Maxwell-egyenletek teljes rendszere

A Maxwell-egyenletek teljes rendszere

Az egyenletek integrális és di�erenciális alakja:

I.

∮
l

~H · d~l =

∫
A

(
~J +

∂ ~D

∂t

)
· d ~A → ∇× ~H = ~J +

∂ ~D

∂t
(1)

II.

∮
l

~E · d~l =

∫
A

−
∂ ~B

∂t
· d ~A → ∇× ~E = −

∂ ~B

∂t
(2)

III.

∮
A

~B · d ~A = 0 → ∇ · ~B = 0 (3)

IV.

∮
A

~D · d ~A =

∫
V

ρ dV → ∇ · ~D = ρ (4)

Konstitúciós relációk:

~B = B
{
~H
}
, ~D = ε~E, ~J = σ

(
~E + ~Eb

)
(5)
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A mágneses hiszterézis

Rendszermodell

A mágneses hiszterézis értelmezése

y(t)

u(t)

u(t) y(t)

1. ábra. Hiszterézises rendszer modellje

y(t) = Γ{u(t)} (6)

y(t) = M(t) u(t) = H(t) (7)

M(t) = H {H(t)} (8)

B(t) = µ0 (H(t) + H {H(t)}) (9)

B(t) = B{H(t)} → B(t) ≈ µ0M(t) (10)
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A mágneses hiszterézis

Hiszterézis mérése toroid transzformátoron

Hiszterézis mérése toroid transzformátoron

Np Nsz

R1

R2

Rk

2. ábra. A mérési elrendezés

Mágneses térer®sség mérése:∮
l

~H · d~l =

∫
A

~J · d ~A → H(t) =
NpI(t)

2Rkπ
(11)

Mágneses indukció mérése:

∮
l

~E · d~l =

∫
A

−
∂ ~B

∂t
· d ~A → B(t) = B0 +

1

NszA

t∫
0

ui(τ) dτ (12)
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A mágneses hiszterézis

Mér®rendszer, mérési eredmények

Mér®rendszer, mérési eredmények

3. ábra. LabVIEW mér®rendszer

4. ábra. Mért koncentrikus görbék
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Nemlinearitás megvalósítása

Nemlinearitás értelmezése: elemi hiszteronok súlyozott szuperpozíciója

u

γ(α,β)u

αβ

+1

-1

u(t)

∏

∏

∏

μ(α,β)

μ(α,β)

μ(α,β)

∫
y(t)

5. ábra. Egy elemi hiszteron és a modellt reprezentáló jelfolyam-típusú hálózat

y(t) = Γ{u(t)} =
x

α≥β
µ (α, β) γ̂ (α, β)u(t) dαdβ (13)
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Skalár Preisach-modell

Nemlinearitás megvalósítása

Nemlinearitás értelmezése:Preisach-háromszög, Everett-függvény

u(t)

y(t)

α = 1

α1
α2

y α β1,

y α β2,

α

β

α

β
=

α = 1

α

β
=

-

α1

α2

y α β,

6. ábra. Az Everett-függvény felépítése a koncentrikus görbékb®l

µ (α, β) =
∂2

∂α∂β
E (α, β) , E (α, β) =

yαi − yαiβj

2
(14)
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7. ábra. A koncentrikus görbékb®l felépített Everett-függvény
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Skalár Preisach-modell

A modell kimenetének számítása

Többérték¶ség megvalósítása: lépcs®s függvény

α

β

u(t)

y(t)

α
β

= 1

1

A

B

2

2C

α

β

u(t)

y(t)

α
β

= 1

1

A

B

2

2C

D

3

3

α

β

u(t)

y(t)

α
β

= 1

1

A

B

2

2C

D

3

3

4
E

4

α

β

u(t)

y(t)

α
β

= 1

1

A

B

8. ábra. A modell kimenetének meghatározása

y(t) = −E (α0, β0) + 2
K∑
i=1

[E (αi, βi−1)− E (αi, βi)] (15)
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Skalár Preisach-modell

A modell m¶ködése

A modell m¶ködése

9. ábra. A lépcs®s függvény és a modell kimenete



Mágneses hiszterézis mérése, analízise és szimulációja végeselem-módszer és skalár Preisach-modell segítségével

Végeselem-módszer

Tartalom
1 A Maxwell-egyenletek teljes rendszere
2 A mágneses hiszterézis

Rendszermodell
Hiszterézis mérése toroid transzformátoron
Mér®rendszer, mérési eredmények

3 Skalár Preisach-modell
Nemlinearitás megvalósítása
A modell kimenetének számítása
A modell m¶ködése

4 Végeselem-módszer
5 Nemlinearitás implementációja végeselemes környezetben

Fixpontos iterációs séma
Polarizációs formula

6 Egydimenziós probléma: vezet® lemez mágneses térben
A vizsgált probléma
A problémát leíró egyenletek
Elemegyenlet, szimulációs eredmények

7 Kétdimenziós probléma: vezet® lemez mágneses térben
A vizsgált geometria, elemegyenlet
Szimulációs eredmények

8 Kétdimenziós probléma: örvényáramú ~A-formalizmus
Egyenletek, vektorpotenciál bevezetése
A vizsgált probléma geometriája
Szimulációs eredmények



Mágneses hiszterézis mérése, analízise és szimulációja végeselem-módszer és skalár Preisach-modell segítségével

Végeselem-módszer

Végeselem-módszer

Előfeldolgozás

Számítás

O
p

ti
m

a
li

zá
ci

ó

N
em

li
n

eá
ri

s 
sz

á
m

ít
á
s 

/ 
Id

ől
ép

és
A modell specifikációja

Adatok összegyűjtése

Rácsgenerálás

Elemegyenlet felírása

Asszemblálás

Megoldás

Utófeldolgozás

x1 x2

W x1( ) W x2( )

1

( , )x y1 1

( , )x y2 2

( , )x y3 3

( , )x y

∆1

∆2

∆3

10. ábra. A végeselem-módszer lépései, formafüggvények

∫
Ω

< PDE > ·Wi dΩ = 0 ∀Wi ∈W (16)

K · u = b → u = K
−1 · b (17)
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Nemlinearitás implementációja végeselemes környezetben

Fixpontos iterációs séma

Fixpontos iterációs séma

x

y

y x=

y f x= ( )

x0
x

1
x

2c

c f c= ( )

11. ábra. Fixpontos iteráció

xn+1 = xn − λF (xn) ≡ f(xn), n = 0, 1, 2, ... (18)

Kontraktív leképzés feltétele:

|f(x1)− f(x2)| ≤ K |x1 − x2| ∀ x1, x2 ∈ I (19)
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Nemlinearitás implementációja végeselemes környezetben

Polarizációs formula

Polarizációs formula

H

B

lineáris összetevő

nemlineáris karakterisztika

μH

R

12. ábra. Nemlineáris karakterisztika felbontása

Séma a mágneses térer®sségre építve:

~B = µo ~H + ~R → ~R = B
{
~H
}
− µo ~H µo =

µmax + µmin

2
(20)

Séma a mágneses indukcióra építve:

~H = νo ~B + ~I → ~I = ~H − νoB
{
~H
}

νo =
2 1
µmin

1
µmin

1
µmin

+ 1
µmax

(21)
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Egydimenziós probléma: vezet® lemez mágneses térben

A vizsgált probléma

Vezet® lemez mágneses térben

x

z

y

l

2a

b

H 0

(
t)

ω

sin

H 0

(
t)

ω

sin

13. ábra. A vizsgált probléma
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Egydimenziós probléma: vezet® lemez mágneses térben

A problémát leíró egyenletek

A problémát leíró egyenletek

Maxwell-egyenletek:

∇× ~H = ~J (22)

∇× ~E = −
∂ ~B

∂t
(23)

∇ · ~B = 0 (24)

~B = µ ~H + ~R (25)

~J = σ ~E (26)

A problémát leíró parciális di�erenciálegyenlet:

∇×∇× ~H + µσ
∂ ~H

∂t
= −σ

∂ ~R

∂t
(27)

Gyenge alak:∫
Ω

∇× ~H · ∇ × ~W dΩ + µσ

∫
Ω

~W ·
∂ ~H

∂t
dΩ = −σ

∫
Ω

~W ·
∂ ~R

∂t
dΩ (28)
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Egydimenziós probléma: vezet® lemez mágneses térben

Elemegyenlet, szimulációs eredmények

Elemegyenlet, szimulációs eredmények

∫
Ω

{[
∇W1

∇W2

]
·
[
∇W1 ∇W2

]}
dΩ

[
H1

H2

]
+ µσ

∫
Ω

{[
W1

W2

]
·
[
W1 W2

]}
dΩ

[
∂H1
∂t
∂H2
∂t

]
=

= −σ
∫
Ω

{[
W1

W2

]
·
[
W1 W2

]}
dΩ

[
∂R1
∂t
∂R2
∂t

]
(29)

14. ábra. A mágneses térer®sség és a mágneses indukció alakulása



Mágneses hiszterézis mérése, analízise és szimulációja végeselem-módszer és skalár Preisach-modell segítségével

Kétdimenziós probléma: vezet® lemez mágneses térben

Tartalom
1 A Maxwell-egyenletek teljes rendszere
2 A mágneses hiszterézis

Rendszermodell
Hiszterézis mérése toroid transzformátoron
Mér®rendszer, mérési eredmények

3 Skalár Preisach-modell
Nemlinearitás megvalósítása
A modell kimenetének számítása
A modell m¶ködése

4 Végeselem-módszer
5 Nemlinearitás implementációja végeselemes környezetben

Fixpontos iterációs séma
Polarizációs formula

6 Egydimenziós probléma: vezet® lemez mágneses térben
A vizsgált probléma
A problémát leíró egyenletek
Elemegyenlet, szimulációs eredmények

7 Kétdimenziós probléma: vezet® lemez mágneses térben
A vizsgált geometria, elemegyenlet
Szimulációs eredmények

8 Kétdimenziós probléma: örvényáramú ~A-formalizmus
Egyenletek, vektorpotenciál bevezetése
A vizsgált probléma geometriája
Szimulációs eredmények



Mágneses hiszterézis mérése, analízise és szimulációja végeselem-módszer és skalár Preisach-modell segítségével

Kétdimenziós probléma: vezet® lemez mágneses térben

A vizsgált geometria, elemegyenlet

A vizsgált geometria, elemegyenlet
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15. ábra. A vizsgált geometria és a generált rács

∫
Ω


∇W1

∇W2

∇W3

 · [∇W1 ∇W2 ∇W3
] dΩ

H1

H2

H3

+

+ µσ

∫
Ω


W1

W2

W3

 · [W1 W2 W3
] dΩ


∂H1
∂t
∂H2
∂t
∂H3
∂t

 =

= −σ
∫
Ω


W1

W2

W3

 · [W1 W2 W3
] dΩ


∂R1
∂t
∂R2
∂t
∂R3
∂t


(30)
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Kétdimenziós probléma: vezet® lemez mágneses térben

Szimulációs eredmények

Szimulációs eredmények

16. ábra. A mágneses térer®sség és a mágneses indukció alakulása
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Maxwell-egyenletek, ~A vektorpotenciál:

∇× ~H = ~J (31)

∇× ~E = −
∂ ~B

∂t
(32)

∇ · ~B = 0→ ~B = ∇× ~A, ∇ · ∇ × ~A = 0, ∀ ~A(~r, t) (33)

~H = ν ~B + ~I (34)

A problémát leíró parciális di�erenciálegyenlet, peremfeltétel:

∇×
(
ν∇× ~A + ~I

)
= −σ

∂ ~A

∂t
,
(
ν∇× ~A + ~I

)
× ~n = ~K (35)

Gyenge alak:

∫
Ω

ν∇× ~A·∇× ~W dΩ+σ

∫
Ω

~W ·
∂ ~A

∂t
dΩ = −

∫
Ω

~I ·∇× ~W dΩ+

∫
ΓNK

~W · ~K d~Γ (36)
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17. ábra. A vizsgált probléma és a generált rács
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Szimulációs eredmények

Szimulációs eredmények

18. ábra. A mágneses vektorpotenciál

19. ábra. A mágneses térer®sség és a mágneses indukció alakulása
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