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Bevezetés

Bevezetés

A feldolgozott cikk:
(9) H. W. Hethcote: Asymptotic Behavior in a Deterministic Epidemic Model.
Bulletin of Mathematical Biology, 35(5-6), 607-614, 1973.

El®zmények:

Determinisztikus járványterjedési modellek alapjai: Bailey (1957);

Dietz (1967) matematikai munkái (újabb, pontosabb modellek);

Klasszikus megközelítés: SIR-modell.

S I R

fertőzés gyógyulás

ábra: SIR-modell

Nem alkalmazható olyan járványok modellezésére, melyek esetén a gyógyult
egyed ismét fogékonnyá válhat.
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Az alkalmazott modell: SIS

Alapvet® összefüggések

A SIS-modell alapjai

Weiss és Dishon (1971)

N : teljes populáció;

S (t): fogékony egyedek száma;

I (t): fert®zött egyedek száma.

N = S (t) + I (t), I (t = 0) = I0 6= 0.

S I

fertőzés

gyógyulás

ábra: SIS-modell

I′ (t) = βI (t)S (t)− γI (t) , S (t) = N − I (t) . (1)

β: érintkezési ráta (infection vagy contact rate);

γ: gyógyulási ráta (recovery rate).
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Az alkalmazott modell: SIS

A modell módosítása

Módosított modell

Els® módosítás: periodikus érintkezési ráta

β konstans helyett β (t): id®függ®, periodikus.

N > átlagos relatív gyógyulási ráta (ρ): I (t) asz. periodikus, t→∞;

N ≤ átlagos relatív gyógyulási ráta (ρ): I (t)→ 0 oszc., t→∞.

Második módosítás: a fert®zés hordózó egyedek általi elterjesztése

Konstans számú hordozó (carrier) egyed: I (t)→ K, K ∈ R+, t→∞;

Exponenciálisan csökken® hordozószám: I (t)→ 0, t→∞.

Hordozó:"Egy egyed, aki egy patogén mikroorganizmust hordoz klinikai tünetek

nélkül, a fert®zésnek egy potenciális forrását szolgáltatva."

Mire jó ez a modell?
Fert®z® légúti betegségek, megfázás, in�uenza, ..., a speciális vagy gyorsan
megsz¶n® immunitás miatt.
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Periodikus érintkezési ráta

A di�erenciálegyenlet és megoldása

Periodikus érintkezési ráta

Legyen β = β (t) pozitív, folytonos és p-vel periodikus függvény, γ konstans, p
periódusid® pedig legyen 1 év.

I′ (t) = β (t) I (t) [N − I (t)]− γI (t) = [β (t)N − γ] I (t)− β (t) I2 (t) . (2)

Állítás:
A fenti di�erenciálegyenlet megoldása az I (t = 0) = I0 6= 0 kezdeti feltétel mellett:

I (t) =

exp

[
N

t∫
0

β (u) du− γt
]

t∫
0

β (v) exp

[
N

v∫
0

β (u) du− γv
]
dv + 1

I0

. (3)

Bizonyítás:
Nehéz, a cikk nem is részletezi. �
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Periodikus érintkezési ráta

A modell implementálása

A modell implementálása

Legyen β (t) = A−B cos (Ct) , A,B,C ∈ R. Ekkor

t∫
0

β (u) du =

t∫
0

(A−B cos (Cu)) du = At−
B

C
sin (Ct) . (4)

Ezt felhasználva kapjuk:

I (t) =

exp

[
N

t∫
0

β (u) du− γt
]

t∫
0

β (v) exp

[
N

v∫
0

β (u) du− γv
]
dv + 1

I0

=

=
exp

[
NAt− NB

C
sin (Ct)− γt

]
t∫
0

(A−B cos (Cv)) · eNAv−
NB
C

sin(Cv)−γv dv + 1
I0

.

(5)

A nevez®ben szerepl® integrál numerikusan − például trapézszabály segítségével −
könnyen meghatározható, így I (t) numerikusan számítható.
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Periodikus érintkezési ráta

Matlab-kód

Matlab-kód

ábra: A modell Matlab-kódja
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Periodikus érintkezési ráta

A modell viselkedése

A modell viselkedése

Legyen k = Nβ̂ − γ, ahol β̂ = 1
p

p∫
0

β (u) du, továbbá ρ = γ

β̂
.

β̂ =

1∫
0

(A−B cos (Cu)) du = A−
B sinC

C
.

Állítás:
Ha k ≤ 0, akkor N ≤ ρ és I (t)→ 0 oszc., t→∞.

Bizonyítás:
Tfh. k ≤ 0. k ≤ 0⇔ Nβ̂ − γ ≤ 0⇔ Nβ̂ ≤ γ. Mivel β̂ = γ

ρ
, ezért

N γ
ρ
≤ γ ⇔ N ≤ ρ. �

I (t) viselkedése az implementált Matlab-script segítségével vizsgálható.
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Periodikus érintkezési ráta

A modell viselkedése

A modell viselkedése

Pl.: N = 1, A = 2, B = 1.8, C = 5 és γ = 2.4 esetén β̂ ≈ 2.345, k ≈ −0.055.
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ábra: A megoldás (I (t)) γ = 2.4 és γ = 3 esetén, különböz® I0 értékekre
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Periodikus érintkezési ráta

A modell viselkedése

A modell viselkedése
Állítás:
Ha k > 0, akkor N > ρ és I (t) asz. periodikus, t→∞.

Bizonyítás:
Tfh. k > 0. k > 0⇔ Nβ̂ − γ > 0⇔ Nβ̂ > γ. Mivel β̂ = γ

ρ
, ezért

N γ
ρ
> γ ⇔ N > ρ. �

I (t) viselkedése az implementált Matlab-script segítségével vizsgálható.
Pl.: N = 1, A = 2, B = 1.8, C = 5 és γ = 1 esetén β̂ ≈ 2.345, k ≈ 1.3455.
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ábra: A megoldás (I (t)) γ = 1 és γ = 2 esetén, különböz® I0 értékekre
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Hordozó egyedek hatása

Konstans számú hordozó

Konstans számú hordozó
Legyen C ∈ R+ konstans számú hordozó egyed. Ekkor

I′ (t) = β (I (t) + C)S (t)− γI (t) = β (I (t) + C) (N − I (t))− γI (t) =

= ... = βNC + (βN − βC − γ)− βI2 (t) .
(6)

Bevezetve ρ = γ
β
relatív gyógyulási rátát:

I′ (t) = βNC + β (N − C − ρ) I (t)− βI2 (t) . (7)

Állítás:
Megoldása I (t = 0) = I0 6= 0 kezdeti feltétel mellett:

I (t) =
1

β

α1 (βI0 + α2) eα1t + α2 (βI0 − α1) e−α2t

(βI0 + α2) eα1t − (βI0 − α1) e−α2t
, (8)

ahol

α1,2 =
β

2

{[
(N − C − ρ)2 + 4CN

] 1
2 ± (N − C − ρ)

}
. (9)

Bizonyítás:
Nem nehéz, csak hosszadalmas, a cikk nem is részletezi. �
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Hordozó egyedek hatása

Konstans számú hordozó

Konstans számú hordozó
Állítás:
Konstans számú hordozó egyed: I (t)→ K, K ∈ R+, t→∞.

Bizonyítás:
Vegyük észre, hogy α1, α2 > 0 ∀N,C, ρ. Így:

lim
t→∞

I (t) = lim
t→∞

1

β

eα1t

eα1t

α1 (βI0 + α2) + α2 (βI0 − α1) e(−α2−α1)t

(βI0 + α2)− (βI0 − α1) e(−α2−α1)t
=
α1

β
= K. �

Matlab-kód:

ábra: A modell Matlab-kódja



Aszimptotikus viselkedés egy determinisztikus járványterjedési modellben

Hordozó egyedek hatása

A modell viselkedése

A modell viselkedése

N = 1, C = 0.5.
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ábra: A megoldás (I (t)) (β, γ) = (3, 1) és (β, γ) = (1, 3) esetén, különböz® I0 értékekre
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Hordozó egyedek hatása

"Csak hordozók" esete

"Csak hordozók" esete

I′ (t) = βCS (t)− γI (t) = βC (N − I (t))− γI (t) = βCN − I (t) (βC + γ),
I (t = 0) = I0 6= 0.

Homogén általános megoldás:
Ih (t) =Meλt, I′h (t) =Mλeλt,

Mλeλt = −Meλt (βC + γ)→ λ = − (βC + γ) . Ih (t) =Me−(βC+γ)t .

Partikuláris megoldás:

Ip (t) = K, K ∈ R, I′p (t) = 0, 0 = βCN−K (βC + γ)→ K = Ip (t) =
βCN

βC + γ
.

I (t) = Ih (t) + Ip (t) =Me−(βC+γ)t + βCN
βC+γ

.

Kezdeti feltétel:
I (0) = I0 =M + βCN

βC+γ
⇔M = I0 − βCN

βC+γ
.

I (t) =

(
I0 −

βCN

βC + γ

)
e−(βC+γ)t +

βCN

βC + γ
→

βCN

βC + γ
, t→∞. (10)
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Hordozó egyedek hatása

Exponenciálisan csökken® hordozószám

Exponenciálisan csökken® hordozószám

A hordozószám az id®nek csökken® exponenciális függvénye. Ekkor:

I′ (t) = βCe−atS (t)− γI (t) = βCNe−at − I (t)
(
βCe−at + γ

)
.

Állítás:
A di�erenciálegyenlet megoldása:

I (t) =

βCN
t∫
0

exp
(
−av − βCe−av

a
+ γv

)
dv + I0e

− βC
a

exp
(
−βCe−at

a
+ γt

) . (11)

Állítás:
Belátható, hogy I (t)→ 0, t→∞.
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Hordozó egyedek hatása

Matlab-kód, a modell viselkedése

Matlab-kód

ábra: A modell Matlab-kódja
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Hordozó egyedek hatása

Matlab-kód, a modell viselkedése

A modell viselkedése

N = 1, C (t) = 0.1e−0.65t.
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ábra: A megoldás (I (t)) (β, γ) = (1, 1) és (β, γ) = (1, 2.5) esetén, különböz® I0
értékekre
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Összefoglalás

Módosított SIS-modell;

1. módosítás: periodikus érintkezési ráta;

2. módosítás: konstans/exponenciális számú hordozó egyed;

I (t) aszimptotikus viselkedése különböz® módon, eltér® feltételek mellett.

Els® módosítás: periodikus érintkezési ráta

N > átlagos relatív gyógyulási ráta (ρ): I (t) asz. periodikus, t→∞;

N ≤ átlagos relatív gyógyulási ráta (ρ): I (t)→ 0 oszc., t→∞.

Második módosítás: a fert®zés hordózó egyedek általi elterjesztése

Konstans számú hordozó (carrier) egyed: I (t)→ K, K ∈ R+, t→∞;

Exponenciálisan csökken® hordozószám: I (t)→ 0, t→∞.
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Köszönöm a �gyelmet!
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