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—Bevezetés

Bevezetés

A feldolgozott cikk:

(9) H. W. Hethcote: Asymptotic Behavior in a Deterministic Epidemic Model.
Bulletin of Mathematical Biology, 35(5-6), 607-614, 1973.

El6zmények:
m Determinisztikus jarvanyterjedési modellek alapjai: Bailey (1957);

m Dietz (1967) matematikal munkai (ajabb, pontosabb modellek);
m Klasszikus megkdzelités: SIR-modell.

fertézés gyogyulas

abra: SIR-modell

m Nem alkalmazhato olyan jarvinyok modellezésére, melyek esetén a gydgyult
egyed ismét fogékonny4 valhat.
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terminisztiku i modellben

A SIS-modell alapjai
Weiss és Dishon (1971)

m N: teljes populacio;
m S (¢t): fogékony egyedek szama;
m ] (t): fert6z6tt egyedek szama.

N=S({t)+I(t),I({t=0)=1I#0.

fert6zés

gyogyulds

abra: SIS-modell

I'(t)=BIt)S(t) —vI(t), S(t)=N-1(t). (1

m (3: érintkezési rata (infection vagy contact rate);

m y: gyogyuldsi rata (recovery rate).



nyterjedési modellben

Modositott modell

Els6 modositas: periodikus érintkezési rata
B konstans helyett 8 (t): idsfiiggs, periodikus.

m N > atlagos relativ gyogyulasi rata (p): I (t) asz. periodikus, ¢ — oo;
m N < atlagos relativ gyogyulasi rata (p): I (t) — 0 oszc., t — oo.

Masodik moédositas: a fertézés hordozo egyedek altali elterjesztése
= Konstans szami hordozo (carrier) egyed: I (t) — K, K € RT, ¢t — oo;

m Exponencialisan cs6kkens hordozoszam: I (t) — 0, t — oo.

Hordozé: "Egy egyed, aki egy patogén mikroorganizmust hordoz klinikai tinetek
nélkil, o fertézésnek egy potencidlis forrdsdt szolgdltatva."”

Mire jo ez a modell?
Fert6z6 léguti betegségek, megfazas, influenza, ..., a specialis vagy gyorsan
megszing immunitas miatt.
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Lp

eriodikus érintkezési rata

A differencialegyenlet és megoldasa

Periodikus érintkezési rata

Legyen B8 = B (t) pozitiv, folytonos és p-vel periodikus fiiggvény, v konstans, p
peri6dusid6 pedig legyen 1 év.

I')=WMI1®)N—-I®] =) =[BON-AIH-BOI*). (2)

Allitas:
A fenti differencidlegyenlet megoldasa az I (t = 0) = Ip # 0 kezdeti feltétel mellett:

exp [Noftﬁ (u) du— 'yt]

I(t)=-

. . 3)
fﬁ(v)exp[Nf,B(u) duf'yv} dv+%
0 0

Bizonyitas:
Nehéz, a cikk nem is részletezi. B
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Lpeuodlkm rintkezési rata

A modell implementalasa

A modell implementalésa

Legyen 3(t) = A — Bcos (Ct), A, B,C € R. Ekkor

t

¢
/ﬁ(u) du:/(A—Bcos(Cu)) du = At — gsin(Ct). (4)
0

0

Ezt felhasznalva kapjuk:

exp |:th,8(u) du'yt:|
1) = - i _
J B (v)exp |:Nf,3 (u) du—'yv} dv-‘r%
0 0

exp [NAt — NT n(Ct) — ’yt]

(A — Becos(Cv))-e NAv—&F sin(Co)=yv g, + %

o

A nevezdében szerepl$ integral numerikusan — példaul trapézszabaly segitségével —
kénnyen meghatarozhato, igy I (t) numerikusan szamithato.



Aszimptotikus viselkedé

egy determinisztikus jarvanyterjedési modellben

‘—Periodikus érintkezési rata

L Matlab-kéd

Matlab-kod

abra: A modell Matlab-kédja
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A modell viselkedése

A modell viselkedése

B (u) du, tovabba p = %

Legyen k = N3 — v, ahol 8 = %

O =

BsinC

1
B:/(A—Bcos(Cu)) du=A -
0

Allitas:
Ha k <0, akkor N < p és I (t) — 0 oszc., t — oo.

Bizonyitas:
Tfh. k<0. k<0< NB—v <0< NB<H. MivelB:%,ezért
Ni<yeN<p®

I (t) viselkedése az implementalt Matlab-script segitségével vizsgalhato.
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‘—Periodikus

La

modell viselkedése

A modell viselkedése

Pl: N=1,A=2B=18,C =5 és vy =24 esetén ﬁ = 2.345, k ~ —0.055.

02

01

abra: A megoldas (I (t)) v = 2.4 és v = 3 esetén, kiilonb6z8 Iy értékekre
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A modell viselkedése
Allités:
Ha k > 0, akkor N > p és I (t) asz. periodikus, ¢t — oco.
Bizony{tas:
Tth. k>0. k>0< NB—~>0< NB > 1. MivelB:%,ezért
NI>vy&N>p R
I (t) viselkedése az implementalt Matlab-script segitségével vizsgalhato.
Pl:. N=1,A=2,B=18,C=56ésv=1esetén § ~ 2.345, k ~ 1.3455.

4bra: A megoldas (I (t)) v =1 és v = 2 esetén, kiilonb6z8 I értékekre
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Aszimptotikus viselked ;v determinisztikus jarvanyterjedési modellben
L Hordozo

Konstans szama hordozé

Konstans szamu hordozo
Legyen C € RT konstans szdmt hordozé egyed. Ekkor

I'ty=pI M) +C)S{#) =~ (t) =B () +C) (N —1(t) —~I(t) =

2 (6)
= .= BNC + (BN — BC —~) — BI* (¢).
Bevezetve p = % relativ gy6gyulasi ratat:
I'(t) = BNC + B(N — C = p) I (t) = BI* (¢). (7)
Allitds:
Megoldasa I (t = 0) = Ip # 0 kezdeti feltétel mellett:
1) = 1o (BIo + a2) e*1t 4 a (Bl — o) e~ *2* (8)
T B (Blo+az)ent — (Blg —ar)e—azt
ahol .
a1,2:§{[(Nfop)2+4CN]2i(Nfop)}. (9)
Bizonyitas:

Nem nehéz, csak hosszadalmas, a cikk nem is részletezi. B
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—Hordozé

L Kon: zamt hordozé

Konstans szamu hordozo
Allités:
Konstans szamt hordozo egyed: I (t) — K, K € Rt, t — co.
Bizonyitas:
Vegyiik észre, hogy a1,as > 0 VN, C, p. Igy:
1 et ay (BIp + ag) + as (Blp — ag) el-22—ant o

lim I(t)= li 2 _Knm
A L) = i By + aa) — (Bo — a1) e(—aa—ar)t 5

Matlab-kod:

abra: A modell Matlab-kédja
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Aszimptotikus viselked
L

L Hordozé egyedek hatasa
L A modell viselkedése

A modell viselkedése
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abra: A megoldas (I (t)) (8,v) = (3,1) és (B8,7v) = (1, 3) esetén, kiilonboz6 Iy értékekre
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L nCsak hordozék" esete

"Csak hordozok" esete

I'(t) = BCS (t) =1 (t) = BC (N — I (t)) = I (t) = BCN — I (t) (BC +7),
I(t=0)=1Io #0.

Homogén &altalanos megoldés:
I, (t) = MeM, I (t) = MAe,

MXer = —Me* (BC +7) = A= —(BC +7). Iy (t) = Me~(BE+Mt |
Partikularis megoldés:
CN
Ly(t)=K, KER, I(t) =0, 0= BCN - K (BC +7) = | K =1, (t) = s i
BC +~
I(t) = In (t) + I (t) = Me= (POt 4 DT,
Kezdeti feltétel: soN soN
I(O):10:M+5C+W©M:Io_m'
1(t) = (10 - BN ) e~Betme . PON | BON 0 (10
BC +v BC+~ | BCHy
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L Hordozé egyedek hat

Exponencialisan csékken8 hordozészam

Exponencialisan csékkens hordozoszam

A hordozoészam az id6nek csdkken& exponenciélis fliggvénye. Ekkor:

I' (t) = BCe™ S (t) — I (t) = BCNe™ ™ — I (t) (BCe™ " + 7).
Allitas:
A differencialegyenlet megoldasa:

t —av BC
BCN [ exp <—cw - ﬁCeT + 'yv) dv + Ipe” a
I(t)=——

exp < *BC;fat + 'yt)

Allitas:
Belathato, hogy I (t) — 0, t — oo.
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—Hordoz6 egyedek hatasa
l71\‘Iatlah—k6d‘ a modell viselkedése

Matlab-kod

abra: A modell Matlab-kédja
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L-Hordozé egyedek hatasa

l71\‘Iatlah—k6d‘ a modell viselkedése

A modell viselkedése

09 09
o8 08
07
06

abra: A megoldas (I (t)) (8,v) = (1,1) és (B8,v) = (1,2.5) esetén, kiilonbdz6 I
értékekre
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Osszefoglalas

m Moédositott SIS-modell;
m 1. modositas: periodikus érintkezési rata;
m 2. modositas: konstans/exponenciélis szamu hordozo egyed;

m [ (t) aszimptotikus viselkedése kiilonb6z8 modon, eltérs feltételek mellett.
Els6 modositas: periodikus érintkezési rata

m N > atlagos relativ gyogyulasi rata (p): I (t) asz. periodikus, ¢ — oo;
m N < atlagos relativ gyogyulasi rata (p): I (t) — 0 oszc., t — oo.

Masodik moédositas: a fertézés hordozo egyedek altali elterjesztése

m Konstans szami hordozo (carrier) egyed: I (t) — K, K € RT, t — oo;

m Exponencidlisan cs6kkend hordozoszam: I (t) — 0, t — oo.
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Koszonom a figyelmet!
Kérdések
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