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A Maxwell-egyenletek teljes rendszere

A Maxwell-egyenletek teljes rendszere

Az egyenletek integrális és di�erenciális alakja az id®- és frekvenciatartományban:

I.

∮
l

~H ·d~l =

∫
A

(
~J +

∂ ~D

∂t

)
·d ~A → ∇× ~H = ~J+

∂ ~D

∂t
→ ∇× ~H = ~J+jω ~D (1)

II.

∮
l

~E · d~l =

∫
A

−
∂ ~B

∂t
· d ~A → ∇× ~E = −

∂ ~B

∂t
→ ∇× ~E = −jω ~B (2)

III.

∮
A

~B · d ~A = 0 → ∇ · ~B = 0 (3)

IV.

∮
A

~D · d ~A =

∫
V

ρ dV → ∇ · ~D = ρ (4)

Konstitúciós relációk:

~B = µ ~H, ~D = ε~E, ~J = σ
(
~E + ~Eb

)
(5)
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Az elektromos és a mágneses térer®sség egyenlete

Az egyenletek általános alakjai:

∆~E + k2 ~E = jωµ

[
~J +

1

k2
∇
(
∇ · ~J

)]
(6)

∆ ~H + k2 ~H = jωε

[
~M +

1

k2
∇
(
∇ · ~M

)]
(7)

Megoldásuk a Green-függvények segítségével:

y

z

x

o

V

r'

r

r-r'

P y ,z ,xv v v v( )

P y ,z ,xf f f f( )

ábra: Általános vizsgálati
koordináta-rendszer

Helmholtz-operátorral jellemezhet® rendszer
impulzusválasza:

∆G
(
~r,~r
′)

+ k
2
G
(
~r,~r
′)

= −δ
(
~r,~r
′) (8)

Válasz meghatározása térbeli konvolúcióval:

~E (~r) = −jωµ
∫
V

G
(
~r, ~r
′) [~J (~r′) +

1

k2
∇∇′ · ~J

(
~r
′)] · d~r

′

(9)

~H (~r) = −jωε
∫
V

G
(
~r, ~r
′) [ ~M

(
~r
′)

+
1

k2
∇∇′ · ~M

(
~r
′)] · d~r

′

(10)
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A Green-függvények

Green-függvények:

G
(
~r,~r′

)
=
e−jkr

4πr
=
e−jk|~r−~r′|

4π
∣∣~r − ~r′∣∣ (11)

G
(
~ρ, ~ρ′

)
= −

j

4
H

(2)
0

(
k
∣∣~ρ− ~ρ′∣∣) (12)

ábra: A Green-függvény yz-metszetének abszolút értéke és fázisa
(
~r′ = [0, 0]

)
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A momentumok módszere

A súlyozott maradék elve és a momentumok módszere

Általánosan megoldandó összefüggés:

S {f} = g (13)

A keresett függvény közelítése:

f ≈
N∑
n=1

anfn, (14)

N∑
n=1

anS {fn} ≈ g, → R = g −
N∑
n=1

anS {fn} (15)

A bels® szorat (momentum) és alkalmazása:

〈fm, fn〉 =

∫
fm

fm (~r) fn (~r) · dr (16)

〈fm, R〉 = 〈fm, g〉 −
N∑
n=1

an 〈fm,S {fn}〉 = 0 (17)
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A momentumok módszere

Az egyenletrendszer felépítése

A megoldandó egyenletrendszer:

N∑
n=1

an

∫
fm

fm (~r) S {fn (~r)} · dr =

∫
fm

fm (~r) g (~r) · dr (18)

Mátrixos alak:

Z · a = b (19)

zmn = 〈fm,S {fn}〉 =

∫
fm

fm (~r) S {fn (~r)} · dr, bm =

∫
fm

fm (~r) g (~r) · dr (20)

Alkalmazott bázisfüggvények:

xx1 x2 x3 x4 x5 xN-2 xN-1 xN

a f (x)1 1

a f (x)2 2

a f (x)3 3

a f (x)4 4

a f (x)N-2 N-2

a f (x)N-1 N-1

ábra: Az ugrás bázisfüggvény
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A momentumok módszere és a végeselem-módszer

A megoldandó egyenlet:

〈N,PDE〉 =

∫
Ω

N · PDE dΩ = 0 (21)

Kétféle út és az együtthatómátrixok:

Direkt alak

A momentumok módszere

Gyenge alak

Végeselem-módszer

Eredeti belső szorzat

Átalakított belső szorzat

ábra: A direkt és a gyenge alak
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ábra: A teljes impedanciamátrix és a ritka mátrix

Diszkretizálás, peremfeltételek:

Megoldás diszkretizált problématartomány felett;

A momentumok módszerének alkalmazása esetén a teret a Green-függvények
zárják le.
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Laplace-Poisson-egyenlet és általános megoldása

Az elektrosztatika alapfeladata:

V

O

r´

r-r´

r

φ( )r

ρ

ábra: Általános elektrosztatika-probléma

A Laplace-Poisson-egyenlet és általános megoldása:

∇ · ∇ϕ = −
ρ

ε
→ ∆ϕ = −

ρ

ε
(22)

ϕ (~r) =
1

4πε

∫
V

ρ
(
~r′
)∣∣~r − ~r′∣∣dV ′ (23)
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Egydimenziós probléma: töltött huzal

Vizsgált geometria:

x

L

2a
x

1
x

2
x

3
x

4
x

N-1
x

N

Δx

ábra: A vizsgált geometriai elrendezés

Az egyenlet megoldása:

ϕ0 =
1

4πε

N∑
n=1

an

n∆x∫
(n−1)∆x

1∣∣~r − ~r′∣∣ dx′ → Z · a = b (24)

zmn =

n∆x∫
(n−1)∆x

1√
(xm − x′)2 + a2

dx′, a =


a1

a2

...
aN

 , b =


4πεϕ0

4πεϕ0

...
4πεϕ0

 (25)
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Eredmények, kiértékelés

Szimulációs eredmények:
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ábra: A töltés- és potenciáleloszlás 25 elem esetén
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ábra: A töltés- és potenciáleloszlás 100 elem esetén



Stacionárius és rádiófrekvenciás elektromágneses terek vizsgálata a momentumok módszerének segítségével

Stacionárius problémák vizsgálata

Kétdimenziós probléma: töltött lemez

Vizsgált geometria:

x

y

L

L

a

a

( )x ,y1 1 ( )x ,2 y1 ( )x ,3 y1
( )x ,4 y1

( )x ,5 y1

( )x ,y1 2

( )x ,y5 6

ábra: A vizsgált, diszkretizált geometria harminc elem esetén

Megoldandó egyenlet és az impedanciamátrix elemei:

ϕ0 =

L
2∫

−L
2

L
2∫

−L
2

q (x′, y′)

4πε
∣∣~r − ~r′∣∣ dx′dy′

zmn =
x

Kn

1∣∣~r − ~r′∣∣ dx′dy′ =
x

Kn

1√
(xm − x′)2 + (ym − y′)2

dx′dy′

(26)
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Az impedanciamátrix elemeinek kiértékelése: kvadratúra kétdimenzióban

Kvadratúra négyszögek felett:

x

y

ξ

η

K R

(-1,1) (1,1)

(-1,-1) (1,-1)P x ,y1 1 1( )
P x ,y2 2 2( )

P x ,y3 3 3( )P x ,y4 4 4( )

ábra: Transzformáció a kvadratúrához

x

K

F (x, y) dxdy =
x

R

F (P (ξ, η) , Q (ξ, η)) det J (ξ, η) dξdη (27)

Impedanciamátrix elemeinek kiértékelése:

zmn ≈
k∑
i=1

k∑
j=1

cicj
1√

(xm − P (ξi, ξj))
2 + (ym −Q (ξi, ξj))

2
det J (ξi, ξj) (28)
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Eredmények, kiértékelés

Diszkretizálás és a töltéseloszlás:
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ábra: Diszkretizálás öt és húsz "vágás" esetén
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ábra: A lemez töltéseloszlása (N=36 és N=441 ismeretlennel)
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Vékony huzal problémája és a Hallén-egyenlet

Dipólusantenna vizsgálata Hallén-egyenlettel:

z

L/2

2a

L/2

O

U

Δ

Δz

Ez

be

r'

r

z ,an

zm

ábra: A vizsgált félhullámú dipólus

Az (ρ, z) = µ

L
2∫

−L
2

Iz
(
z′
) e−jkr

4πr
dz′ (29)

[
∂2

∂z2
+ k2

]
Az (z) = −jωµεEbez →

L
2∫

−L
2

Iz
(
z′
) e−jkr

4πr
dz′ =

N∑
n=1

an

∫
fn

fn
(
z′
) e−jkr

4πr
dz′

(30)

Z · a = D1s + b, zmn =

zn+ ∆
2∫

zn−∆
2

e−jkr

4πr
dz′ (31)
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Eredmények, kiértékelés

Az antennán kialakuló áram:
f = 516, 12456 MHz, U = 100 V, N = 101, a = 1, 5 · 10−4 m.
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ábra: Az áram abszolútértéke és id®függvénye rezonancia esetén
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ábra: Az áram abszolútértéke, fázisa és id®függvénye L = 2, 5λ esetén
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Iránykarakterisztika meghatározása

Az antenna körül kialakuló vektorpotenciál és elektromos térer®sség segítségével:

U

L/2

L/2

5λ

14λ

14λ

E x,y E( )/max( )

ábra: Az
iránykarakterisztika
felvétele

Az (z, y) = µ

L
2∫

−L
2

G
(
~r, z′

)
Iz
(
z′
)

dz′ (32)

Ey = −j
1

ωµε

∂2Az

∂y∂z
, Ez = −j

1

ωµε

(
∂2

∂z2
+ k2

)
Az (33)

ábra: A vektorpotenciál alakulása rezonancia és 2, 5λ esetén
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Iránykarakterisztika meghatározása

Rezonancia esetén:
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ábra: A térer®sség abszolútértéke és az iránykarakterisztika

L = 2, 5λ esetén:
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ábra: A térer®sség abszolútértéke és az iránykarakterisztika
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Rádiófrekvenciás problémák vizsgálata

Iránykarakterisztika meghatározása

Az elektromos térer®sség integrálegyenletének megoldásával:

~E (~r) = −jωµ
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ábra: A dipólus iránykarakterisztikája rezonancia és L = 2, 5λ esetén
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Köszönöm a �gyelmet!

Kérdések



Stacionárius és rádiófrekvenciás elektromágneses terek vizsgálata a momentumok módszerének segítségével

Bírálói kérdések:
1. Említsen meg néhány olyan módszert, amellyel a hullámhosszhoz

képest nagy elrendezések hullámtani szimulációját el lehet végezni,

ahol a MoM már nem használható!

2. Validálja legalább egy, a dolgozatban közölt számítási eredményét

és azt mutassa be a bizottságnak!

3. A 6.5 fejezetben a távolteret úgy számolja, hogy veszi a teljes

teret elég távol az antennától. Egyrészt honnan lehet tudni, hogy az

már a távoltér-tartomány, illetve milyen távoltérközelítést lehett

volna alkalmazni még?
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1. Említsen meg néhány olyan módszert, amellyel a hullámhosszhoz képest nagy
elrendezések hullámtani szimulációját el lehet végezni, ahol a MoM már nem
használható!

Multi Level Fast Multipole Method (MLFMM): Nagyméret¶ objektumok
szimulációjára optimalizált, MoM-alapú szimulációs technika.

Transmission Line Method (TLM): A hullámterjedési problémákat elemi
tápvonaldarabokkal modellezi.

Mindkét módszert elterjedten alkalmazzák a szimulációs szoftverek (például a CST
is).
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2. Validálja legalább egy, a dolgozatban közölt számítási eredményét és azt
mutassa be a bizottságnak!

ábra: Félhullámú dipólus 4NEC2-környezetben
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3. A 6.5 fejezetben a távolteret úgy számolja, hogy veszi a teljes teret elég távol az
antennától. Egyrészt honnan lehet tudni, hogy az már a távoltér-tartomány,
illetve milyen távoltérközelítést lehett volna alkalmazni még?

5λ > FF >
2D2

λ
>

2λ
2

4

λ
>

0, 5λ2

λ
> 0, 5λ. (36)

Más megközelítés:

r >>
λ

2π
(37)

Momentumok módszer: Green-függvénnyel a tér bárhol meghatározható
(bármilyen távol). Tapasztalati vizsgálódás!
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