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A számfogalom felépítése, negyedik házi feladat

1.) Mi a legrövidebb periódushossza a racionális számok tizedestört-alakjának?

Megoldás:

El®ször kimondjuk a szükséges tételt, majd be is bizonyítjuk azt.

1. Tétel. Az 1/n-alakú törtek tizedestört-alakjának minimális periódushossza n− 1 akkor

és csak akkor, ha 10 primitív gyök modulo n. Az ilyen törtek minimális periódushossza

legfeljebb n− 1. Ez a periódushossz n− 1 akkor és csak akkor, ha n prím.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy 1/n tizedestört-alakja periodikus úgy, hogy a periódushossza
n− 1. Ekkor:

1

n
= 0, a1a2 · · · an−1a1a2 · · · an−1 · · · .

Megszorozva ezt az egyenletet rendre 10, 102, 103, ... számokkal azt kapjuk, hogy

10

n
= a1, a2a3 · · · an−1a1a2a3 · · · an−1 · · · ,

102

n
= a1a2, a3 · · · an−1a1a2 · · · an−1 · · · ,

...

10n−1

n
= a1a2 · · · an−1, a1a2 · · · an−1 · · · = a1a2 · · · an−1 +

1

n
.

Mivel 10i/n tizedestört-része különböz®, ha i < n−1, ezért 10n−1 az els® a fenti hatványok
közül, amely n-nel osztva 1 maradékot ad. Eszerint 10 rendje n − 1, ezért primitív gyök
modulo n.

Tehát ha 10 rendje n− 1 a (Z/nZ)∗ multiplikatív csoportban, akkor n prím. Ez követ-
kezik az Euler-Fermat-tételb®l, amely szerint (Z/nZ)∗ bármely elemének rendje legfeljebb
ϕ (n). Az Euler-féle ϕ-függvény de�níciója alapján világos, hogy ϕ (n) ≤ n− 1, egyenl®ség
pedig csak akkor áll fenn, ha n prím.

Azt kell még megmutatni, hogy 1/n tizedestört-alakja periodikus n− 1 periódushossz
mellett akkor, ha 10 rendje n−1. Mivel 10 rendje n−1, ezért 10n−1 n-el osztva 1 maradékot
ad, tehát

10n−1

n
= a1a2 · · · an−1 +

1

n
, (E1)

ahol a1, a2, · · · an−1 az 1/n tizedestört els® n−1 számjegye. Elosztva mindkét oldalt 10n−1-
el azt kapjuk, hogy

1

n
= 0, a1a2 · · · an−1a1a2 · · · an−1 · · · , (E2)

amelyb®l még nem világos, hogy milyen számjegyek jelennek meg az els® 2 (n− 1) számjegy
után. Újra és újra behelyettesítve (E2)-t (E1)-be, és elosztva azt 10n−1-el azt kapjuk, hogy

1. oldal
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az 1/n tizedestört-alakjában rendre az a1a2 · · · an−1 számjegyek ismétl®dnek. Ennek a
sorozatnak a hossza de�niálja tehát a periódushosszt, ami így n−1. Ha lenne egy rövidebb
k periódus, akkor 10 rendje k < n−1 lenne, ami ellentétes a kezdeti megfontolásunkkal.

2. oldal


