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A SZAMFOGALOM FELEPITESE, NEGYEDIK HAZI FELADAT

1.) Mi a legrévidebb periodushossza a racionalis szamok tizedestort-alakjanak?
Megoldas:

El6szor kimondjuk a sziikséges tételt, majd be is bizonyitjuk azt.

1. Tétel. Az 1/n-alaki tortek tizedestort-alakjanak minimdlis periddushossza n — 1 akkor
és csak akkor, ha 10 primitiv gyék modulo n. Az ilyen tortek minimdlis periddushossza
legfeljebb n — 1. Ez a periddushossz n — 1 akkor és csak akkor, ha n prim.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy 1/n tizedestort-alakja periodikus ugy, hogy a periddushossza

n — 1. Ekkor: )
ﬁ:07a1a2‘.'an—lalaz."an_l.."

Megszorozva ezt az egyenletet rendre 10,102,103, ... szamokkal azt kapjuk, hogy
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Mivel 10°/n tizedestort-része kiilonbdzs, ha i < n—1, ezért 107! az elsé a fenti hatvanyok
koziil, amely n-nel osztva 1 maradékot ad. Eszerint 10 rendje n — 1, ezért primitiv gyok
modulo n.

Tehat ha 10 rendje n — 1 a (Z/nZ)* multiplikativ csoportban, akkor n prim. Ez kivet-
kezik az Euler-Fermat-tételbsl, amely szerint (Z/nZ)* barmely elemének rendje legfeljebb
¢ (n). Az Euler-féle p-fiiggvény definicidja alapjan vilagos, hogy ¢ (n) < n— 1, egyenl6ség
pedig csak akkor all fenn, ha n prim.

Azt kell még megmutatni, hogy 1/n tizedestort-alakja periodikus n — 1 periddushossz
mellett akkor, ha 10 rendje n—1. Mivel 10 rendje n—1, ezért 10" ~! n-el osztva 1 maradékot
ad, tehat
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ahol ay, as, - an—1 az 1/n tizedestort elsé n—1 szamjegye. Elosztva mindkét oldalt 10m—1-
el azt kapjuk, hogy
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amelybdl még nem vildgos, hogy milyen szamjegyek jelennek meg az els6 2 (n — 1) szamjegy
utan. Ujra és djra behelyettesitve (Eg)-t (E1)-be, és elosztva azt 10" !-el azt kapjuk, hogy
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az 1/n tizedestort-alakjaban rendre az ajag---a,—1 szamjegyek ismétlddnek. Ennek a
sorozatnak a hossza definidlja tehat a periddushosszt, ami igy n—1. Ha lenne egy révidebb
k periédus, akkor 10 rendje k < n—1 lenne, ami ellentétes a kezdeti megfontolasunkkal. [
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