Unger Tamés Istvan FTD1YJ

Név: Unger Tamas Istvan
Neptun: FITD1YJ
Web: http://maxwell.sze.hu/ ungert

A SZAMFOGALOM FELEPITESE, HARMADIK HAZI FELADAT

1.) (? pont) A jegyzet 8.7. Tétele szerint a komplex szamok teste beagyazhato
a 2 x 2-es valdés matrixok gyfrtjébe, Igazolja, hogy a hiperkomplex szamok,
illetve Study-féle szamok gyiirtje is beidgyazhato a 2 x 2-es matrixok gyftirtjébe.

Megoldas:

A megoldashoz kimondunk két tételt, majd bizonyitjuk is Sket.

1. Definici6. A hiperbolikus komplex szamok (hiperkomplex szamok) olyan a + bj alaki
formdlis kifejezések, ahol a,b € R, a j szimbélumra pedig igaz, hogy j> = 1. Az dsszeaddst
€s a szorzdst a kovetkezdképpen értelmezzik:

(a+0bj)+ (c+dj) = (a+c)+ (b+4d)j,
(a+0bj)- (c+dj) = (ac+ bd) + (ad + be) j,

1. Tétel. A hiperkomplex szdmok bedgyazhatdk a 2 X 2-es mdtrizok gydrijébe.

b alakt matrixok részgytrit alkotnak az R2*? matrix-

gytirtiben. A tovabbiakban azt bizonyitjuk, hogy ez a részgytrid izomorf a hiperkomplex
szamok gytirtijével. Az izomorfizmust az alabbi leképezés szolgaltatja:

. a b
(p.a+bjl—><b a)'

Azt kell megmutatnunk, hogy ¢ izomorfizmus. Az vilagos, hogy ¢ kdlcsondsen egyértelmii
raképezés, azaz bijekci6. Egyszerti behelyettesitéssel ellendrizhets, hogy ¢ felcserélhets az
Osszeadéassal:

Bizonyitds. Tudjuk, hogy az <a

a+c b+d> B

(@) + + o=l + 0+ o= (315 010

_ (Z 2) n (; i) — (a+bj) o+ (c+dj)p.

Végiil megmutatjuk, hogy ¢ felcserélhet a szorzassal is:

((a+bj)-(c+dj))p = ((ac+bd) + (ad + bc) j) ¢ = <

_ (Z 2) . <2 i) — (a+bj)e- (c+dj)e.

Mivel ¢ bijektiv, tovabba felcserélhets az dsszeadassal és a szorzassal is, ezért izomorfizmus.
O

ac+bd ad+bc\
ad+bc ac+bd)
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2. Definici6. A Study-féle szamok (parabolikus komplex szamok) olyan a+be alaki formdlis
kifejezések, ahol a,b € R, az ¢ szimbdlumra pedig igaz, hogy €2 = 0. Az Gsszeaddst és a
szorzdst a kovetkezéképpen értelmezziik:

(a+be)+(c+de)=(a+c)+ (b+d)e,
(a+be) - (c+de) =acH+ (ad + be) e,

2. Tétel. A Study-féle szamok bedgyazhatdk a 2 x 2-es mdtrizok gydrijébe.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy az (a alakt matrixok részgytrit alkotnak az R?*? mat-

0
rixgytiriiben. A tovabbiakban azt bizonyitjuk, hogy ez a részgytrd izomorf a Study-féle
szamok gytirtijével. Az izomorfizmust az alabbi leképezés szolgaltatja:

a b
w: a+ be— <0 a).

Azt kell megmutatnunk, hogy ¢ izomorfizmus. Az vilagos, hogy ¢ kéleséndsen egyértelmii
raképezés, azaz bijekcio. Egyszert behelyettesitéssel ellenérizhetd, hogy ¢ felcserélhets az
Osszeadéssal:

b+d
(a+be) + (c+de)) o= ((a+¢)+ (b+d)e) p = <agc + ) =
a+c
a b c d
= <0 a) + (0 C> = (a+be) o+ (c+ de) .
Végiil megmutatjuk, hogy ¢ felcserélhets a szorzassal is:
((a+be) - (c+de)) o = (ac + (ad + be) €) p = (%C “d; bc) -

_ (g 2) . (g i) = (a+be)p- (c+de)p.

Mivel ¢ bijektiv, tovabba felcserélhets az dsszeadassal és a szorzassal is, ezért izomorfizmus.
O

Ezzel a feladat kész.

2.) (? pont) A jegyzet 8.8. Tétele szerint a komplex szamok teste izomorf
a valés polinomgyfirt egy faktorgyfirtijével. Igazolja, hogy a hiperkomplex sza-
mok, illetve Study-féle szamok gyiirije is izomorf a valdés polinomgyfiri egy
faktorgytirtjével.

Megoldas:

Ismét kimondunk két tételt, majd bebizonyitjuk azokat.
3. Tétel. A hiperkompler szdmok gyirdje izomorf az R [z] / (#* — 1) faktorgydrivel.
Bizonyitds. Tudjuk, hogy R [z]-ben az

I= {(wz—l)q(a:) i q(x) eR[x]}
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halmaz idealt alkot. Ezt az allitast mi most nem bizonyitjuk. Tekintsiik a
pra+bj—a+bx

leképezést, és vegyiik észre, hogy

Ha (a +bj) p = (c+ dj) ¢, akkor a + bx = ¢ + dx. Ezért

(a—c)+(b—d)x=a+br—c+de=0=1,

ezért (a —¢)+ (b — d) x € 1. Ebbdl kovetkezik, hogy az (a — ¢)+ (b — d) x els6fokt polinom
az x2 — 1 polinom tobbszordse, ami csak gy teljesiilhet, ha zérus polinom, azaz a = c és
b =d. Ezért ¢ injektiv.

Ha f € R[z]/ (CL‘2 — 1), akkor létezik olyan ¢q,r € R[z], hogy f = (x2 — 1) q + r, ahol
r legfeljebb elstfokt polinom, tehat r = a 4+ bz valamely a,b € R esetén. Ekkor

f=@2-Dqg+r=22-1-g+7=0-g+7=7=a+bx = (a+bj)p.

Ezzel belattuk, hogy ¢ sziirjektiv is, tehat ¢ bijekcié.
Végiil azt is megmutatjuk, hogy ¢ felcserélhetd a miveletekkel:

((a+bj)+(c+dj)p=((a+c)+(b+d)j)p=(a+c)+ (b+d)z=
=(a+bx)+ (c+dx)=a+br+c+dr=(a+bj)p+ (c+dj)ep.

Hasonléan jarunk el a szorzas esetén is:

(a+8) - (c+di)) ¢ = ((ac+bd) + (ad + be) /) = (ac + bd) + (ad F b) & =
= (ac+ bdx?) + (ad + be)x = (a+ bzx) - (c+dz) = (a+ bzx) - (c+dzx) =
(a+bj)¢-(c+dj) e

Latjuk tehat, hogy ¢ izomorfizmus, ezzel a bizonyitas kész. O
4. Tétel. A Study-féle szdmok gyirije izomorf az R[z] / (x?) faktorgydrivel.
Bizonyitds. Tudjuk, hogy R [z]-ben az
I= {(x2)q(:1:) : ¢ (z) € R[z]}
halmaz idealt alkot. Ezt az allitdst mi most nem bizonyitjuk. Tekintsiik a
©:a+bersa+tbr
leképezést, és vegyiik észre, hogy

=2 =0=0.

Ha (a + be) p = (c+ de) ¢, akkor a + bz = ¢ + dx. Ezért

(a—c)+(b—d)z=a+br—c+der=0=1,
ezért (a — ¢)+ (b — d) x € I. Ebbo6l kivetkezik, hogy az (a — ¢)+ (b — d) x elséfoka polinom

az 22 polinom t6bbszérdse, ami csak gy teljesiilhet, ha zérus polinom, azaz a = c és b = d.
Ezért ¢ injektiv.
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Ha f € R[z]/ (z?), akkor létezik olyan ¢,r € Rz], hogy f = (2*)q+ r, ahol r
legfeljebb els6foki polinom, tehat r = a + bx valamely a,b € R esetén. Ekkor

f=@Yq+r=a22.g+7=0-g+7=T=a+bx = (a+be)ep.

Ezzel belattuk, hogy ¢ sziirjektiv is, tehat ¢ bijekcid.
Veégiil azt is megmutatjuk, hogy ¢ felcserélhetd a mriiveletekkel:

((a+be)+(c+de))p=((a+ec)+(b+d)e)p=(a+c)+ (b+d)z=
=(a+bx)+ (c+dx)=a+br+c+dr=(a+be)p+ (c+de)p.

Hasonléan jarunk el a szorzés esetén is:

((a+be)-(c+de))p = (ac+ (ad +bc)e) p = ac+ (ad + be) x =
= (ac+ bdx?) + (ad+be)xz = (a+ bx) - (c+dx) = (a+ bx) - (c+ dx) =
(a+be) - (c+de) .

Latjuk tehat, hogy ¢ izomorfizmus, ezzel a bizonyitas kész. O
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