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A SZAMFOGALOM FELEPITESE, MASODIK HAZI FELADAT

1.) (5 pont) Igazolja, hogy a valdés szamsorozatok (RN;+, ) részbenrendezett
gyiurijét tekintve a

P={feRN: f(n)>0minden n € N-re, é¢s f € S}

halmaz pozitivitasi tartomany, ha S a korlatos sorozatok halmaza, vagy a kon-
vergens sorozatok halmaza, vagy azoknak a sorozatoknak a halmaza, melyeknek
véges sok nullatél kiilonb6z6 tagja van, vagy a sorozatok barmely olyan hal-
maza, mely tartalmazza a nullat, és zart az 6sszeadasra és a szorzasra.

Megoldas:

Tekintsiik a valos szamsorozatok (RN; =+, ) részbenrendezett gytirijét, ahol + és - miiveletek
a valés szdmsorozatokon értelmezett klasszikus Osszeadast és szorzéast jelolik. Tudjuk
tovabba, f: N — R fiiggvény minden f € RN esetén, valamint 0 = (0,0,0,...) = (0),cn
és1=(1,1,1,..) = (1),en-

El6szor jelolje S a korlatos sorozatok halmazat. Ekkor barmely f € S esetén léteznek
olyan k és K valos szamok, hogy k£ < f(n) és K > f(n) barmely n € N esetén. Azonnal
latszik, hogy 0 € P, hiszen 0 € S barmely 0 < k és 0 < K esetén, tovabb4 a részbenrendezés
definicija miatt 0 < 0.

Most tegyiik fel, hogy a € P és —a € P, de a # 0. P definicioja miatt 0 < a(n),
valamint 0 < —a(n) minden n € N-re. Mivel (RN;4) részbenrendezett csoport <-re
nézve, ezért 0 < —a (n)-bol

0+a(n) <—a(n)+a(n)
—_— —m—
a(n) 0
kovetkezik minden n € N esetén. Mivel a részbenrendezés antiszimmetrikus, ezért a (n) < 0-
bol és 0 < a (n)-bél a (n) = 0 kovetkezik minden n € N esetén. Ez azt jelenti, hogy a = 0,
ami ellentmondas.

Most tegyiik fel, hogy a,b € P. Ekkor 0 < a(n) és 0 < b(n) minden n € N esetén.
Legyen ¢ (n) = a (n)+b(n), Vn € N. Felhasznalva a kozismert tételt, amely szerint korlatos
sorozatok Osszege is korlatos, kijelenthetjiik, hogy a c sorozat korlatos.

Azt kell még belatnunk, hogy 0 < a(n) 4+ b(n) minden n € N esetén. Mivel 0 < a (n),
ezért 0+b(n) < a(n) + b(n), és hasonléan, 0 < b(n) miatt 0+a(n) < a(n) + b(n)

S—— ~——
b(n) a(n)
irhato fel minden n € N esetén. A részbenrendezés tranzitivitdsa miatt 0 < a(n) és
a(n) < a(n)+b(n) implikalja, hogy 0 < a (n)+b(n) minden n € N esetén, ezért a+b € P.

A negyedik tulajdonsag igazolasadhoz ismét tegyiik fel, hogy a,b € P. Ekkor 0 < a (n)
és 0 < b(n) minden n € N esetén. Legyen c¢(n) = a(n)-b(n), Vn € N. Mivel korlatos
sorozatok szorzata is korlatos, kijelenthetjiik, hogy a c sorozat korlatos.
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Most azt kell belatnunk, hogy 0 < a(n) - b(n) minden n € N esetén. Mivel 0 < a (n)

é¢s0<b(n),ezért 0-b(n) <a(n)-b(n), ezért a-be P.
0

Jeldlje most S a konvergens sorozatok halmazat. Ekkor O € P trivialisan teljesiil, hiszen
a konstans nulla sorozat konvergens (hatarértéke 0), ezért 0 € S, valamint < reflexivitasa
miatt 0 < 0.

A masodik tulajdonsig bizonyitasa az el6z6ekben ismertetett moédon torténik. A har-
madik és a negyedik tulajdonsag bizonyitésa is teljesen hasonlo, azzal a kiilonbséggel, hogy
a konvergens sorozatokra vonatkozo tételeket sziikséges felhasznalni. Ezek szerint konver-
gens sorozatok Osszege és szorzata is konvergens.

Ha S a véges sok nullatol kiilonboz6 taggal rendelkezd sorozatok halmaza, a bizonyités
ugyanigy torténik. Az vilagos, hogy 0 € S, ezért az els§ tulajdonsag a korabban ismertet-
teknek megfelelGen teljesiil. A harmadik és a negyedik tulajdonsag igazolasdhoz csak annyit
kell megmutatnunk, hogy ha a,b € S, akkor a +b € S és a-b € S. Vegyiik észre, hogy
tulajdonképpen itt S zartsdgat bizonyitjuk erre a specialis esetre.

Legyen a € S olyan, hogy m darab nullatél kiillonbézé tagja van, mig b € S olyan, hogy
a nullatol kiilonbo6z6 tagok szama [. Ekkor a + b-nek legfeljebb m + [ nullatoél kiilonbozs
tagja lesz. Ez véges, ezért a + b € S. Szorzatuk esetén gondoljuk meg, hogy a nullatél
kiilonb6z6 tagok szamra legfeljebb min {m,}. Vilagos, hogy ez is véges, ezért a-b € S, S
tehat zart az Gsszeaddsra és a szorzasra.

Fzek alapjan vilagos, hogy a bizonyitas els6 részében megmutatottakon tal kizarélag
S zartsagat kell megkdvetelni 0 € S mellett ahhoz, hogy P pozitivitasi tartomany legyen. [J

2.) (5 pont) Igazolja, hogy a komplex szamok testének nincs linearis rendezése,
majd adja meg egy részbenrendezését. (A pozitivitasi tartoméany megtalalasa
igazabdl a feladat.)

Megoldas:

Jelolje (C;+,-) a komplex szamok testét. Tekintettel arra, hogy a testek integritastar-
toméanyok, alkalmazhato a jegyzet 2.13. Tétele. A tétel szerint a (C;+,-) integritéstar-
toménynak akkor és csak akkor van linearis rendezése, ha barmely z1, ..., 2, € C esetén
z% + ...+ 231 = 0-b6l z1 = ... = z,, = 0 kévetkezik.

Legyen z; = 1 és 29 = i. Ekkor 22 + 25 = 12 +42 =1 —1 = 0, ezért C-nek nincsen
linearis rendezése.

Bar a komplex szdmok testének nincsen lineéris rendezése, megadhaté egy részbenren-
dezése. Az alabbiakban megmutatjuk, hogy

V(a+bi),(c+di) e Cesetén (a+bi) 2 (c+di) <= a<césb<d

esetén < egy részbenrendezése C-nek.

Elgszor megmutatjuk, hogy (C;+) részbenrendezett csoport <-re nézve. Legyen z; =
a+bi, zo =c+di és z3 = e+ fi, ahol a,b,c,d, e, f valosak. Azt kell ellenérizniink, hogy
tetszbleges 21, 22, 23 € C esetén 21 = 29-bél 21 + 23 = 29 + 23 kovetkezik:

21 Rz <= (a+bi) 2 (c+di) <= a<ceésb<d,

21423 X mt23 <= (ate)+(b+f)i 2 (cte)+(d+fli<= at+e<cteésb+f <d+f.

Végiil megmutatjuk, hogy barmely 21, 29,23 € C esetén, ha z; < 22 és 0 < 23, akkor
2123 j Z923.
21 Rz (a+bi) 2 (c+di) <= a<césb<d,
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0<23<=(040i) X (e+ fi) <= 0<eets0< f,
2123 X 2223 <= (ae — bf) + (af + eb)i = (ce — df) + (de + cf)i,
akkor és csak akkor, ha
(ae —bf) < (ce —df) és (af + eb) < (de + cf).
A porzitivitasi tartomany megtalalasahoz induljunk ki a definiciobol:
P={2eC:0=<z}.

Viladgos, hogy P-t azon z = a + bi, z € C komplex szamok alkotjak, melyekre 0 < a és
0<b:

P={z=a+0bi,z€C:0<aés0<b}.0
(Korrekcio: a fenti feladatmegoldas hibas. Az olvaso fontolja meg, hogy a megadott pozi-
tivitasi tartomany miért nem elégiti ki P zartsaganak feltételét. Adjon ra egy példat!)

3.) (5 pont) Az 5. feladat hibas, mert nem (linearis) rendezést adtam meg.
S6t, az elnevezés is hibas. Talalja meg a lexikografikus rendezés pozitivitasi
tartomanyat.

Megoldas:

Tekintsiik a valés szadmsorozatok (RN;—i—) additiv csoportjat, és a =< relacio definidljon
lexikografikus rendezést RN-en. Legyen f,g € RN tetszoleges. Azt mondjuk, hogy f
lexikografikusan kisebb g-nél (f < g), ha az els6 olyan j € N esetén, ahol f és g eltérnek,

f() <9()
Jeldlje P a lexikografikus rendezés pozitivitasi tartoményat. Vilagos, hogy itt 0 =
(0,0,0,...), tovabba 0 € P. A pozitivitasi tartomany definici6ja szerint
P:{aGRN:Oja}.
Az eddigiek alapjén P definici6ja a kovetkezd lehetne:

P={feRN: f=0, vagy f: 3j € N ugy, hogy 0 < f(j) és Vk < j,k € N, f(k) = 0} .0
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