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Konvolucié (analég, 1D-2D)

Fhoe (/*g)x) =Tf(u)-g(xfu)du
5. Konvolucio ~

(f*@)ey) = [ [ f@v)-gle—u,y-v)dudv

—n—

Konvolucié (analég, 1D) Konvolucié (analég, 1D)
A I .
s N (f*2)x) = [ f(u)-g(x—u) du

(f*g)(x) _ 1*g \\\ ’\ [ Sawtooth Signal
. N AN
0 \ \
If(u)g(xfu) du fl W o —— Response
-0 D 04 /\
g% o :
n \— convolution of “Sawtooth Signal”, 'F!“pcmw”g
[N _INA 20 J/{ \ N !
RN K N NN |
i~ W = R
o 1D konvolucié
1D konvolucid 2
SRARNA
Input (M- és N-elem(l): 0
S =10 fD.es f (M -1)] _ L i
g =[2(0), (.. g(N -1)] (f*g)k)= -
M-l
Output ((M+N-1)-el ): co(k - s
utpu )-elemd ;f(]) glk—J) Tt
(S*re)k) =D f()-glhk=)) o .,
j=0 2
(k=0,,2,..M +N-2; g(i)=0, ha i<0). " feg
o[ Ty T
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1D konvolucioé

Példa konvoluciora

M=N=3 h=f*g

«— 900 g1 9@
f2) (1) f0) —

kiindulasi helyzet

Példa konvoltciora

M=N=3 h=f*g

«— 900 91 92
f2) (1) f0) —

h(0) =1(0)-9(0)

Példa konvoltciora

M=N=3 h=f*g

«— 90 9@ 92
f2) Q) fo) —

h(1) = (0)-g(1)+ f(1)-9(0)

Példa konvoluciora

M=N=3 h=f*g

«— 900 9@ 9@
fQ) f1) fo) —

h(2) = (0)-g(2)+ f(1)-g(1)+ f(2)-9(0)

Példa konvoltciora

M=N=3 h=f*g

— 90 9) 9@
i) 1) 0 —

h@3) = 1(1)-9(2)+ f(2)-9(1)
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Példa konvoluciora

M=N=3 h=f*g

«— 90 9@ 9@

h(4) = 1(2)-9(2)

Példa konvoluciora

M=N=3 h=f*g

9@ 9 9O

129@)  H2e@) - {280) - @

(18

D) {Bgey - ()

o8- o) o) | 10

[/
v
-
~
™

Polinomok szorzasa

Polinomok:
p(x) =a(m-1)-x"*+...+a) -x*+a(0)-x°
q(x) =b(n-2)-x"" +..+b()-x" +b(0) - x°

p(X)-q(x) = c(m+n=2)-x™"2 4. . +c()-x" +c(0)-x"
Egyitthaté-vektorok:

a =[am-1),..a@),a0)]

b = [b(n-1)....b@),b(©)]

a*b = [c(m+n-2),...,c(1),c(0) ]

Szamok mint polinomok

m-jegyl decimalis szam:

p(x)=a(m-1)-x"*+..+a()-x"+a(0)-x°

x=10
0<a(m-1),..,a(1),a(0)<9

Miiveletek nagy szamokkal vagy
szamitasok nagy precizitassal

Bejelentés 2019. marcius 14-én (a Pi-napon):
Emma Haruka Iwao, a Google programozéndéje
rekordot déntétt azzal, hogy 31 ezermilliard
szamjegy pontossagig szamolta ki a Pi értékét —
agtadva a mdltnak a korabbi 22 ezermilliard
szamjegyli pontossagot.

A szamitas 25 virtudlis szamitégépen 125 napig
tartott (170 terabyte tarigénnyel).

1D konvoltcio —
matrix-vektor szorzas

h=f*g (M=4N=3)

f@ f@ fQ f0 0 0 0 h(0)

0 @ f@ f@ f0O o0 0 h()

0 0 f@ f@ fQ {0 0 h(2)

o 0 0 @ f@ foO| |s©| - |

o 0 0o o f@ f@| | h(4)

o o o o o @ [« h(s)
(M+N-D(M+N-1) S (MAN-Dd (M+N—D)d

fels6 triangularis Toeplitz matrix
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Az 1D konvolucié miiveletigénye

szorzasok szama

h(0) = (0)-9(0) 1
h(1) = f(0) 9@+ f®)-9(0) 2
h(M -2) - £(0)-g(M —2)+...+ F (M —2)-g(0) M -1
hM-1) = f(0)-g(M—1)+f@)-g(M—2)+...+ f(M—1)-g(0) M
M-1

h(M) = f@-gM-D+...+ f(M-1)-9(1)

h(2M —3) - £(M=2)-g(M=1)+ f(M-1)-g(M —2)
h@M-2) = (M -1)-g(M-1)

M2-2M +3= O(M?)

M+2N‘Z‘ji:M+2w:
i 2

2D konvollcio

Input:
f= [f(x,y)] M xN -es
g:[g(u,v)] KxL-es

QOutput:
P M-1N-1

(f*)s,0) =D D [, ))-gls—it=))

i=0 =0
(M+K-Dx(N+L-1)-es;
glp,g)=0,ha p,g<0

Képek konvolucidja a

Képek konvollcidja a gyakorlatban

a talalkozé maszkelemek
g yakO r I at b a.n maszk --=-- — és intenzitasok 6sszeszorzasa
lefedett
Input: szomszédsag Z=A= #
S=lrem] MxnN-es g
. - m
g:[g(u,v)] (2K +1)%(2K +1)-es input kép g
kérdéses o
Output: o pixel @
& . . . ' &
(f*gXs.1) = Z ;_f(s+z,r +/)-8G,./) output kép ;
y4
(M x N -es, vagy (M —K)x(N—-K)-as). ] e -
2 -
- A h=f*g konvolvalt Példa
Pelda kép adott pontjanak
szamitasa: o
A g maszk Center element of the kemel is placed over the 20 2 0:
. ) 1-1/10+3-1/10+ 6-1/10+ source pixel. The source pixel is then replaced ©x0)
mérete: 8-1/10+10-1/5+ 2-1/10+ with a weighted sum of tself and nearby pixels. (0 0
3x3 (K=1) 9:1/10+4+1/10+ 7-1/10=

6

Source pixel

Convolution kernel
(emboss)

New pixel value (destination pixel)
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(1x3)+{0x0)+(1x1)+
(-2x2)+(0x6)+(2x2)+
(1x2)+(0x4) + (1x1) =-3

A ,kilogo” teriilet problémaja
(mérettarté konvolucié esetén)

(2K+1)x(2K+1)

(M+K)x(N+K)

A ,kil6gé” terilet problémaja
(mérettarté konvolucié esetén)

PAD
(kiparnazas
0 értékd pixelekkel)

A ,kil6goé” teriilet problémaja
(mérettarté konvoltcié esetén)

EXTEND
(a hatar kiterjesztése)

A ,kilogo” teriilet problémaja
(mérettarté konvoltcié esetén)

WRAP
(becsomagolas)

A konvolucié tulajdonsagai

fxg=gx=f
a-(fxg)=(a-f)xg="F=(a-g)
fx(g*h)=(f=*g)*h
f*(g+h)=(f=*g)+(f=h)
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Korrelacio

f(x)@g(x){(—x)*g(x)

Konvolucio és korrelacio
Convolution Cross-correlation Autocorrelation
I IR o B
I N\ s N\

= I\
f*xg /[\ g+f fef [\

A1 M4 N M [ [
komplex konjugalt A0 i N oo
_la N L
g*f 9 /N 99 /N
(f=g : auto-korrelacio; f#g: kereszt-korrelacio) [T N O NN N

Konvoluciods, korrelacios tétel

F(f=g) =F(f)-F(9)

F(f®g)=F(f) F(g)

pontonkénti (!) szorzas

Konvolucios tétel

Alternativ formulak:

F(f=g) =  F(f)-F(9)

F(f-g9) =  F(f)*F(9)
fxrg = F(F(f)-F(9)
f-g = FYF(f)*F(9)

(A masodik a mintavételezési tétel kulcsa.)

Konvolucio, korrelacié idéigénye

frg =F*(F(f)-F(g))
f®g=F*(F(f)-F(9))

O(M-log,M) 'O(M-log,M) O(M) O(M-log,M)

Az M-elemii 1D f és g jelek konvolucidja és
korrelacidja egyarant O(M?) miveletet igényel.
Az FFT alkalmazasaval elérheté az O(M-log,M)
komplexitas.

Példa a konvolucios tételre

inverz Fourier tr. T

pontonkénti szorzas
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Doboz fuggvény

I1,,(x)

-W w

1 ha |[xgw

M= 0 kildnben

sinc fliiggvény

Ui [
II I|
p.ap |
pat |
LN '1’/ \-."\ . r'II Il'l + r'lr/ \‘ e T
-15 Sz s T - I

\J-p.2 \/

1 ,hax=0 X
sing(x) = SIZX ha x¢0=gcos(27j

A sinc és a doboz fliggvény
kapcsolata

T sinc(x)

Fourier
—
u X
. >

FIITy,, (091(k) =sinc(k - 7)

A sinc és a doboz fuggvény
kapcsolata

Fourier
—

2D doboz fliggvény 2D sinc figgvény

Pontonkénti szorzas doboz fliggvénnyel

\Y Vo

) T,(%)

‘ [T ha |xi<w
/\ /\/ e Hw(x)_] 0 killbnben

A d-fuggvény és eltoltja
]

1 ha x=0
o(x) = .
0 kilénben
0 X
' h k
1 =
sx-ky={ %
0 kilénben
k X




2020.02.28.

Dirac fésii (Shah function)

comb,(x) = Zé‘(x—n-k)

nes

1

-5k -4k -3k -2k -k 0 k 2k 3k 4k 5k x

A Dirac fésii
Fourier transzformaltja

Flcomb,(x)] = comb,, (x)

-5k -4k -3k -2k -k
2 -1 0

-1/k (k=1/2) 1/k

Pontonkénti szorzas a Dirac fés(ivel

— mintavételezés
f(x) Kf"\/\/\
&
g(x) = f(x)-comb,(x)
g(x) e,

Konvoltcié a Dirac fésiivel
— periodikus masolas

- S

comb,(X)

G(X)=F(X)*comb,(X)

S

Konvolucié a Dirac fésiivel
— periodikus masolas

N\
|| |

G(X)=F(X)*comb,(X)

N NNN N

F(X)

comb,(X)

Konvollcio a

Dirac féslivel

— periodikus masolas

F(X)

L

comb,(X)

G(X):F(X?*combk(x)

VAVAVAVA
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Atfedés, alcazas (aliasing)
k 2w

— ——
F(X)

Iépnek fel, mivel 2w >k .

comb,(X)

Y
atfedések

Atfedés, alcazas (aliasing)

2w>k

FO) G()
I1,(x)

Y

F(X)=0, ha [X]>w  G(X)=F(X)*comh,(X)
G(X)-T1,(X)=F(X)

Atfedés, alcazas (aliasing)

w>1/2Ax

AN

O G = F(y comb,  (X)

EREYY

(X)

comb,,

Atfedés, alcazas (aliasing)

F(X)
F(X)=0, ha |X[>w Wzi
AX

Ax=1s 1
G(X) = F(X)*comb, (X) ——
/ v v v v \
/ AN /\ \ /\ \
/ 7N\, A5 N 7 % 7N \
o N 7/ N 7 P N S

Ha nincs atfedés

F(X)

F(X)=0, ha [X|>w Coww '

G(X) = F(X)*comb, ,.(X) T e
+ 3 lx

1,X) [T

_HAX | H UAx

F(X)=G(X)T1,(X) /\

Ha van atfedés

F(X)

F(X)=0, ha [X|>w —w/\w
[ S
G(X) = F(X)*comb, . (X) :
Thn 2w>i
I1,(X) 1 ael
“Liax - ax
F(X)#G(X)T1,,(X) Al
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Atfedés, alcazas (aliasing)

=

a képen
hamis/fantom
mintak jelennek
meg

Atfedés, alcazas (aliasing)

Atfedés, alcazas (aliasing)

korrekt mintavételezés alul-mintavételezett

Atfedés, alcazas (aliasing)

Atfedés, alcazas (aliasing)

==

\ L

Anti-aliasing

A mintavételezés hibainak korrigalasa (pl. Iépcsés élek
lekerekitésével), az alcazas hatasainak csokkentése.

10


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/3/31/Moire_pattern_of_bricks.jpg
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Folytonos fiiggvény megadasa
néhany pontjaval

Y;
N y=ax+b y y=ax*+bx? +cx+d

AN

NP

Barmely n-edfoku polinomot egyértelmiien meghataroz n+1
tetszélegesen kivalasztott pontja.

Kovetkezésképpen: egy (mintavételezett) diszkrét jelbdl
helyredllithato lehet a kiindulasi (végtelen sok pontbdl alld) analdg jel.

A digitalizalas (mintavételezés)
alapkérdése

Milyen (uniform) mintavételezés mentén hordoz
ugyanannyi informaciét a mintavételezett kép,
mint a folytonos?

(Hangsulyozando, hogy ezuttal csak az értelmezési
tartomany digitalizalasaval (vagyis a mintavételezéssel)
foglalkozunk, az értékkészletével (a kvantalassal) nem.)

Savhatarolt (bandlimited)
figgvények

Az f(x) fliggvény savhatarolt, ha létezik olyan w, hogy F(X)
(vagyis az f(x) Fourier transzformaltja) nem tartalmaz w-nél
nagyobb frekvenciakat, azaz:

F(X)=0, ha |X]pw .

w-t Nyquist-frekvencianak nevezziik, ha

F(X)=0, ha |[X|>w, ugyanakkor F(-w)#0 vagy F(w) #0.

Savhatarolt 1D fuggvény

IFX)I

Mintavételezés az Nyquist-
frekvencia folott

‘ 2(x) = £(x)- comby(x)

......... - AX

G(X)=F(X)*comb,, (X),

JAVAVAN

—1/Ax 1A%

Mintavételezés az Nyquist-
frekvencianal és az alatt

4

2w=—

AX
=L
2w

—1/AX -w w 1/ Ax

—1/Ax -w w 1/Ax
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Konvolucios tétel

(felidézés)
F(f*g) = F(f)-F(9)
F(f-g9) = F(f)*F(g)
frg = F(F(f)-F(9)

f-g = F(F(f)*F(9)

Folytonos képfiuiggvény
visszaallitasa mintakbol

képtér frekvencia-tér
f(x) = F(X)
comb, ,,(x) o comby,,(X)

9(X)=F (X)cOmby p,(X) & G(X)=F (X )xcomby,,(X)
f(x) = F(X)=G(X)I1,(X)

¥ A konvolucios tétel 2. formulajabol adodoan

f(x) F(X)

folytonos [~
figgvény 7
2w
comby 5, () comb,,,(X)
mintavételezési T T T T T T T T T T

lépték Ax=1/2w 2w
9(x)=" (x)-comby,5,,(x) G(X)=F(X)*comb,,(X)
diszkrét i .‘l |‘ ‘l ‘l
]

(mintavételezett) \ pontonkénti

fliggvény _‘ nwoy szorzas

£ invgrz 2w
. Fourier tr.
helyreallitott /—%4_ A F(X)=G(X\)TT,(X)
folytonos !
fliggvény

Whittaker-Shannon
mintavételezési tétele

Az 1D folytonos, W-nél nagyobb frekvenciakat
nem tartalmazé (savhatarolt) jel akkor és csakis
akkor allithaté vissza a mintavételezettjébdl, ha
a AX mintavételezési 1éptékre teljesul az
alabbi feltétel:
A< 2
2w

Mintavételezés az Nyquist-
frekvencia folott

N ]

Mintavételezés az Nyquist-

frekvenciaval

12
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Mintavételezés az Nyquist- A 2D Dirac kefe
frekvencia alatt

A 1/| | I
A
\ ’
\ ’
\ ’
N ’
\ ’
\ 4

\ 4 OA—XO
: 1 ,hax=k-Axésy=Kk-Ay
o\l - brush Y)=
o Uy (%) {0 , killonben
A Dirac kefe tulajdonsagai Savhatarolt 2D fliggvény

F(brushy, ,, (%, y)) =brushy, ;. (x,y)

Pontonkénti szorzas (képtérben): mintavételezés

Konvoluci6 (frekvenciatérben): periodikus masolas

=  ANES NA S . U 3 ' W sugaru kor
. ‘. ‘. . . -

i LR S F(f(x, S
(e Z f(xy) FOY)

Whittaker-Shannon
mintavételezési tétele 2D-ben

Az 1D folytonos, W-nél nagyobb frekvenciakat
nem tartalmazo (savhatarolt) jel akkor és csakis
akkor allithaté vissza a mintavételezettjébdl, ha
a AX és a Ay mintavételezésiléptékekre
teljestiinek az alabbiak:

AX, Ay < i
2w
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