Frekvencia és hullamhossz

cos(27xf)
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transzformacioé LN
.~  amplitidé: 1
_~_~_~_~_~~_  hullamhossz: 1/f
ANANANANANNANN NN frekvencia:  f
Szamok

Real Numbers (i)

Komplex szamok

Im (képzetes)
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imaginarius egység

Komplex szamok

2=|2)-(cos(p)+i-sin(p))

Re(z) = a =||-cos(p) |7 =+a?+b?
Im(z) =b = |2|-sin(p) p=tan"(b/a)

Komplex szamok

Im ()%
z
b
(O3
------ i
\‘\

/ Ay
i (0,0) Lo ¢ Re(z)

2020.02.13.




2020.02.13.

Komplex szamok

Komplex szamok

SI.A 5 Re(z)=a= ‘Z‘ . COS(¢7) valos rész
+ .
4 » 3+4 4i » Im(z)=b= ‘Z‘ ~Sln((p) képzetes rész
3i / 3 4
2|/ 2l / abszoliit érték /
i // i 0.927 |7 =va®+b* magnitado
|/ » (radianban) a
1901 2 3 4 N p=tan"(b/a) fazis szog
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Komplex konjugalt Euler-formula
Im _
Ao e mbk e =cos(¢p) +i-5in(e)
. - =|z]-(cos(p)+i-sin(p))
o
S
2 7—a-b-i
—pbp----" .

=[2]- (cos(p)—i-sin(¢))

Euler-formula

™~
oy 1m0
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e =cos(z)+i-sin(zr) =—-1+0=-1

Komplex szamok hatvanyozasa

ey

(cos(¢) +i-sin(p))’

cos(ng) +i-sin(ng)

— ein(p



http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/b/b9/Euler-10_Swiss_Franc_banknote_%28front%29.jpg
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/71/Euler%27s_formula.svg
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Egységgyokok és hatvanyaik

n=.,6.210,...
n=.,53,11,.. n=.,-"7,19...
=412, — n=..808,
n=.,3513,... n=-1,7,15,...
-1
n=.,2,6,14,... 274
@, = e 7il8

o) =™ (n=0,+1,%2,..)

Alkatrészek és termékek

Majito Daiquiri Margarita

fehér rum 5cl 5c

tequila - 4 cl
triple sec 2cl
lime leve | 2¢l 2cl
grenadine

menta

cukorszirup

narancslé

szoda

Jégkasa B 1.5dl

Alkatrészek és termékek

sulyok

tequila

triple sec
lime leve
grenadine
menta
cukorszirup
narancslé
szoda

k jégkasa

4cl
2cl
3 ¢l 2cl 2cl

/,\ 15di 15d

Globalis mivelet — 1D

az eredmény
minden egyes
eleme fligg az
input 6sszes
komponensétd!

Globalis mivelet — 2D

output

az eredmény minden egyes eleme
fiigg az input 0sszes komponensétd|

Transzformacié — 1D

f(0) F(0)
f(2) F@)
. 6 .
(M -1) F(M -1)




2020.02.13.

Linearis transzformacié — 1D

— M-1
F(X)=2 f(x) -w(x,X)
x=0
ilvok bazis-
sdlyo figgvények
<

f(x) :NEF(X)W(X,X)

(x,X=0,1,...,M-1)

Transzformacio — 2D

[ f(0,0) f(0) - fON-D ]
f(L0) fay - f@N-2)

| f(M-10) f(M-11) - f(M-LN-1)]

[ F(0,0) FO1) - F(@ON-2) ]
F(1,0) F@l) - F@LN-1)

|[F(M-10) F(M-11) - F(M-1N-1)|

Linearis transzformacié — 2D

— M-IN-1
F(XY) =2 f(%y) -w(x,y, X,Y)
x=0 y=0
ivok bazis-
SIPE fliggvények

M-1

P N-1
F6Y) =2 2 F(XY) - W(xYy,X,Y)

X=0Y=0

(x,X=0,1...,M-1;
y,Y=0,1...,N-1)

Osszegzett jelek
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Frekvencia-analizis

Nem-periodikus fliggvények is felirhatok kiilénb6zd
frekvenciaju sin és cos fliggvények sulyozott
Osszegeként.

Ennek matematikai eszkdze a Fourier-transzformacié.
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Fourier-transzformacio

Jean Baptiste Joseph Fourier
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1D Fourier-transzformacio

DFT
— M-1
F(X)=> f(x)-w(x,X) (X=01..,M-1)

oyl

W(x,X):ﬁe M
IDFT
- M-1
f)=D F(X)w(xX) (x=0L...M-1)

xX

274
w(x,X)=e M

(x,X=0,1,...,M-1)

Diszkrét Fourier-transzformacio (DFT) — 1D

oy = g M egy M-edik egységgyok

1 21
wix,X)=—e M= "X

(% X) M R
-1

2% !
w(x,X)=e M= g~
(x,X=01...,M-1) - _27i/8

Diszkrét Fourier-transzformacioé (DFT) — 1D

1 M PELLS 1 Mt x
FOX)=—>f(x-e M==3f(X)-af (X=01.,M-1)
M= M=
wM =efzmIM
oy oy oy o f(0) F(0)
oy o o - opt f(@) F@)
1
o o) of of - MY || f(2 |=| F@Q

oy of "t ofM Y MY f(M-1)] [F(M-1)

A

Inverz Diszkrét Fourier-transzformacio

(IDFT) - 1D
M-1 24 M o
f(x)=> F(X)-e M=YF(X)ay (x=0L1..,M-1)
X=0 X=0
@y o @y oy F(0) f(0)
@y @y @ o aet F@ f@
oy oy oy o ™Y || F@ |=| f@
@y ot @M wh;M*“(M*D’ FM-1)| |f(M-1)

- w, =

A DFT és az IDFT matrixai

w& w,‘; [u& (uf,,
> e
o oy o - o)
1
0 2 4 2(M-1)
—| o, o @y O
1 M M ™M M
T 5) -1
A=A'=—-B=B
M 7w& wm’l[u,a(M’“---w:AM’”(M’”’
oy Oy Oy - O
T N -1 @ @ @ e @t
B=B =M-A=A W B O i
oy oy @y o ogM?
_@i oy By --'E,‘AM’“(M’”_

A DFT matrixa: M=2

No

1a)ga) 111 1

2602(0; 201 -1

(N
N o
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A DFT matrixa: M=4 A DFT matrixa: M=8
o o o o o o o of o o o o of of of af 101 01 01 01 1 1 1
wg wf ws w,? wg wg wg wg 1 1 1 1 & d o o of o o o of o o & of of of of 1w i cie -1 e i e
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A DFT matrixa: M=8 A DFT térusz matrixa
o & o o of o of o
rMa 1 1 1 1 1 1 1] @ or o o o o o o
o . o of offe] & of o]
1 o —-i—-iw-1-0 i i .
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1 1
“ “ o of oo & of o]0} o] of o of & o o
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2 2 vglos resz4'folytonos vonal o @ @ o o of o o
képzetes rész: szaggatott vonal 0 e s o s 4 e
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A DET t6 stri Példak 1D DFT-re
orusz matrixa . o
w0 d, .
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Példak 1D DFT-re Példak 1D DFT-re
fx) |F(u)
Il (-)m/\]\m%
|F(u)
,:41(\
f(x)
2K points -
Példa 1D DFT-re Az 1D DFT miiveletigénye
oy oy oy - oy £(0) F(0)
AAAAAAAAAAR AR o) dy o - o || fo || Fo
. Loy o oh - a0 || 1@ |- FO
us - e M .
o e & ot FM Y MM L f (M=) | |[F(M -1)
I M xM M x1 M x1
M -M =M? szorzés
Merge sort Merge sort - divide-and-conquer
Lhagyméreti”
(7 |2 6115 8 4] 3 MEER
1 felbontés kettd e
részproblémara

(72 610584 3] y
1 részproblémak 1 TM) = 2-T(7J+O(M)
megoldasa _ O(M Jog, M)

(1126 7 §3]4]5]8]
l l % l ,,At')ss'zgfésliyilés"
linearis idében

TM)=2. T[M)+O(M)

O(M -log, M)
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Gyors Fourier transzformacioé
(Fast Fourier Transform, FFT)

A Fourier transzformacié MxM-es matrixa specialis
(szimmetrikus és csak M-féle elemet tartalmaz),
ugyanis:

A(u,v) =ﬁ-w;‘,,” (u,v=01..,M -1).

Ezt kihasznalva, egy M-elemd jel transzformacidja
megkaphato ketté (M/2)-elemd jel transzformaltjanak
O(M) (linearis) ideji ,6sszefésulésével”, igy az
idéigény O(M-log,M).

FFT
M =2"=2K
_ a-24dIM
Oy =8 paros paratlan
l 2K-1 &
F(X) =5y 2 1 (9053 |

K-1 K-1
=1[i2f(2x)-ag@+i2f(2x+l)‘}
2| K= K=
SHIS 200+ 1S faxs D) o ol
2| K = - s K 2K

=2 [P () 0 P (0]

2500
2400
2300
2200
2100
2000
1900
1800
1700
1600
1500
1400
1300
1200
1100
1000
B
a0
700
600
500
a0
a0
200
100

/| DFT: M?

/ A DFT és az FFT

£ idéigényének

- osszevetése

M

/ =2.
7 T(M)=2 T(Z

j+qm)

=0(M -log, M)

FFT: M-log,M

Parhuzamos FFT h

—h

o

—  —=h
~

[N

—h

o

—h

fiy

—h —h  —h
o o
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a a+b
C
o ¢ o)

alozat
F:O
F:4
F M=8 elemre
F:S
f, = (i)
P r=Fi)
Fs (i=0,.,M-1)
F3
F:

~

az (M/2)-log,M uniform
egységbdl allé halozat egy
elemének funkcidja

Parhuzamos FFT hal6zat

fo | @°

fo— 2-elemii
fz _ 2 halézat
f_llle

6 4-elemii
f1_' 1 halézat
f_ll @

5 8-elemii
f,—H 3 halézat
@

7

Parhuzamos FFT halézat

WA AN AR

" At

FFT halézat |— ... F* F* F!
\ '\/4)
egy transzformacio
végrehajtasi ideje lOg MAI
2




2020.02.13.

2D Fourier-transzformacio

ol M-IN-1
F(XY)=22 f(xy)-w(x,y, X,Y)
1)
w(x,y,X,Y)_me
IDFT
- M-IN-1
YY) =D > F(X,Y)-W(xy,X,Y)

X=0Y=0
R
w(xy,X,Y)=¢e m(“"+“)

(x,X=01...M-1; y,Y=01..,N-1)

2D Fourier-transzformacio

M-IN-1

fO6y) =D D F(X,Y) w(xy,X,Y)
X=0Y =0

bazisfuggvény
suly
M-1N-1
f = ZZF(X,Y)' W*'(X,Y)

X=0Y=0

telies kép baziskép

2D DFT bazisképei

2D DFT bazisképei

LY

2D Fourier-transzformacio

f(x,y) = F(0,0) . +

ros NN .

e
FO2)- weld +

2D Fourier-transzformacio

W(x,y,X,Y)
baziskép
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Bazisképek linearis kombinacidja

' kett6 a 216-féle
' 256x256-0s

baziskép kozil

linearis kombinacidjuk
’ (sulyozott 8sszeglik)

Bazisképek linearis kombinacidja

-

¥
y 216= 65536

-i

... baziskép sulyozott 6sszege

A 2D DFT szeparalhaté

| M=t N I
F(X,Y)=— S,y g Bt
MN 3 =
I ¥ % 2mYIN XM
- f(x’y).e—;_m' } .e—ﬂlx\, /
MN =0 y=0

F(x,Y)=

L1y ] e
_ _Z FZf(x’y)le—l2:{1'}'!.\‘ e—f_m'.\r.‘»f
: y=0

A 2D DFT szeparalhaté

fY) | = [ FQY) | = [F(X,Y)

sorok oszlopok
transzformacidja transzformacidja

Az orig6 kozépre tolasa

) f(xy) « F(X —%,Y—%)

°0.0)

.00

Az orig6 kozépre tolasa

10



Az orig6 kozépre tolasa
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Kép-tér és frekvencia-tér

f(x) [FCXY)|

Fourier-par

Kép-tér és frekvencia-tér

f(x) o [FOXY)|
Fourier-par

Kép-tér és frekvencia-tér

f(x) o [FCXY)|
Fourier-par

Frekvencia tér
alacsony
frekvencia

magas
frekvencia

[F(X.Y)|

A frekvenciakép megjelenitése

Altalaban a Fourier-spektrum az origétdl
tavolodva gyorsan lecseng, ezért az

IF(x.y)l
helyett a

log( 1 +[F(X,Y)I )

megjelenitése javallott.

2020.02.13.
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A frekvenciakép megjelenitése

; ..
P

f() [FXY)I

log(1+|F(X,Y)|)

A frekvenciakép megjelenitése

f() IFXY)I

log(1+|F(X,Y)])

A frekvenciakép megjelenitése

f(x,y)
J -

magnitads:  [F(X,Y)| = yRe(F(X,Y ) +Im(F(X,Y )

o L (Im(F(X,Y)
fazis:  ¢(F(X.Y)) = tan [Re(F(X,Y)J

A frekvenciakép megjelenitése

Original Image

___FFT Spectrum Maginitude

Tulajdonsagok

IN-1

F(0,0)=M—1N§ £(x,y)

y=0
Ha f(x,y) val6s,akkor
F(X,Y)=F(-X,-Y)

és

[F(X,Y)|=|F(=X,-Y)

Tulajdonsagok

linearitas:
fi(xy) <> F(X.Y)

fZ(va) -« FZ(XVY)
a - fi(x,y)+a, - f,(x,y) <> a-F(X,Y)+a,-F(X,Y)

eltolas:
f(x,y) e F(X,Y)
f(X—Xoyy—yo) > F(X'Y).e—tai(qu/MnyDV/N)

12
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Tulajdonsagok Tulajdonsagok
skalazas:
f(x,y) < F(X)Y)
XY
f(a-x,b ——F| —
@xby) < =i la b]
elforgatas:
f(r'{p) < F(R ¢) frekvencia-tér
frp+a) < F(Ré+a) kiinduldsi  elforgatas linearitas eltolas skalazas
kép-tér
Tulajdonsagok
y Y
1
Tulajdonsagok \ w9
A (-U.-v)
f F
frekvencia-tér
Tulajdonsagok Tulajdonsagok
kép-tér r

frekvencia-tér

13
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Tulajdonsagok

Példa 2D Fourier transzformaciora

[FXY)I

Példa 2D Fourier transzformaciora

Z B WE

T HO K

+ - § -

Példa 2D Fourier transzformaciora

Analég Fourier transzformacié - 1D

f e L} (—o0,0) (folytonos)

F(X)= T f (x)-e 2" dx
- |

f(x)= J-F(X)-ez”ixx dX  (inverztrafo)

—0 ‘

bazis-fliggvények

Analég Fourier transzformacié - 2D

F(X,Y)= ij(x, y)-e A% WM gydy

—00—00

f(xy) = [ [F(X,Y)- e dxdy

—o0—0 ‘

bazis-fliggvények
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