5. Konvolucio



Konvolucio (analég, 1D-2D)

(f*&)x) = [ f(u)-glx—u) du

(f*Q)x )= | | ) g(x—u,y—v) du dv

_w_



Konvolucio (analég, 1D)
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Konvolucio (analég, 1D)

(f *g)(x) = j f(u)-g(x—u) du
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1D konvolucio

Input (M- és N-elem():

=110, fQD),..., f(M ~1)]
g =[2(0), g(D)...., g(N —1)]

Output ((M+N-1)-elemu):
(f*g)k) = Zf(j)-g(k—j)

(k=012,..M+N—-2 g(i)=0, ha i<0).



(f *g)(k) =
> () glk=j)
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1D konvolucio




Példa konvoluciora

M=N=3 h=f*g

«— 9(0) 9@) 9
f2)  f(1) §0) —»

Kiindulasi helyzet



Példa konvoluciora

M=N=3 h=f*g

«— 90) 9(1) 902
f2)  f(1) §0) —»

h(0) =1(0)-9(0)



Példa konvoluciora

M=N=3 h=f*g

«— 00) 9) 9@
f2) f1) f0) —

h(1) = 1(0)-9(1)+ 1(1)-9(0)



Példa konvoluciora

M=N=3 h=f*g

«— 9(0) 9) 9@
f2) 1) f0) —

h(2) =1(0)-9(2)+ 1(1)-9(1)+ 1(2)-9(0)



Példa konvoluciora

M=N=3 h=f*g

«— 9(0) 9) 9@
f2) (1) §(0) —

h(3) = 1(1)-9(2)+ 1(2)-9(1)



Példa konvoluciora

M=N=3 h=f*g

«— 90) 9) 9@
(2)  f(1) §0) —

h(4) = 1(2)-9(2)
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Példa konvoluciora
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Polinomok szorzasa

Polinomok:
p(X) = a(m-1) -x""+..+a@-x" +a(0)-x°
q(x) = b(n=1)-x"" +...+b®)-x* +b(0) - x°

P(X)-g(x) = c(m+n—=2)-x""*+...+c@)-x" +c(0)-x°
Egyutthato-vektorok:

a =la(m-1),..,a(),a(0)]

b = [o(n-1),...,b1),b(0)]

a*b = [c(m+n-2),...,c(1),c(0) |



Szamok mint polinomok

m-jegyld decimalis szam:

p(x)=a(m-1)-x""+...+a(@)-x" +a(0) - x°

Xx=10
0<a(m-1),...,a(1),a(0) <9



Miiveletek nagy szamokkal vagy
szamitasok nagy precizitassal

Bejelentes 2019. marcius 14-én (a Pi-napon):
Emma Haruka Iwao, a Google programozondje
rekordot dontdtt azzal, hogy 31 ezermilliard
szamjegy pontossagig szamolta ki a Pi éertéket —
atadva a multnak a korabbi 22 ezermilliard
Szamjeqyl pontossagot.

A szamitas 25 virtualis szamitogepen 125 napig
tartott (170 terabyte tarigennyel).



1D konvolucio —
matrix-vektor szorzas

h=f*g (M=4,N=3)

f@3) f(2) f@) fO 0 0 ] 0 h(0)

0 f(3 f(2) f@) f(O) O 0 h(1)

0 0 f@® (@) f@) f(0) 0 h(2)

0 0 0 f©B® f©@ f®!| |90 ~ |hQ®

o o0 o0 0 fB® f@!| |9 h(4)

0 0 0 0 0 f@®] |9@) h(5) |
(M+N—1)(M+N-1) T (MAN—D)xd  (M+N—D)xd

fels6 triangularis Toeplitz matrix



Az 1D konvolucio muveletigenye

h(0)

h2)

h(M —2)
h(M —1)
h(M)

h(2M —3) .
h(2M —2)

szorzasok szama

f(0)-9(0) 1
f(0)-g@®+ f(@)-9(0) 2
£(0)-g(M =2)+...+ f(M =2)-g(0) M 1
£(0)-g(M =)+ f(1))-g(M =2)+...+ f (M —1)-g(0) M
f()-g(M =1 +...+ f (M =1)-g() M —1
f(M—2)-g(M 1)+ f(M —=1)-g(M —2) 2
f(M —1)-g(M —1) 1

M-DM=2) _m2_2m+3= 0@

M -1
M +22i =M +2
i=1



2D konvolucio

Input:

f=lfn] MxN-es
g=|gu,v)] KxL-es

Output: [
(f*g)(S,t) :ZZf(laj)g(S_lat_J)

(M +K-1)x(N+L-1)-es;
g(p,q)=0, ha p,q<0



Képek konvoluciodja a
gyakorlatban

Input:

f=lf.»]  MxN-es
g=lgw,v)] QK+Dx(2K+1)-es

Output:
(f*g)s,1) = Z Zf(SH t+7)-g(i, )

_K]

(M xN-es, vagy (M —K)x(N—-K)-as).



Képek konvolucioja a gyakorlatban
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e 1110/1/10/1/10/ A h=f*0 konvolvalt
Példa n=r"g '\
kép adott pontjanak
1/10 1:/5 1/10 szamitasa:

AQ ma.szk 1-1/10+3-1/10+ 6-1/10+
merete: 1/10/1/10/1/10 8-1/10+10-1/5+ 2-1/10+

3x3 (K=1) : 9-1/10+4-1/10+ 7-1/10=
: 6
/ / / / / / / / /

T T s fi A [ s [ s




Példa

Center element of the kernel is placed over the (0 x 0)
source pixel. The source pixel is then replaced
with a weighted sum of itself and nearby pixels.

Source pixel

Convolution kernel
(emboss)
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New pixel value (destination pixel)
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(-1x2)+(0x4)+(1x1) =-3

Destination pixel
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A , kilogo” terulet problémaja
(meérettartéo konvolucio esetén)

MXx N

(2K+1)x(2K+1)

(M+K)x(N+K)




A ,kilogo” terulet problemaja
(mérettarto konvolucio esetén)

PAD
(kiparnazas
0 ertékl pixelekkel)




A , kilogo” terulet problémaja
(meérettartéo konvolucio esetén)

EXTEND
(a hatar kiterjesztése)




A , kilogo” terulet problémaja
(mérettarto konvolucio esetén)

WRAP
(becsomagolas)




A konvolucio tulajdonsagai

fxg=g=*f
a-(f+xg)=(a-1)*xg="1%*(a-g)

f+(g*h)=(f *g)*h
fx(g+h)=(f )+ (f +h)



Korrelacio

f(x)@g(x){(—x)*g(x)

komplex konjugalt

(f=g : auto-korrelacio; f+£Qg : kereszt-korrelacio)



Konvolucio és korrelacio

Convolution Cross-correlation Autocorrelation




Konvolucios, korrelacios tétel

F(t+g) =F(1).F(9)

F(1@9)=F(T) F(g)

pontonkénti (!) szorzas



Konvolucios tétel

Alternativ formulak:

F(t+g) =  F(1)-F(9)

F(t-g) = F(1)*F(g)
frg = F(F(f)-F(9)
f-g = F(F(f)*F(9))

(A masodik a mintavetelezési tetel kulcsa.)



Konvolucio, korrelacio idoigénye

fxg =F(F(f)-F(g))
f®g=F"(F(f) F(9))

O(M-log,M) O(M-log,M) O(M) O(M-log,M)

Az M-eleml 1D f és ¢ jelek konvolucidja és
korrelacidja egyarant O(M?) miveletet igényel.
Az FFT alkalmazasaval elérheté az O(M-log,M)
komplexitas.



Példa a konvolucios tételre

konvolucio

Inverz Fourier tr. T

pontonkeénti szorzas



Doboz fuggveény

I1,,(x) —1L

-W W

1 ha |[x|<w
0 kdlonben

l_IW(X):<



sinc fuggveny

~ |
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AL S

1 ha x=0

sinc(x) =+ sin X ha X =0




A sinc és a doboz fuggveny
kapcsolata

u

Fourier

7

»

N

sinc(x)

%AVAVAV

FI11,,, (x)](k) =sinc(k - 7)

VAVAVAVV- >



A sinc és a doboz fuggveny
kapcsolata

2D doboz fuggveény 2D sinc fuggveny



Pontonkeénti szorzas doboz fuggvéennyel

1(X)

_L_

I,,,(x)

O TTy®=

(x)
0

ha [x|<w
klonben



A O-fuggveény és eltoltja

A

1
1 ha x=0
O(X) =+ o
\ 0 kilonben
0 X
A
1 1 (
1 ha x=k
o(x—k) =3 .
0 kulonben
—_— -



Dirac fésu (Shah function)

comb, (x) = Z5(x—n-k)

ne/

N

-4k -3k -2k -k 0 k 2k 3k 4k




A Dirac fesu
Fourier transzformaltja

Flcomb, (x)]=comb,,, (x)

5k 4k 3k 2k -k Kk 2k 3k 4k 5k x
! K} 0 1 >



Pontonkénti szorzas a Dirac fésuvel
— mintavételezés

SCRIITIIInE

g(x) = f(x)-comb,(x)

" [ ] ]




Konvolucio a Dirac fesuvel
— periodikus masolas

F(X)

\

J

comb,(X)

G(X)=F(X)*comb,(X)

)

\

J\




Konvolucio a Dirac fesuvel
— periodikus masolas

comb,(X) :

G(X)=F(X)*comb,(X)

N NN NN

F(X)




Konvolucio a Dirac fesuvel
— periodikus masolas

I\

F(X)

comb,(X)

G(X)=F(X)*comb,(X)

|




Atfedés, alcazas (aliasing)

comb,(X)

/_/\

A

/

K 2W

F(X) /\

—

G(X) =
F(X)*comb, (X)

\_

—~ v

atfedések

lépnek fel, mivel 2w > K.



Atfedés, alcazas (aliasing)

2w>k

F(X)=0, ha |[Xpw  G(X)=F(X)*comh (X)

G(X)-I1,,(X)=F(X)




Atfedés, alcazas (aliasing)

w>1/2Ax




Atfedés, alcazas (aliasing)

F(X)
F(X)=0, ha |X[>w o
AX
Ax— Lo L
G(X)=F(X)*comb,,,.(X) W 2w
/\/\\M/f\\
/ vV \V vV \V \
/ '\ /\ /\ '\ \
/ X =X 7 S ¢ > QEED < 7 AR \




Ha nincs atfedés

F(X) , |
F(X)=0, ha |X[>w '/\VlV | |
/\/\/ /\/\“=
G(X) F(X)*Combl/m(X) ﬁ—* 2W<A
I1,,(%) T e
—1/§Ax A 1/;Ax

F(X)=G(X)-11,,(X)




Ha van atfedeés

F(X)
F(X)=0, ha [X[|>w

G(X)=F(X)*comb,, (X)-

2W >~

i i | : 1
HW(X) | AX>—

2W

F(X)=G(X)-TT, (X) %\




Atfedés, alcazas (aliasing)
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Atfedés, alcazas (aliasing)
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Atfedés, alcazas (aliasing)

korrekt mintavételezés alul-mintaveételezett



http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/3/31/Moire_pattern_of_bricks.jpg

Atfedés, alcazas (aliasing)




Atfedés, alcazas (aliasing)

WV




Anti-aliasing

A mintavételezés hibainak korrigalasa (pl. Iépcsé6s élek
lekerekitéseével), az alcazas hatasainak csokkentése.




Folytonos fuggvény megadasa
néehany pontjaval

A
y=ax+b g y =ax® +bx*+cx+d

| /N

v :

lx

vt |

Barmely N-edfoku polinomot egyértelmiien meghataroz n+1
tetszGlegesen kivalasztott pontja.

Kovetkezésképpen: egy (mintavételezett) diszkrét jelbdl
helyreallithato lehet a kiindulasi (végtelen sok pontbdl alld) analdg jel.




A digitalizalas (mintaveételezes)
alapkeérdése

Milyen (uniform) mintavetelezés menten hordoz
ugyanannyi informaciot a mintavételezett kep,
mint a folytonos?

(Hangsulyozandd, hogy ezuttal csak az értelmezési
tartomany digitalizalasaval (vagyis a mintavételezessel)
foglalkozunk, az értekkészletével (a kvantalassal) nem.)



Savhatarolt (bandlimited)
fuggvenyek

Az f(X) fliggvény savhatarolt, ha létezik olyan W, hogy F(X)

(vagyis az f(X) Fourier transzformaltja) nem tartalmaz W-nél
nagyobb frekvenciakat, azaz:

F(X)=0, ha [X]>W .

W-1 Nyquist-frekvencianak nevezzuk, ha

F(X)=0, ha |X|>w, ugyanakkor F(-w) # 0 vagy F(w)#0.



Savhatarolt 1D fuggveny

[F(X)I



Mintavetelezés az Nyquist-
frekvencia folott

g(x) = f (x)-comby(x)

ZWSl

— - AX

i | i 'AX' | | 1

- AXS—

G(X)=F(X)*comb,, . (X), 2w

S NOINS N

—1/|AX —\lN W 1/ AX



Mintavetelezes az Nyquist-
frekvencianal és az alatt

A

1

2W=-"
AX
Ax=1
2W
I‘I I 1 1 I \/’ >
—1/ AX —W W 1/ AX




Konvolucios tétel

(felidézés)
F(T*g) = F(1)-F(9)
F(f-9) =  F(1)*F(g)
fxg = F(F(f)-F(9))

F(F(F)*F(9))

f-g




Folytonos kepfuggveny
visszaallitasa mintakbol

kepter frekvencia-ter
f (X) R F(X)
comby, 5, (X) & comb,,,(X)
9(0)=f (x)comby 5, () < G(X)=F(X)#comb,(X)
f (X) < F(X)=G(X)II,(X)

+ A konvolucios tétel 2. formulajabdl adédoan.



f(x) F(X)
folytonos |
fiiggvény a / \
2W
CombLIZW(X) i F comeW(X)
mintavetelezesi T T T T T T T T T T
|épték AXx=1/2w 2W
g(x)=f (x)-comby, 5, (X) , Fourier tr G(X)=F(X)*comb,,(X)
A ' .
diszkrét g HH‘ —
(mintavételezett) | \ pontonkénti
fuggveny HW()y szorzas
Inverz 2W

f(x
helyreélh’tott( | /—~/\Fourier tr. /‘\
F(X)=G(X)- X
folytonos - (X)=G(X)TT,,(X)

fliggvény




Whittaker-Shannon
mintavetelezeési tétele

Az 1D folytonos, W-nél nagyobb frekvenciakat
nem tartalmazo (savhatarolt) jel akkor és csakis
akkor allithato vissza a mintavételezettjebdl, ha
a AX mintavételezesi leptekre teljesul az
alabbi feltétel:

Axgi.

2W



Mintaveételezés az Nyquist-
frekvencia folott




Mintaveételezés az Nyquist-
frekvenciaval




Mintavetelezes az Nyquist-
frekvencia alatt

SN A




A 2D Dirac kefe

AT

AX

A

1 ,hax=k-Axésy=k-Ay

brush,, ,, (X, y) =+

0 , kulonben



A Dirac kefe tulajdonsagai

F (erShAx,Ay (X’ y)) — br.uShl/Ax,llAy (X1 y)

Pontonkeénti szorzas (keptéerben): mintavételezes

Konvolucio (frekvenciatérben): periodikus masolas

)
|
Il



Savhatarolt 2D fuggveny

W sugaru kor

[FOX,Y)



Whittaker-Shannon
mintavetelezési tétele 2D-ben

Az 1D folytonos, W-nél nagyobb frekvenciakat
nem tartalmazo (savhatarolt) jel akkor és csakis
akkor allithato vissza a mintavetelezettjebdl, ha
a AX és a Ay mintavetelezesi leptékekre
teljesulnek az alabbiak:

AX, Ay < i .
2W



