4. Fourler-
transzformacio



Frekvencia és hullamhossz

cos(27xf )

AT

e N amplitudo: 1
UV araYas hullamhossz: 1/f
frekvencia: f




Szamok

Integers

(Z)




Komplex szamok

, 1 (képzetes)

I Re (valos)

=
/

i =—1  imaginarius egység

(N




Komplex szamok
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Komplex szamok

A A

3+4

4i 4i

3i 3i
21
i 0.927
o ) (radianban) )

2 3 4



Komplex szamok

Re(z) =a=|z|-cos(p) valés rész

Im(z) =b = ‘Z‘ 'Sin(CD) képzetes rész

> o abszolut ertek /
‘Z‘ — \/a +D magnitido

@ =tan"(b/a) fazis s26g



Komplex konjugalt

Iin Z=a+Db-I
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Euler-formula

" =cos(p) +1-sin(e)
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http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/b/b9/Euler-10_Swiss_Franc_banknote_%28front%29.jpg
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/71/Euler%27s_formula.svg

Fuler-formula

-1

e'” =cos(z)+i-sin(r)=—1+0=-1



Komplex szamok hatvanyozasa

€] = (cosg)+i-sin())

cos(ne) +1-sin(ne)

eingo



Egységgyokok és hatvanyaik

n=.,-62,10,...

n=..,-2,0614,... 2718
ONE

of =e™°  (n=0,+21,%2,..)



Alkatrészek és termeékek

Mojito Daiquiri Margarita
fehér rum 5 cl 5 cl
tequila - - 4 cl
triple sec - : 2 cl
lime leve 3 cl 2 cl 2 cl
grenadine
menta 2 ag
cukorszirup 1 ek 1 ek
narancslé
szoda 1,5 dl

jégkasa . 1,5 dl 1,5 di



Alkatrészek és termékek

bazisfluggvények sulyok

4 fehér rum ) (5 cl 5 cl S
tequila - - 4 cl
triple sec - : 2 cl
lime leve 3 cl 2 cl 2 cl
grenadine
menta 2 ag
cukorszirup 1 ek 1 ek
narancslé
szOda 1,5 dl

[égkasa - 1,5 dl 1,5 dl
% VAN Y,




Globalis muvelet - 1D
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output

az eredmeny
minden egyes
eleme fugg az
iInput 0sszes
komponensétal



Globalis muvelet — 2D

Input output

az eredmény minden egyes eleme
fugg az input osszes komponenseétol



Transzformacio — 1D

- f(0) | - F(0)
(1) F (1)

f(M-1) F(M -1)



Linearis transzformacio — 1D

— M -1
F(X)=2 f(x) -w(x X)
x=0
1vok bazis-
suly fuggvények
A

f (X) :Mz_:lF(X)-W'(x,X)

(x,X=0,1...,M—1)



Transzformacio — 2D

- (0,0 foyn -~ fON-1)
f (1,0) fay - f@LN-=1

f(M-10) f(M-11) - f(M-1,N-1)

!

[ F(0,0) FO1) - F(ON-1)
F(1,0) FL) -~ F@N-1

F(M-10) F(M-11) --- F(M -1, N -1)



Linearis transzformacio — 2D

— M-1N-1

FOX,Y) =D > f(xy) -w(xy,X,Y)

x=0 y=0
bazis-

sUlyoK fuggvények

h M-1N-1

f(x,y) =) D> F(X,Y)-w(x,y,X,Y)

X=0Y=0

(x,X=0,1...,M-1;
v, Y=0,1,...,N-1 )



Osszegzett jelek

live music \/\/\]\/



Frekvencia-analizis

Nem-periodikus fuggvenyek is felirhatok kalonbozd

frekvenciaju sin és cos flggvények sulyozott
osszegekent.
Ennek matematikai eszkoze a Fourier-transzformacio.
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Fourier-transzformacio

Jean Baptiste Joseph Fourier



1D Fourier-transzformacio

DFT
— M -1
F(X)=> f()-w(x,X) (X=01...,M-1)

1 24
W(X,X)zme M

IDFT
G M -1
f(x)=> F(X)-w(x,X) (x=01...,M-1)

. XX

W'(x,X)zeZﬂ1M

(X, X=0,1...,M—1)



Diszkrét Fourier-transzformacio (DFT) — 1D

Wy, — g 2"V egy M-edik egységgyok
1 242 1
w(x,X)=—e M= "
M M

(x,X =01,...,M —1)



Diszkret Fourier-transzformacio (DFT) —

F(X)—ihff(x)-e_mx“;(—iMZf(x)-a)xx (X =0L...,M —1)
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Inverz Diszkrét Fourier-transzformacio
(IDFT)-1D

f(x):MZ:lF(X)-eMX“;(:I\AZ:lF(X)-E,\jX (x=01,....,M 1)

on O op N - F0O) | [ f(0
oy Oy o. e Dy F(1) f (1)
oy o oy o o™Vl F@) =] f(2)
oy oy 0 oy e M"Y IFM -] [ (M -1)]
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A DFT és az IDFT matrixai

0 0 0 0
Wy WOy Wy Wy,
o 1 2 M -1
Oy WOy Wy WDy,
i 0 2 4 2(M-1)
Dy WOy Wy Wy,
1 M
T o) -1 :
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0 M-l __2(M-1) (M—1)(M-1)
M Dy Wy Wy "Wy ]
—0 —o0 —0 —0 7]
Dy Wy Wy Wy,
T Y -1 2° ol 2 M-
B=B =M -A=A Y v
—0 —2  —4 —_2(M-1)

—0 —M-1—2(M-1)  —(M-1)(M-1)
| Dy Oy Wy "Wy




A DFT matrixa: M=2
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A DFT matrixa: M=4
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A DFT matrixa: M=8
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A DFT matrixa
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A DFT torusz
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A DFT torusz matrixa
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Példak 1D DFT-re
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Példak 1D DFT-re
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Példak 1D DFT-re
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Példa 1D DFT-re
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Az 1D DFT muveletigénye

Wy Oy @y O - f) | [ F@O |
Wy, oy, O v Oy f(2) FQ)
1
v oy o oy - ot | f(2) |=| F(2)

oy oy oy oy PP TM 1) | [F(M-1)_

MxM M x1 M x1

M-M =M?szorzéas



Merge sort

,2nagymeretd”
7 261 58 4 3 NEELE
bemenete
felbontas kettd
részproblémara
7 2/6 105/ 8/4]/3 |
l részproblémak 1 T(M) = 2'T(7J+O(M)
megoldasa - O(M -log, M)
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Merge sort — divide-and-conquer
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=O(M -log, M)



Gyors Fourier transzformacio
(Fast Fourier Transform, FFT)

A Fourier transzformacio MxM-es matrixa specialis
(szimmetrikus és csak M-féle elemet tartalmaz),
ugyanis:

A(u,v) = ﬁ-wk‘ﬂv (u,v=0.1...,M -1).

Ezt kihasznalva, egy M-elemd jel transzformacidja
megkaphato kettdé (M/2)-elema jel transzformaltjanak
O(M) (linearis) idejl ,,0sszefésulésével”, igy az
idéigény O(M-log,M).



FFT

M =2"=2K
L —27iIM
Dy =€ paros paratlan

F(X>=i<zf(x>-w;§ / l

> 1) @+-Kzlf(2x+1) a’}
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K
_1 <
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x=0

even(x)_l_a)ZK odd(X)]
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DFT: M2
A DFT és az FFT
idoigényének
osszevetése
T(M):Z-T(%}rO(M)
=O(M -log, M)

FFT: M-log,M



Parhuzamos FFT halozat

0 B 0

X

-

0 0

0,

X

M=8 elemre

f = f(i)
F = F(i)
(i=0,.,M —1)

—a+Db
—C-(a—Db)

az (M/2)-1og,M uniform
egysegbdl allé haldzat egy
elemének funkcioja
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Parhuzamos FFT halozat

E

0 0 0

| @ | 0, F,
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0° " 5!

F

1 2 F2

W >< 0, 3

P ’ > i Fs

- . F,

2-elemu
halozat

4-elemu
halozat

8-elemu
halozat



Parhuzamos FFT halozat

ANV

FFT halozat
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Y \

a mintavételezési/
kovetési ido:

~

— ... F° F* F'

egy transzformacio

At veégrehajtasi ideje: log M 'Af
2



2D Fourler-transzformacio

DFT
— M-IN-1
FOXY) =D > F(xy)-w(x,y, X,Y)
x=0 y=0
1 —2M(%§+%})
YXY) = ——
M) =
IDFT
M-1N-1
FOGY) =D D F(XY)-w(xy, X,Y)
X=0Y =0

([ xX ij

27
w'(x,y,X,Y)=¢e (M N

(x,X=0,L,....M-1; vy,Y=01...,N-1)



2D Fourler-transzformacio

M-1N-1

Fy) =D > F(X,Y) - w(xy,X,Y)
X=0Y=0
bazisfuggveny

suly

M-1IN-1

f =) > F(X,Y) W(X,Y)
X=0Y=0
baziskep



2D DFT baziskepei

X=0,‘Y=-1

7 Z = SN



2D DFT bazisképei

f/ﬁ




2D Fourier-transzformacio

f(x,y) = F(0,0) . +

0o O .

E—
F0.2) el +
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2D Fourier-trans




Bazisképek linearis kombinacioja

Y/

kett6 a 216-féle
256x256-0s
baziskep kozul

linearis kombinaciojuk
(sulyozott 0sszeguk)




Bazisképek linearis kombinacioja

~— —_—

300

X 219=65536

... baziskép sulyozott osszege



A 2D DFT szeparalhato

f(x y) . e—i2jr(xX/M+yY/N)
9

f(x, y) . e—iZﬂyY/N e—i2m:X/M




A 2D DFT szeparalhato

FX5Y) | = [F(XY) | = | F(XLY)

sorok oszlopok
transzformacioja transzformacioja



Az origo kozeépre tolasa

(1) f(x,y) <> F(X-

My-2)
2 2

*(0,0)

,(00)




Az origo kozeépre tolasa

5




Az origo kozeépre tolasa

log(abs(fft2(im)))
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Keép-tér és frekvencia-ter

f(X) - [F(X,Y)
Fourier-par



Keép-tér és frekvencia-ter

f () o [F(XY)|
Fourier-par



Keép-tér és frekvencia-ter

f(x) [FOX,Y)

Fourier-par



IF(X,Y)

Frekvencia ter

alacsony
frekvencia

magas
frekvencia



A frekvenciakép megjelenitése

Altalaban a Fourier-spektrum az origétol
tavolodva gyorsan lecseng, ezert az

IF(Y)I
helyett a

log( 1+ |[F(X,Y)|)

megjelenitése javallott.



A frekvenciakep megjelenitese

\\.“
A
pe LA
- »” 3
. .‘/
T

.

T (x) [FOX,Y) log(1+[F(X,Y)])

L



A frekvenciakep megjelenitese

T (x) [FOX,Y) log(1+[F(X,Y)])



A frekvenciakep megjelenitese

magnitudo: ‘F(X,Y)‘ = \/Re(F(X,Y)2+|m(F(X,Y)2
fazis:  @(F(X,Y)) = tanl(lm(F(x’Y)j

Re(F(X,Y)



A frekvenciak

Original Image
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Phase
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p megjelenitése

FFT Spectrum Maginitude
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Tulajdonsagok

Ha f(x,y) valos,akkor

F(X,Y)=F(-X,-Y)
es

F(X,Y) =|F(=X,-Y)]



Tulajdonsagok

linearitas:
f.(x,y) <> F(X,Y)

f,(x,y) € F,(X,Y)
al'fl(X’Y)Jraz'fz(X’Y) «> ai'Fl(X’Y)+a2'F2(X’Y)

eltolas:
f(x,y) e F(X)Y)

f(X=X,,Y—Y,) €> F(X,Y) g #7CX/M/N)



Tulajdonsagok

skalazas:
f(x,y) <= F(X,Y)
1 = X

f aX,b > ’
( y) ab| | a

elforgatas:



Tulajdonsagok

Kiindulasi elforgatas linearitas eltolas skalazas




kep-tér

Tulajdonsagok
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Tulajdonsagok







Tulajdon agok
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Példa 2D Fourier transzformaciora

[FOX,Y)




Példa 2D Fourier transzformaciora

Z B WE




Példa 2D Fourier transzformaciora




Analog Fourier transzformacio - 1D

f e L' (—o0,0) (folytonos)

F(X)= Tf(x)-e‘z’ﬁxxdx

f(x) = j F(X)-e¥™XdX  (inverz trafo)

bazis-fuggvények



Analog Fourier transzformacio - 2D

F(X,Y)= Hf(x y)-e A% dydy

_w_

f(X,Y)= j j F(X,Y)- e 0Xgxdy

S o ‘

bazis-fuggvenyek



