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ALGEBRAI (ES GEOMETRIAI) MODSZEREK A
KOMBINATORIKABAN, BEADANDO FELADATOK

10/a) Oldjuk meg a kovetkezd lineéris rekurziot:

ap =1, a1 =6; a, = 5ap_1 — 6a,_o (han>2).

Megoldas:

A tanult algoritmus szerint jarunk el:

ap — 5ap—1 + 6ap_2 =0 (han>2).

A(z) :a0+a1$+a2$2+a3x3+a4x4+...
—5zA(z) = —bagw — 5a1x2 — 5a2x3 - 5a3;p4 + ...

622 A (z) = 6agz? + 6ai12> + 6asz® + . ..

A héarom egyenletet Gsszeadva
(1 -5z +63%) A(z) =ao+ (a1 —5ap)z =1+

adodik, ezért

1+
A = .
@) = 5 o2
5\? 25 5\% 1 5 \2 /1\?
1—5x+62% = (1—2:E> —Z:U2—|—6x2: (1—230) —Z:UQZ (1—2x) — <2x> =
—_——
175x+%12
=(1-3x)(1—-2x).
A fentiek miatt
1
A(x) R S + b , valamely «a, 8 € R esetén.

T 1-5r+622 1-3z  1-2z
a(l-2z)+p(1—-3zx)=a—2ax+—-30r=1+=x.

a+ =1,
—2a—-36=1.
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Az egyiitthatokat vizsgalva:
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Innen o« = 4 és = —3, tehat

4 3
Alz) = — .
@) =13 "1
FEhhez:
[ee] o0
= (3x)" =) 3"a", tovibba
n=0 n=0

Vegill felirva A (x)-et

@:4%3%”— 22” “:i (4-3"—3-2™) 2"
n=0 n=0

Az egyiitthatot leolvasva kapjuk a linearis rekurzié megoldasat:

lan,=4-3"—-3-2", n>0]

15) Bizonyitsuk be a Newton-formula segitségével, hogy

1 i 20\
Vi—dx =\ n '
Megoldas:

Bizonyitds. Alakitsuk at a tortet, majd hasznaljuk a Newton-formulat:

\/11—W —(1—dz)"2 = (14 (—4z))"2 = g ( 711/2> i < 1/2> 4)" 2"

n=0

Most tekintsiik csak az egyiitthatot:

<—1/2> Cap= 23D (5-2) (5 —nt )

n n!
Mivel
1 —1-2n4+2 —-2n+1 2n — 1 ot
- — — = — T
5 n 5 5 5 , ezé

n!
D" g5 (YY) e (CDPL35.(2n—1)
= (—1)"4" = 4" =
n! on . pl
_ 135 (@n-1) (4\"_1:35..-@n-1)
n! 2 n!
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Bovitsiik a tortet 2-4-6...(2n) = 2™ - nl-sal:

1-3-5...(271—1)2”_ 1-2-3-4~5...(2n)2n_ (2n)!
n! N 27 . nl.n! ~onlenl’
ami a binomidlis egyiitthato ismert képlete szerint
(2n)!  [2n
nl-n! \n)/)
Ez mar maga utdn vonja a feladat Allitasat. O

16) Igazoljuk, hogy

i 2k\ (20— 2k\ _
k n—=k
k=0
Megoldas:
Bizonyitds. Tekintsiik az
1 1 1

VI—4z V1_4z 1-4z
Osszefliggést. A jobb oldalt vizsgéilva tudjuk, hogy

1 o0 oo
— n __ n,.n
1_433—2(4:13) —nzz;)él:p.

n=0

Most pedig vizsgaljuk meg az egyenlet bal oldalat. Az elézdekben koz6lt bizonyitas értel-

mében -
1 2
- ()
1—4x o\n
Legyen
10 = 3wt =3 (W) @50 = 3w =3 (V)
n=0 n=0 n=0 n=0

A kérdés a két formalis hatvanysor szorzata, azaz A (z) - B (z). Jeldlje ezt a szorzatot
C (x). A formalis hatvanysorok szorzatanak definici6ja alapjan

C(z) = i e,
n=0

ahol ¢, = agb, + a1bp—1 + . .. + anby. Vizsgaljuk ezeket az egyiitthatokat:

£
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Mivel a ¢, egyiitthato felirhato zart alakban, ezért
o0 n
2k\ (2n — 2k
C(z) :ZZ (k)( n—k )xn
n=0 k=0
Ezeket visszairva a kezdeti Gsszefliiggésbe azt kapjuk, hogy
oo n o
2k\ (2n — 2k
S (%) (ol )=
n=0 k=0 n=0

Két formélis hatvanysort akkor tekintiink egyenlének, ha az egyiitthatésorozatuk megegye-

zik, azaz fennall a
Z": 2k (20 = 2K\ _ n
k n—k )

k=0

egvenléség. Fzzel a bizonyitas kész. O
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