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Mirol lesz szd a félév soran?

A sztochasztika harom f6 teriilete:
Valdszinliségszadmitds, statisztika, sztochasztikus folyamatok.

BJM Valészinliségszamitds



Mirol lesz szd a félév soran?

A sztochasztika harom f6 teriilete:
Valdszinliségszadmitds, statisztika, sztochasztikus folyamatok.
Valészinliségszamitas: kisérletek matematikai modellezése.

BJM Valészinliségszamitds



Mirol lesz szd a félév soran?

A sztochasztika hdarom f6 teriilete:

Valdszinliségszadmitds, statisztika, sztochasztikus folyamatok.
Valészinliségszamitas: kisérletek matematikai modellezése.
Példaul a kovetkez6 kérdésekre keresiink valaszokat:

@ Mennyi az esélye, hogy nyeriink a lottén?
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Mirol lesz szd a félév soran?

A sztochasztika hdarom f6 teriilete:

Valdszinliségszadmitds, statisztika, sztochasztikus folyamatok.
Valészinliségszamitas: kisérletek matematikai modellezése.
Példaul a kovetkez6 kérdésekre keresiink valaszokat:

@ Mennyi az esélye, hogy nyeriink a lottén?

@ Mennyi az esélye, hogy egy r sugar( kor korvonalan illetve a
korlapjan véletlenszerlien vélasztott két pont tévolsidga
nagyobb, mint v/2r?
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Mirol lesz szd a félév soran?

A sztochasztika harom f6 teriilete:
Valdszinliségszadmitds, statisztika, sztochasztikus folyamatok.
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Mennyi egy jaték igazsagos ara?

Mennyi az esélye, hogy egy izzé még egy napig fog miikodni,
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Mirol lesz szd a félév soran?

A sztochasztika hdarom f6 teriilete:

Valdszinliségszadmitds, statisztika, sztochasztikus folyamatok.
Valészinliségszamitas: kisérletek matematikai modellezése.
Példaul a kovetkez6 kérdésekre keresiink valaszokat:

Mennyi az esélye, hogy nyeriink a lottén?

Mennyi az esélye, hogy egy r sugard kor korvonaldn illetve a
korlapjan véletlenszerlien vélasztott két pont tévolsidga
nagyobb, mint v/2r?

Mennyi egy jaték igazsagos ara?

Mennyi az esélye, hogy egy izzé még egy napig fog miikodni,
feltéve, hogy mar 10 éves?

Miért késnek mindig a buszok?

Mit allit a hétkoznapi életben is hasznilatos nagy szamok
torvénye?
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Kovetelmények

El6zetes tematika:

2018.09.28. Klasszikus valdsziniiségi mez6. Geometriai
valdszinliségi mez6. Feladatok.

2018.09.29. Fliggetlenség. Feltételes valdsziniiség. Feladatok.

2018.10.06. Diszkrét valdszinliségi valtozok. Nevezetes
diszkrét eloszlasok. Varhaté érték, variancia. Feladatok.
2018.10.27. Eloszlasfiiggvény. Folytonos valdsziniiségi
valtozdk. Nevezetes folytonos eloszldsok. Feladatok.
2018.11.09. A normalis eloszlds, de Moivre-Laplace tétel,
centralis hatdreloszlastétel. Feladatok.

2018.11.24. Kovariancia, korreldcid, linearis regresszié. Nagy
szam torvények. (Konzultacid)

2018.12.08. Dolgozat.

A dolgozat pétlasara illetve javitasara a vizsgaidoszakban lesz
lehetoség egy alkalommal.
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Ajanlott irodalom

o Orai kivetitett anyag, feladatok, segédanyagok — CooSpace

o Nagy-Gydrgy Judit, Osztényiné Krauczi Eva, Székely Laszl6.
Valészinliségszamitds és statisztika példatdr. Polygon
Jegyzettar, 2010.

o Rényi Alfréd. Valdszinliségszamitas. Tankonyvkiadd, 1973.
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Véletlen kisérletek, események, valdszinliség

Valészinliségszamitds: kisérletek matematikai modellezése.
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Véletlen kisérletek, események, valdszinliség

Valészinliségszamitds: kisérletek matematikai modellezése.
Kisérlet: egy véletlentdl fliggd jelenség megfigyelése.
Kimenetelek (elemi események): a kisérlet lehetséges eredményei.
Eseménytér: az elemi események halmaza.

Esemény: a kisérlet kimenetelére vonatkozé allitas.

Esemény valdszinlisége: az esemény bekovetkezésének esélye.
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Véletlen kisérletek, események, valdszinliség

Valészinliségszamitds: kisérletek matematikai modellezése.
Kisérlet: egy véletlentdl fliggd jelenség megfigyelése.
Kimenetelek (elemi események): a kisérlet lehetséges eredményei.
Eseménytér: az elemi események halmaza.

Esemény: a kisérlet kimenetelére vonatkozé allitas.

Esemény valdszinlisége: az esemény bekovetkezésének esélye.

Példa
Kisérlet: Dobunk egy szabdlyos hatoldalti dobdkockaval.
Eseménytér:
Q=1{1,2,3,4,56}
Események:

A = Paros szdmot dobunk. = {2,4,6}

B = Otnél kisebbet dobunk. = {1,2,3,4}
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Biztos esemény

Az az esemény, ami mindig bekovetkezik. Be lehet azonositani az
Q C Q halmazzal.

Lehetetlen esemény

Az az esemény, ami sohasem kovetkezik be. Be lehet azonositani
az ) C Q halmazzal.
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Biztos esemény

Az az esemény, ami mindig bekovetkezik. Be lehet azonositani az
Q C Q halmazzal.

Lehetetlen esemény

Az az esemény, ami sohasem kovetkezik be. Be lehet azonositani
az ) C Q halmazzal.

Diszjunkt események

Azt mondjuk, hogy az A és B események diszjunktak (kizaréak),
ha egyszerre nem kovetkezhetnek be.

Az A és B események akkor és csak akkor diszjunktak, ha
A-B=1.
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Egymast tartalmazé események

Azt mondjuk, hogy az A esemény maga utan vonja a B
eseményt, ha az A esemény bekovetkezése esetén mindig
bekovetkezik a B esemény is. Jelolése: A = B.

Az A esemény pontosan akkor vonja maga utdn a B eseményt, ha
A C B.
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Miveletek eseményekkel

@ Az A és B események Osszege (unidja) az az esemény, amely
pontosan akkor kovetkezik be, amikor az A és B események
koziil legalabb az egyik bekovetkezik. Jelolése: AU B. Be
lehet azonositani az AU B C Q halmazzal.

@ Az A és B események szorzata (metszete) az az esemény,
amely pontosan akkor kovetkezik be, amikor az A és B
események mindegyike bekovetkezik. Jelolése: A - B vagy AB
vagy AN B. Be lehet azonositani az AN B C Q halmazzal.

o Egy A esemény ellentett (komplementer) eseménye az az
esemény, ami pontosan akkor kovetkezik be, amikor az A
esemény nem kovetkezik be. Jelolése: A. Be lehet azonositani
az 2\ A C Q halmazzal.

o Az A és B esemény kiilonbsége az az esemény, ami pontosan
akkor kovetkezik be, amikor az A esemény bekovetkezik, a B
esemény pedig nem. Jelolése: A\ B. Be lehet azonositani az
A\ B C Q halmazzal.
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A miiveletek tulajdonsagai

@ kommutativitas: AUB=BUA
ANB=BNA
@ asszociativitds: AU(BUC)=(AUB)UC

AN(BUC)=(ANB)NC

idempotencia: AUA=A

. ANA=A
disztibutivitas:
AN(BUC)=(ANnB)U(ANC)

AU(BNC)=(AuB)Nn(AUC)

@ de Morgan azonossagok:
AUB=ANB
- ANB=AUB
o kiilonbség: B
A\B=ANnB
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Feladat
Haromszor feldobunk egy dobdkockat. Legyen A;,i =1,2,3 az az
esemény, hogy az i. dobds hatos. Irjuk fel az alabbi eseményeket az
A; események segitségével!

@ Nem dobunk hatost. =
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Feladat
Haromszor feldobunk egy dobékogkét. Legyen A;,i =1,2,3 az az
esemény, hogy az i. dobds hatos. Irjuk fel az alabbi eseményeket az
A; események segitségével!

o Nem dobunk hatost. = A; N Ay N Az =
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esemény, hogy az i. dobds hatos. Irjuk fel az alabbi eseményeket az
A; események segitségével!

o Nem dobunk hatost. = A; N Ay N A3 = A; U Ay U As.

@ Az els6 dobds hatos, és a masodik nem hatos. =

BJM Valészinliségszamitds




Feladat
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esemény, hogy az i. dobds hatos. Irjuk fel az alabbi eseményeket az
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Feladat
Haromszor feldobunk egy dobdkockat. Legyen A;,i =1,2,3 az az
esemény, hogy az i. dobds hatos. Irjuk fel az alabbi eseményeket az
A; események segitségével!

o Nem dobunk hatost. = A; N Ay N A3 = A; U Ay U As.

o Az elsd dobds hatos, és a masodik nem hatos. = A; N Ay.

@ A hdrom dobds koziil pontosan ketté hatos. =

(AN A2 N As) U (AN A N A3) U (AL N AN Az)
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Eseményalgebra

Egy Q eseménytér bizonyos eseményeibél all6 A rendszert
eseményalgebranak neveziink, ha tartalmazza a biztos eseményt,
és zart a komplementerképzésre és a véges unidképzésre.

Példa

Péld4ul eseményalgebrat alkot Q Ssszes részhalmazénak A := 29
rendszere.

Természetes az a feltevés, hogy egy kisérlettel kapcsolatos
események rendszere eseményalgebrat alkot.
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Eseményalgebra

Egy Q eseménytér bizonyos eseményeibél all6 A rendszert
eseményalgebranak neveziink, ha tartalmazza a biztos eseményt,
és zart a komplementerképzésre és a véges unidképzésre.

Példa

Péld4ul eseményalgebrat alkot Q Ssszes részhalmazénak A := 29
rendszere.

Természetes az a feltevés, hogy egy kisérlettel kapcsolatos
események rendszere eseményalgebrat alkot.

o-algebra
Egy eseményalgebrit o-algebranak neveziink, ha zart a
megszdmlalhatd unidképzésre.
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Gyakorisag, relativ gyakorisag

Ha egy A eseménnyel kapcsolatban n darab véletlen, egymastdl
fuggetlenil lezajlott kisérletet hajtunk végre, akkor A gyakorisaga
az a szam, ahdnyszor A bekovetkezik. Tehat ez egy véletlen

mennyiség, melynek lehetséges értékei 0,1,2,...,n. Jelolése:
kn(A).

Az A esemény relativ gyakorisaga: r,(A) := k"gA). Ez is egy
véletlen szam, melynek lehetséges értékei 0, %, %, .o, L
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Gyakorisag, relativ gyakorisag

Ha egy A eseménnyel kapcsolatban n darab véletlen, egymastdl
fuggetlenil lezajlott kisérletet hajtunk végre, akkor A gyakorisaga
az a szam, ahdnyszor A bekovetkezik. Tehat ez egy véletlen

mennyiség, melynek lehetséges értékei 0,1,2,...,n. Jelolése:
kn(A).

Az A esemény relativ gyakorisaga: r,(A) := k"gA). Ez is egy
véletlen szam, melynek lehetséges értékei 0, %, %, .o, L

Az a tapasztalat, hogy ha n-et noveljiik, azaz minél tobbszor
hajtjuk végre a kisérletet, akkor az A esemény relativ gyakorisdga
egy szam koril ingadozik. Ezt a szdmot fogjuk az A esemény P(A)
valészinliségének nevezni.
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A relativ gyakorisidg tulajdonsagai

o Egy A esemény relativ gyakorisdga mindig 0 és 1 kozé esik.
0<r(A)<1.

@ A biztos esemény relativ gyakorisdga mindig 1. r,(Q) = 1.
@ Ha A és B diszjunkt események, akkor

ra(AU B) = ry(A) + ra(B).
@ Ha Aj, Ay, ... paronként diszjunkt események, akkor

rn(A1UA2U...):rn(A1)+rn(A2)+....
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Valészinliségi mezo
A valdszinliségi mezd egy (2, A, P) hdrmas, ahol
o (2 egy nemiires halmaz, az eseménytér,
e AC2az Q bizonyos részhalmazaibdl allé o-algebra, az
események rendszere,

e P: A —[0,1] olyan leképezés, amelyre teljesiilnek az
alabbiak:

Q P(Q) =1,
© o-additiv, azaz A;, Ay, - - - € A paronként diszjunkt események

esetén
oo oo
P (U A,-) => P(A).
i=1 i=1

Egy A esemény esetén a P(A) szdmot az A valdsziniiségének, a
P: A — [0, 1] leképezést pedig valdsziniiségeloszlasnak vagy
roviden eloszlasnak illetve valésziniiségi mértéknek nevezziik.
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A valészintiség tulajdonsagai

o P(0) = 0. (A o-additivitasbél kovetkezik A; = Ay = - - = {
vélasztassal.)

o Véges additivitds: ha A1, A, ..., A, € A paronként
diszjunktak, akkor

P (U A,-) = Z P(A)).
i=1 i=1

e P(A) =1-P(A). (Igaz, mivel Q = AU A diszjunkt felbont3s,
igy a véges additivitdsbdl kovetkezik.)

e P(A\ B) =P(A) —P(ANB).

e Monotonitds: ha A= B, azaz A C B, akkor P(A) < P(B).
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A valészintiség tovabbi tulajdonsagai

@ Szubadditivitas: Ha Aj, Ay, ... tetszbleges események egy
véges vagy végtelen sorozata, akkor

P(A1UA2U...)SP(Al)—i—P(AQ)—i—....

o Két esemény Osszegének valdszinlisége tetszOleges A, B
események esetén

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B).

@ Harom esemény osszegének valdsziniisége tetszoleges A, B, C
események esetén

P(AUBU C) = P(A) + P(B) + P(C)
—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC).
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A Poincaré (szita)-formula

Tetszbleges A1, A, ..., A, események esetén

n

P(ALUAU---UA,) =) (D) Y~ P(A,N---NA,).

k=1 1<i<-<ik<n

P(AiUAU---UA,) =P(A1))+ -+ P(Ay)
— kettes metszetek valdszinlisége

+ harmas metszetek valdsziniisége

LP(ALN--NA).
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Feladat

Egy tarsasagban az emberek 40 szadzaléka beszél angolul, 35
szazaléka németiil, 30 szazaléka francidul. 15 szdzalék beszél
angolul és németiil, 20 szdzalék angolul és francidul, 20 szazalék
németil és francidul. Végul az emberek 10 szazaléka beszéli
mindhdrom nyelvet. Tekintsuk azt a kisérletet, hogy
véletlenszeriien kivalasztunk egy embert a tarsasaghdl.
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Feladat

Egy tarsasagban az emberek 40 szadzaléka beszél angolul, 35
szazaléka németiil, 30 szazaléka francidul. 15 szdzalék beszél
angolul és németiil, 20 szdzalék angolul és francidul, 20 szazalék
németil és francidul. Végul az emberek 10 szazaléka beszéli
mindhdrom nyelvet. Tekintsuk azt a kisérletet, hogy
véletlenszeriien kivalasztunk egy embert a tarsasaghdl.

A kisérlet lehetséges kimenetelei az emberek a tdrsasdgban, tehdt
az eseménytér maga a tdrsasag.

A = a kivalasztott ember beszél angolul
B = a kivalasztott ember beszél németiil

C = a kivalasztott ember beszél franciaul
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Feladat

Egy tarsasagban az emberek 40 szadzaléka beszél angolul, 35
szazaléka németiil, 30 szazaléka francidul. 15 szdzalék beszél
angolul és németiil, 20 szdzalék angolul és francidul, 20 szazalék
németil és francidul. Végul az emberek 10 szazaléka beszéli
mindhdrom nyelvet. Tekintsuk azt a kisérletet, hogy
véletlenszeriien kivalasztunk egy embert a tarsasaghdl.

A kisérlet lehetséges kimenetelei az emberek a tdrsasdgban, tehdt
az eseménytér maga a tdrsasag.

A = a kivalasztott ember beszél angolul
B = a kivalasztott ember beszél németiil

C = a kivalasztott ember beszél franciaul
P(A)=0,4 P(B)=0,35 P(C)=0,3

BJM Valészinliségszamitds



Feladat

Egy tarsasagban az emberek 40 szadzaléka beszél angolul, 35
szazaléka németiil, 30 szazaléka francidul. 15 szdzalék beszél
angolul és németiil, 20 szdzalék angolul és francidul, 20 szazalék
németil és francidul. Végul az emberek 10 szazaléka beszéli
mindhdrom nyelvet. Tekintsuk azt a kisérletet, hogy
véletlenszeriien kivalasztunk egy embert a tarsasaghdl.

A kisérlet lehetséges kimenetelei az emberek a tdrsasdgban, tehdt
az eseménytér maga a tdrsasag.

A = a kivalasztott ember beszél angolul
B = a kivalasztott ember beszél németiil

C = a kivalasztott ember beszél franciaul
P(A)=0,4 P(B)=0,35 P(C)=0,3 P(ANnB)=0,15
P(ANC)=0,2 P(BNC)=0,2
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Feladat

Egy tarsasagban az emberek 40 szadzaléka beszél angolul, 35
szazaléka németiil, 30 szazaléka francidul. 15 szdzalék beszél
angolul és németiil, 20 szdzalék angolul és francidul, 20 szazalék
németil és francidul. Végul az emberek 10 szazaléka beszéli
mindhdrom nyelvet. Tekintsuk azt a kisérletet, hogy
véletlenszeriien kivalasztunk egy embert a tarsasaghdl.

A kisérlet lehetséges kimenetelei az emberek a tdrsasdgban, tehdt
az eseménytér maga a tdrsasag.

A = a kivalasztott ember beszél angolul
B = a kivalasztott ember beszél németiil

C = a kivalasztott ember beszél franciaul
P(A)=0,4 P(B)=0,35 P(C)=0,3 P(ANnB)=0,15
P(AnC)=0,2 P(BNnC)=0,2 P(ANBNC)=0,1
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Feladat
Hatdrozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy a kivalasztott ember

@ nem beszél angolul.
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Feladat
Hatdrozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy a kivalasztott ember

@ nem beszél angolul.

\‘l
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Feladat
Hatdrozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy a kivalasztott ember

@ nem beszél angolul. P(A) =

\‘l
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Feladat
Hatdrozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy a kivalasztott ember

@ nem beszél angolul. P(A) =
1-P(A)=1-0,4=0,6.

\‘l
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Feladat
Hatdrozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy a kivalasztott ember

@ nem beszél angolul. P(A) =
1-P(A)=1-0,4=0,6.

@ beszél angolul, de francidul nem. ‘
"/
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Feladat
Hatdrozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy a kivalasztott ember

@ nem beszél angolul. P(A) =
1-P(A)=1-0,4=0,6.

@ beszél angolul, de francidul nem.
P(A\ C) = \‘l
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Feladat
Hatdrozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy a kivalasztott ember

@ nem beszél angolul. P(A) =
1-P(A)=1-0,4=0,6.

@ beszél angolul, de francidul nem.
P(A\ C) = P(A) — P(AN C) = Y/
0,4—0,2=0,2.
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Feladat
Hatdrozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy a kivalasztott ember

@ nem beszél angolul. P(A) =
1-P(A)=1-0,4=0,6.

@ beszél angolul, de francidul nem.
P(A\ C) = P(A) — P(AN C) = Y/
0,4—0,2=0,2.

@ pontosan csak angolul beszél.
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Feladat
Hatdrozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy a kivalasztott ember

@ nem beszél angolul. P(A) =
1-P(A)=1-0,4=0,6.

@ beszél angolul, de francidul nem.
P(A\ C) = P(A) — P(AN C) = Y/
0,4—0,2=0,2.

@ pontosan csak angolul beszél. P(A\ (BU ())
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Feladat
Hatdrozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy a kivalasztott ember

@ nem beszél angolul. P(A) =
1-P(A)=1-0,4=0,6.

@ beszél angolul, de francidul nem.
P(A\ C) = P(A) — P(AN C) = Y/
0,4—0,2=0,2.

@ pontosan csak angolul beszél. P(A\ (BU ())
= P(A)—P(AN(BU C)) =
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Feladat
Hatdrozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy a kivalasztott ember

@ nem beszél angolul. P(A) =
1-P(A)=1-0,4=0,6.

@ beszél angolul, de francidul nem.
P(A\ C) = P(A) — P(AN C) = Y/
0,4—0,2=0,2.

Q

@ pontosan csak angolul beszél. P(A\ (BU ())
=P(A)—P(AN(BUC))=PA) —P(ANB)U(ANC))
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Feladat
Hatdrozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy a kivalasztott ember

@ nem beszél angolul. P(A) =
1-P(A)=1-0,4=0,6.

@ beszél angolul, de francidul nem.
P(A\ C) = P(A) — P(AN C) = Y/
0,4—0,2=0,2.

Q

@ pontosan csak angolul beszél. P(A\ (BU ())
=P(A)—P(AN(BUC))= P(A)—P(ANB)U(AN (C))
=P(A)-P(ANB)-P(ANC)+P(ANBNC)
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Feladat
Hatdrozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy a kivalasztott ember

@ nem beszél angolul. P(A) =
1-P(A)=1-0,4=0,6.

@ beszél angolul, de francidul nem.
P(A\ C) = P(A) — P(AN C) = Y/
0,4—0,2=0,2.

Q

@ pontosan csak angolul beszél. P(A\ (BU ())
=P(A)—P(AN(BUC))=PA) —P(ANB)U(ANC))
=P(A)—P(ANB)—-P(ANC)+P(ANBNC)
=0,4—-0,15-0,2+0,1=0,15.
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Feladat
@ D = pontosan egy nyelven beszél.
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Feladat

@ D = pontosan egy nyelven beszél.
P(D) =P(A\(BUC))+P(B\ (AUC))+P(C\ (AUB)).
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Feladat

@ D = pontosan egy nyelven beszél.
P(D) =P(A\(BUC))+P(B\ (AUC))+P(C\ (AUB)).

@ beszél németiil vagy franciaul.
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Feladat

@ D = pontosan egy nyelven beszél.
P(D) =P(A\(BUC))+P(B\ (AUC))+P(C\ (AUB)).

Q

o beszél németiil vagy francidul. P(BU C) =
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Feladat

@ D = pontosan egy nyelven beszél.
P(D) =P(A\(BUC))+P(B\ (AUC))+P(C\ (AUB)).

Q

o beszél németiil vagy francidul. P(BU C) =
P(B)+P(C)-P(BNC)=0,354+0,3—-0,2=0,45.
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Feladat

o egyik nyelven sem beszél.

\‘l

BJM Valészinliségszamitads



Feladat

o egyik nyelven sem beszél.
P(ANBNC) =7

\‘l
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Feladat
o egyik nyelven sem beszél.
P(ANBNC) =7
=P(AUBUC()

\‘l
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Feladat
o egyik nyelven sem beszél.
P(ANBNC) =7
=P(AUBUC()

—1-P(AUBU Q). “’
\
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Feladat
o egyik nyelven sem beszél.
P(ANBNC) =7
=P(AUBUC()

—1-P(AUBU Q). “’
\

P(egyik nyelven sem beszél) = 1 — P(legalabb egy nyelvet beszél).
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Feladat
o egyik nyelven sem beszél.
P(ANBNC) =7
=P(AUBUC()

—1-P(AUBU Q). “’
\

P(egyik nyelven sem beszél) = 1 — P(legalabb egy nyelvet beszél).

P(AUBUC) =P(A)+P(B)+P(C)
—P(ANB)—P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)
=0,44+0,35+0,3-0,15—-0,2—0,2+0,1=0,6.
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Feladat
o egyik nyelven sem beszél.
P(ANBNC) =7
=P(AUBUC()

—1-P(AUBU Q). “’
\

P(egyik nyelven sem beszél) = 1 — P(legalabb egy nyelvet beszél).

P(AUBUC) =P(A)+P(B)+P(C)
—P(ANB)—P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)
=0,4+0,35+0,3-0,15-0,2—-0,2+0,1=0,6.
Tehdt a vdlasz: 1 — 0,6 = 0, 4.

BJM Valészinliségszamitas



Klasszikus valdszinliségi mezdk

Diszkrét valdszinliségi mezok

Azt mondjuk, hogy egy (R, .4, P) valdsziniiségi mezé diszkrét
valésziniiségi mez6, ha Q diszkrét, azaz véges vagy
megszdmlalhatdan végtelen elemszdmu.

Q= {wl,wg,...,w,\/(,...)}

A =22
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Klasszikus valdszinliségi mezdk

Diszkrét valészinliségi mezdk

Azt mondjuk, hogy egy (R, .4, P) valdsziniiségi mezé diszkrét
valésziniiségi mez6, ha Q diszkrét, azaz véges vagy
megszdmlalhatdan végtelen elemszdmu.

Q= {wl,wg,...,w,\,(,...)}

A =22

Tetsz6leges A € A esemény el6dll az

A= | {wi

i(wi€A

diszjunkt felbontas alakjaban, igy

P(A)= > P({wi}):

iwi€A
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Tehat ahhoz, hogy egy tetszbleges esemény valdszinliségét
kiszdmithassuk, elegend6 tudni a kimenetelek valdsziniiségeit:

Eloszlas

A {p1,p2, ...} szdmsorozat eloszlast alkot, ha

pi ‘= P({w,-}), I = 1,2, 65000
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Tehat ahhoz, hogy egy tetszbleges esemény valdszinliségét
kiszdmithassuk, elegend6 tudni a kimenetelek valdsziniiségeit:

Eloszlas

A {p1,p2, ...} szdmsorozat eloszlast alkot, ha

pi ‘= P({w,-}), I = 1,2, 65000

Eloszldsok karakterizacidja

Egy {p1, p2, ...} szdmsorozat akkor és csak akkor eloszlds, ha

© nemnegativ szamokbdl all, p; >0, i=1,2,...,

ZP; = 1.
;

© Osszege 1,
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Tehat ahhoz, hogy egy tetszbleges esemény valdszinliségét
kiszdmithassuk, elegend6 tudni a kimenetelek valdsziniiségeit:

Eloszlas

A {p1,p2, ...} szdmsorozat eloszlast alkot, ha

=P({w}), i=1,2,....

Eloszldsok karakterizacidja

Egy {p1, p2, ...} szdmsorozat akkor és csak akkor eloszlds, ha

© nemnegativ szamokbdl all, p; >0, i=1,2,...,

ZP; = 1.
;

© Osszege 1,

LA —P(U{w )—P Q) =

BJM Valészinliségszamitds



Klasszikus valdszinliségi mez6

Azt mondjuk, hogy egy (R, A, P) valdsziniiségi mez6 klasszikus
valésziniliségi mezo, ha

QO Q véges elemszdmd, azaz Q = {w1,...,wn},

@ minden kimenetelnek azonos a valdszinlisége, azaz

P({n)) =+ = P({wn}) =
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Klasszikus valdszinliségi mezo

Azt mondjuk, hogy egy (R, A, P) valdsziniiségi mez6 klasszikus
valésziniliségi mezo, ha

QO Q véges elemszdmd, azaz Q = {w1,...,wn},

@ minden kimenetelnek azonos a valdszinlisége, azaz

P({wr}) = - =P({wn}) =

Klasszikus képlet

Tetszbleges A esemény valdsziniiségének kiszamitasa klasszikus
valészinliségi mezon:

= > P({wi}) = Z 1= A
iw; €A /w,GA

Vagyis kedvezd kimenetelek szdma

P(A) =

osszes kimenetelek szdma
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Osszeszaml3lasi feladatok
@ Ha n kiilonbozo elem koziil hizunk visszatevés nélkil gy,
hogy a sorrend szdmit, és kihizzuk az Osszes n elemet (vagyis
sorbadllituk n elemet, ezeket permutacioknak nevezziik),
akkor a lehet6ségek szama:

n|:12 ..... n.

@ Ha n kiilonbozé elem koziil k elemet hdzunk visszatevés
nélkiil (k < n) dgy, hogy a sorrend szamit (ezeket ismétlés
nélkiili variaciéknak nevezziik), akkor a lehetéségek szama

n(n—l)...(n—k+1):m.

BJM Valészinliségszamitds



Osszeszamlaldsi feladatok (foyt.)

@ Ha n kiilonbozo6 elem koziil k elemet hizunk visszatevéssel
gy, hogy a sorrend szamit (ezeket ismétléses variaciéknak
nevezziik), akkor a lehetéségek szama

nk.

@ Ha n kiilonbozo6 elem koziil k elemet hizunk visszatevés
nélkiil (k < n) dgy, hogy a sorrend nem szamit (ezeket

ismétlés nélkiili kombinacidknak nevezziik), akkor a
lehet6ségek szdma

n\ n! ~n(n—1)...(n—k+1)
<k> " kl(n— k) k!
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Osszeszamlaldsi feladatok (foyt.)
@ Ha n kulonbozd elem kozul k elemet hizunk visszatevéssel

gy, hogy a sorrend nem szamit (ezeket ismétléses
kombinacidknak nevezziik), akkor a lehetéségek szdma

1)

@ Adva van n kdrtya, amiket szétosztunk k jatékos kozott Ugy,
hogy rendre ni, ny, ... n, kartyat kapjanak, ahol
ny+ ny+---+ ng = n, és az egy jatékoshoz keriilé lapok
sorrendje nem szdmit (ezeket ismétléses permutaciéknak
nevezziik). Ezeknek a lehetéségeknek a szama

n!
n1!n2! c. nk!'
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Feladat

Mennyi annak a valdszinlisége, hogy egy taldlomra vélaszott
hatjegy(i telefonszam jegyei mind kiilonbozéek?
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Feladat

Mennyi annak a valdszinlisége, hogy egy taldlomra vélaszott
hatjegy(i telefonszam jegyei mind kiilonbozéek?

Mivel O-val nem kezdddhet telefonszam igy az osszes lehetdség
szdma: |Q| =9 10°.

BJM Valészinliségszamitds



Feladat

Mennyi annak a valdszinlisége, hogy egy taldlomra vélaszott
hatjegy(i telefonszam jegyei mind kiilonbozéek?

Mivel O-val nem kezdddhet telefonszam igy az osszes lehetdség
szama: |Q| =9 -10°.

A = a telefonszam szdmjegyei kiilonbozéek . A kedvezd esetek
szdma: [A|=9-9-8-7-6-5. Tehat

JAl 998765

P(A) =2 =
(A) Q] 9-10°

= 0,1512.
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Feladat

Egy vendéglo egyik asztaldnal 9 vendég ul, mindenki rendel egy
italt: osszesen 3 korsé sort, 4 pohar vorosbort és 2 pohar fehér
bort. A pincér taldlomra osztja ki az italokat. Mennyi a
valészinlisége, hogy mindenki azt kapja, amit kért?
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Feladat

Egy vendéglo egyik asztaldnal 9 vendég ul, mindenki rendel egy
italt: osszesen 3 korsé sort, 4 pohar vorosbort és 2 pohar fehér
bort. A pincér taldlomra osztja ki az italokat. Mennyi a
valészinlisége, hogy mindenki azt kapja, amit kért?

314120 1
9l 1260

P(mindenki azt kapja, amit kért) = ~ 0,0008.
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Feladat

Egy vendéglo egyik asztaldnal 9 vendég ul, mindenki rendel egy
italt: osszesen 3 korsé sort, 4 pohar vorosbort és 2 pohar fehér
bort. A pincér taldlomra osztja ki az italokat. Mennyi a
valészinlisége, hogy mindenki azt kapja, amit kért?

314121 1

P(mindenki azt kapja, amit kért) = i DR ~

Feladat
Mekkora valdszinliséggel lesz telitaldlatunk az 5-0s lottén?
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Feladat

Egy vendéglo egyik asztaldnal 9 vendég ul, mindenki rendel egy
italt: osszesen 3 korsé sort, 4 pohar vorosbort és 2 pohar fehér
bort. A pincér taldlomra osztja ki az italokat. Mennyi a
valészinlisége, hogy mindenki azt kapja, amit kért?

314121 1

P(mindenki azt kapja, amit kért) = i DR ~

Feladat

Mekkora valdszinliséggel lesz telitaldlatunk az 5-0s lottén?
Q| = (¥) = 43 949 268.

A = telitaldlat, azaz eltaldljuk mind az 5 szdmot.

|Al = 1.

—ﬂ—izz,zs-m—s.

"W T @
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Geometriai valdszinliségi mezdk

Geometriai valdszinliségi mezok
Azt mondjuk, hogy egy (R, .4, P) valdszinliségi mezé geometriai
valésziniiségi mezod, ha rendelkezik az aldbbi tulajdonsidgokkal.
o Az Q) eseménytér egy geometriai alakzat, melynek mértéke:
0 < () < oc.
o Teljesul az egyenletességi hipotézis, azaz az események

valdszinlisége egyenesen ardnyos az események mértékével.
Tehat, minden A C Q eseményre

p(A)  kedvezé hossziisdg/teriilet /térfogat

P(A) = — :
(4) u(2)  Osszes hosszisag/teriilet/térfogat
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Feladat

Egy focilabdat taldlomra nekiriignak egy haznak, amely fala 10 m
hosszi és 5 m magas. A hazon két 2 m x 1,5 m-es ablak van.
Egyenletes eloszlast feltételezve mennyi annak a valdésziniisége,
hogy ablakot talal a labda?
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Feladat

Egy focilabdat taldlomra nekiriignak egy haznak, amely fala 10 m
hosszi és 5 m magas. A hazon két 2 m x 1,5 m-es ablak van.
Egyenletes eloszlast feltételezve mennyi annak a valdésziniisége,
hogy ablakot talal a labda?

A haz fala véges teruletli, valamint egyenletes eloszlast
feltételeziink, tehat teljesiil az egyenletességi hipotézis, igy
geometriai valdszinliségi mezovel dolgozhatunk.
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Feladat

Egy focilabdat taldlomra nekiriignak egy haznak, amely fala 10 m
hosszi és 5 m magas. A hazon két 2 m x 1,5 m-es ablak van.
Egyenletes eloszlast feltételezve mennyi annak a valdésziniisége,
hogy ablakot talal a labda?

A haz fala véges teruletli, valamint egyenletes eloszlast
feltételeziink, tehat teljesiil az egyenletességi hipotézis, igy
geometriai valdszinliségi mezovel dolgozhatunk.

w(Q) =10-5=50m.
A = Valamelyik ablakot talalja el a labda.
w(A)=2-2-1,5=6m>

) =

P(A) = 43 = & =0,12.
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Feladat

Egy r sugari korvonalon megjeloliink egy pontot. Ezutdn a
korlapon taldlomra valasztunk egy masik pontot. Mennyi a
valészinlisége, hogy a két pont tavolsdga nagyobb, mint v/2r?
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Feladat

Egy r sugari korvonalon megjeloliink egy pontot. Ezutdn a
korlapon taldlomra valasztunk egy mdsik pontot. Mennyi a
valdsziniisége, hogy a két pont tavolsdga nagyobb, mint v/2r?

2r




Feladat

Egy r sugari korvonalon megjeloliink egy pontot. Ezutdn a
korlapon taldlomra valasztunk egy mdsik pontot. Mennyi a
valdsziniisége, hogy a két pont tavolsdga nagyobb, mint v/2r?




Feladat

Egy r sugari korvonalon megjeloliink egy pontot. Ezutdn a
korlapon taldlomra valasztunk egy mdsik pontot. Mennyi a
valdsziniisége, hogy a két pont tavolsdga nagyobb, mint v/2r?




Feladat

Egy r sugari korvonalon megjeloliink egy pontot. Ezutdn a
korlapon taldlomra valasztunk egy mdsik pontot. Mennyi a
valdsziniisége, hogy a két pont tavolsdga nagyobb, mint v/2r?




Feladat

Egy r sugari korvonalon megjeloliink egy pontot. Ezutdn a
korlapon taldlomra valasztunk egy mdsik pontot. Mennyi a
valdsziniisége, hogy a két pont tavolsdga nagyobb, mint v/2r?
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Feladat

Egy r sugari korvonalon megjeloliink egy pontot. Ezutdn a
korlapon taldlomra valasztunk egy mdsik pontot. Mennyi a
valdsziniisége, hogy a két pont tavolsdga nagyobb, mint v/2r?

w(Q) = r’x.
w(A) = r’r — rZTW
_(\/>r)2 A (\/;r) 2

p(A)_M:r___

Q) rPr = w

N
= .
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Feltételes valdsziniliség

El6fordulhat, hogy egy véletlen kisérletet véghajtva nem ismerjiik a
kisérlet aktudlis kimenetelét, de rendelkeziink valamilyen
informéacidval ezzel a kimenetellel kapcsolatban, és ezen
hattérinformacié mellett szeretnénk bizonyos események
valdszinliségét meghatarozni.

Példaul Texas Hold'em pdker esetén kiszamolhatd, hogy mekkora
valészinliséggel lesz pdkeriink. Viszont ha kézbe két azonos értékii
lapot tartunk, akkor a pdker valdszinlisége megnd.
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Példa

Szabdlyos dobdkockaval dobunk, és legyen A az az esemény, hogy
paratlan szdmot dobunk. Ekkor P(A) = 1/2. Adjuk meg A
valészinliségét, ha rendelkeziink az aldbbi informdcidkkal.

BJM Valészinliségszamitds



Példa

Szabdlyos dobdkockaval dobunk, és legyen A az az esemény, hogy
paratlan szdmot dobunk. Ekkor P(A) = 1/2. Adjuk meg A
valészinliségét, ha rendelkeziink az aldbbi informdcidkkal.

@ Tudjuk, hogy primszamot dobtunk. Ekkor az 1, 4 ,6
kimenetelek nem kovetkezhettek be, ezért P(A) = 2/3.
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Példa
Szabdlyos dobdkockaval dobunk, és legyen A az az esemény, hogy
paratlan szdmot dobunk. Ekkor P(A) = 1/2. Adjuk meg A
valészinliségét, ha rendelkeziink az aldbbi informdcidkkal.
@ Tudjuk, hogy primszamot dobtunk. Ekkor az 1, 4 ,6
kimenetelek nem kovetkezhettek be, ezért P(A) = 2/3.
@ Tudjuk, hogy 5-nél kisebbet dobtunk. Ekkor az 5 és a 6
kimenetel nem kovetkezhetett be, igy P(A) =2/4 =1/2.
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Példa
Szabdlyos dobdkockaval dobunk, és legyen A az az esemény, hogy
paratlan szdmot dobunk. Ekkor P(A) = 1/2. Adjuk meg A
valészinliségét, ha rendelkeziink az aldbbi informdcidkkal.
@ Tudjuk, hogy primszamot dobtunk. Ekkor az 1, 4 ,6
kimenetelek nem kovetkezhettek be, ezért P(A) = 2/3.
@ Tudjuk, hogy 5-nél kisebbet dobtunk. Ekkor az 5 és a 6
kimenetel nem kovetkezhetett be, igy P(A) =2/4 =1/2.
@ Tudjuk, hogy 3-ast vagy 5-0st dobtunk. Ekkor
P(A) =2/2 =1, ugyanis most a héttérinformdcié maga utan
vonja az a A eseményt.
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Példa
Szabdlyos dobdkockaval dobunk, és legyen A az az esemény, hogy
paratlan szdmot dobunk. Ekkor P(A) = 1/2. Adjuk meg A
valészinliségét, ha rendelkeziink az aldbbi informdcidkkal.
@ Tudjuk, hogy primszamot dobtunk. Ekkor az 1, 4 ,6
kimenetelek nem kovetkezhettek be, ezért P(A) = 2/3.
@ Tudjuk, hogy 5-nél kisebbet dobtunk. Ekkor az 5 és a 6
kimenetel nem kovetkezhetett be, igy P(A) =2/4 =1/2.
@ Tudjuk, hogy 3-ast vagy 5-0st dobtunk. Ekkor
P(A) =2/2 =1, ugyanis most a héttérinformdcié maga utan
vonja az a A eseményt.
@ Tudjuk, hogy péros szdmot dobtunk. Ekkor P(A) =0/3 =0,
ami nem meglepd, hiszen most a hattérinformacié kizarja az A
eseményt.
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Feltételes relativ gyakorisag

Ha n fliggetlen kisérletet végziink, akkor az A esemény feltételes
relativ gyakorisaga azon feltétel mellett, hogy a B esemény
bekovetkezett

kn(AN B) _ (AN B)

ra(A| B) == kn(B) (B)

Tehat a feltételes relativ gyakorisag azt méri, hogy az A esemény
mekkora hanyaddban kovetkezik be azon végrehajtasoknak, amikor
a B is bekovetkezik.
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Feltételes relativ gyakorisag

Ha n fliggetlen kisérletet végziink, akkor az A esemény feltételes
relativ gyakorisaga azon feltétel mellett, hogy a B esemény
bekovetkezett

kn(ANB) rm(ANB)

ra(A| B) == kn(B) = (B)

Tehat a feltételes relativ gyakorisag azt méri, hogy az A esemény
mekkora hanyaddban kovetkezik be azon végrehajtasoknak, amikor
a B is bekovetkezik.

Feltételes valészinliség

Tegylik fel, hogy P(B) > 0. Ekkor az A eseménynek a B
eseményre vett feltételes valosziniisége

P(AN B)

P(AIB) = =55
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P(A|B):

_P(ANB)

P(B)

Az A esemény ,,ardnya a B eseményen belul”

BJM
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Valészinliségszamitas



Példa

A kordbbi dobdkockas feladatban a kérdéses feltételes
valdszintiségek a definicié segitségével is kiszamithatdak:

A = pdratlan szamot dobunk.

@ B = primszamot dobunk

_P(AB) 2/6 4
PAIB) =) =127 6~

@ B = 5-nél kisebbet dobunk

P(A[B) =

P(AB) _2/6 2

P(B) 4/6 4

2

3

1

>

BJM
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A feltételes valdsziniiség tulajdonsagai

A feltételes valdszinliség valdszinliség

Legyen B egy pozitiv valdszintiségli esemény. Ekkor a B eseményre
vett feltételes valdszinliség valdszinliségi mérték.
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A feltételes valdsziniiség tulajdonsagai

A feltételes valdszinliség valdszinliség

Legyen B egy pozitiv valdszintiségli esemény. Ekkor a B eseményre
vett feltételes valdszinliség valdszinliségi mérték.

Ebbdl az kovetkezik, hogy a feltételes valdsziniiségre is teljesiilnek
a valdsziniiségi mértékek kordbban vett azonossagai:

Minden A eseményre 0 < P(A|B) < 1.

A biztos és a lehetelen esemény: P(Q|B) =1, P(0| B) = 0.
Monotonitds: ha A; C Ay, akkor P(A1 | B) leP(Az2| B).

A komplementer esemény: P(A|B) =1 — P(A|B).
Additivitds: ha Aj, Ap, ... kizard események egy véges vagy
végtelen sorozata, akkor

P(A1UA2U...|B):P(A1’B)+P(A2’B)+....

@ Szita-formula
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Lancszabaly

Legyenek Aj, ..., A, olyan események, melyekre
P(A1n---NA,) > 0. Ekkor

P(Al N---N An) = P(Al) P(A2 | Al) P(A3 |A1 N A2) ...
P(An ’ AiN---N An—l)-

V.
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Lancszabaly

Legyenek Aj, ..., A, olyan események, melyekre
P(A1n---NA,) > 0. Ekkor

P(Al N---N An) = P(Al) P(A2 | Al) P(A3 |A1 N Ag) ...
P(An ’ AiN---N An—l)-

Bizonyitas. A feltételes valdsziniliség definicidjaval:

P(Al) P(A2 ‘ Al) P(A3 | A1 N A2) e P(An | AiN---N An—l)

P(Al N A2) P(Al NAN A3) P(Al N---NA,_1 N A,,)
P(A1) P(ALNA) = PAN---NAp)

=P(A1N---NA,.

= P(A1)
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Bayes-formula

Legyen A és B pozitiv valésziniiségli esemény. Ekkor

p(8|A) = "ALBIP(E) 'PL(?Z\;(B)
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Bayes-formula

Legyen A és B pozitiv valésziniiségli esemény. Ekkor

p(8|A) = "ALBIP(E) 'PL?Z\;(B)

Bizonyitas. A ldncszabaly alkalmazasaval:

P(BNA) _ P(A|B)P(B)
A7) R 00
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Bayes-formula
Legyen A és B pozitiv valésziniiségli esemény. Ekkor

P(A|B)P(B)

P(BIA) = —=pra

Bizonyitas. A ldncszabaly alkalmazasaval:
P(BNA) P(A|B)P(B)

P(B|A) = =
B4 ="pa) P(A)
Teljes eseményrendszer
Azt mondjuk, hogy a By, ..., B, események teljes

eseményrendszert alkotnak, ha teljesitik az aldbbi
tulajdonsagokat:

@ paronként diszjunktak,
@ egyiittesen lefedik az eseményteret: By U---U B, =,

@ mindegyik valdszinlisége pozitiv.
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A teljes valdszinliség tétele és a Bayes-tétel

Legyen B, ..., B, egy teljes eseményrendszer, és tekintsiink egy
tetszbleges A eseményt. Ekkor teljesiilnek az alabbi osszefliggések:

o Teljes valdsziniiség tétele:
P(A) = P(A|B1)P(B1) +--- + P(A]| Bs) P(By).
o Bayes-tétel: Ha P(A) > 0, akkor

P(A|B)) P(B;)

PBIA) = S bale)p(B)
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A teljes valdszinliség tétele és a Bayes-tétel

Legyen B, ..., B, egy teljes eseményrendszer, és tekintsiink egy
tetszbleges A eseményt. Ekkor teljesiilnek az alabbi osszefliggések:

o Teljes valdsziniiség tétele:
P(A) = P(A|B1)P(B1) +--- + P(A]| Bs) P(By).
o Bayes-tétel: Ha P(A) > 0, akkor
P(A| ;) P(8)
>i1 P(AIB)P(B)
Bizonyitds. Az additivitds és a lancszabdly alkalmazésaval:

P(A) = P(ANB1)+: - -+P(ANB,) = P(A| B1) P(B1)+- - -+P(A| B,) P(Bn

P(Bj| A) =

A Bayes-formulat és a teljes valdszinliség tételt haszndlva pedig:
P(A[B)P(B;) _ _P(AIB)P(B)
P(A) >_i-1 P(A| Bi) P(B))

P(Bj|A) =
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Feladat

Egy kalapban 5 fehér, 5 piros és 5 zold golyé van. Harom golyét
kivesziink taldlomra visszatevés nélkiil. Mennyi a valdsziniisége,
hogy az elsé golyd piros, a masodik fehér és a harmadik ismét piros
lesz?
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Feladat

Egy kalapban 5 fehér, 5 piros és 5 zold golyé van. Harom golyét
kivesziink taldlomra visszatevés nélkiil. Mennyi a valdsziniisége,
hogy az elsé golyd piros, a masodik fehér és a harmadik ismét piros
lesz?

A1 = Az els6 golyd piros.
Az = A masodik golyd fehér.
A3z = A harmadik golyé piros.
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Feladat

Egy kalapban 5 fehér, 5 piros és 5 zold golyé van. Harom golyét
kivesziink taldlomra visszatevés nélkiil. Mennyi a valdsziniisége,
hogy az elsé golyd piros, a masodik fehér és a harmadik ismét piros
lesz?

A1 = Az els6 golyd piros.
Az = A masodik golyd fehér.
A3z = A harmadik golyé piros.

P(Al NAN A3) =

BJM Valészinliségszamitds



Feladat

Egy kalapban 5 fehér, 5 piros és 5 zold golyé van. Harom golyét
kivesziink taldlomra visszatevés nélkiil. Mennyi a valdsziniisége,
hogy az elsé golyd piros, a masodik fehér és a harmadik ismét piros
lesz?

A1 = Az els6 golyd piros.
Az = A masodik golyd fehér.
A3z = A harmadik golyé piros.

P(Al NAN A3) = P(Al) P(A2 | Al) P(A3 |A1 N Ag)

55 4 10

151413 ~ 273"
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Feladat

Egy csomagoldiizembe négy termel6 szallit almat. A leadott
gylimolcs tizede szarmazik az els6, harom tizede a masodik, és két
otode a harmadik termel6tol. Az egyes termeldk esetén a leadott
mennyiség 40, 50, 20 illetve 100 szdzaléka els6osztalyd.

o Ha véletlenszeriien kivalasztunk egy almat, akkor mennyi a
valdszinlisége annak, hogy az alma els6osztalyi?
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Feladat
Egy csomagoldiizembe négy termel6 szallit almat. A leadott
gylimolcs tizede szarmazik az els6, harom tizede a masodik, és két

otode a harmadik termel6tol. Az egyes termeldk esetén a leadott
mennyiség 40, 50, 20 illetve 100 szdzaléka els6osztalyd.

o Ha véletlenszeriien kivalasztunk egy almat, akkor mennyi a
valdszinlisége annak, hogy az alma els6osztalyi?

A = A kivélasztott alma elséosztilyd.
B; = A kivalasztott alma az i-edik termel6tdl van, i = 1,2, 3, 4.
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Feladat
Egy csomagoldiizembe négy termel6 szallit almat. A leadott
gylimolcs tizede szarmazik az els6, harom tizede a masodik, és két

otode a harmadik termel6tol. Az egyes termeldk esetén a leadott
mennyiség 40, 50, 20 illetve 100 szdzaléka els6osztalyd.

o Ha véletlenszeriien kivalasztunk egy almat, akkor mennyi a
valdszinlisége annak, hogy az alma els6osztalyi?

A = A kivélasztott alma elséosztilyd.
B; = A kivalasztott alma az i-edik termel6tdl van, i = 1,2, 3, 4.

P(B1)=0,1 P(B;)=0,3 P(B3)=0,4 P(B;)=0,2
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Feladat

Egy csomagoldiizembe négy termel6 szallit almat. A leadott
gylimolcs tizede szarmazik az els6, harom tizede a masodik, és két
otode a harmadik termel6tol. Az egyes termeldk esetén a leadott
mennyiség 40, 50, 20 illetve 100 szdzaléka els6osztalyd.

o Ha véletlenszeriien kivalasztunk egy almat, akkor mennyi a
valdszinlisége annak, hogy az alma els6osztalyi?

A = A kivélasztott alma elséosztilyd.
B; = A kivalasztott alma az i-edik termel6tdl van, i = 1,2, 3, 4.

P(B1)=0,1 P(B;)=0,3 P(B3)=0,4 P(B;)=0,2

P(A|B;)=0,4 P(A|B))=0,5 P(A|Bs)=0,2P(A|B)=1
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Feladat

Egy csomagoldiizembe négy termel6 szallit almat. A leadott
gylimolcs tizede szarmazik az els6, harom tizede a masodik, és két
otode a harmadik termel6tol. Az egyes termeldk esetén a leadott
mennyiség 40, 50, 20 illetve 100 szdzaléka els6osztalyd.

o Ha véletlenszeriien kivalasztunk egy almat, akkor mennyi a
valdszinlisége annak, hogy az alma els6osztalyi?

A = A kivélasztott alma elséosztilyd.
B; = A kivalasztott alma az i-edik termel6tdl van, i = 1,2, 3, 4.

P(B1)=0,1 P(B;)=0,3 P(B3)=0,4 P(B;)=0,2

P(A|B;)=0,4 P(A|B))=0,5 P(A|Bs)=0,2P(A|B)=1

P(A) =
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Feladat

Egy csomagoldiizembe négy termel6 szallit almat. A leadott
gylimolcs tizede szarmazik az els6, harom tizede a masodik, és két
otode a harmadik termel6tol. Az egyes termeldk esetén a leadott
mennyiség 40, 50, 20 illetve 100 szdzaléka els6osztalyd.

o Ha véletlenszeriien kivalasztunk egy almat, akkor mennyi a
valdszinlisége annak, hogy az alma els6osztalyi?

A = A kivélasztott alma elséosztilyd.
B; = A kivalasztott alma az i-edik termel6tdl van, i = 1,2, 3, 4.

P(B1)=0,1 P(B;)=0,3 P(B3)=0,4 P(B;)=0,2

P(A|B;)=0,4 P(A|B))=0,5 P(A|Bs)=0,2P(A|B)=1

P(A) = P(A|B1)P(B1) + - + P(A| By) P(By) = 0,47.
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Feladat

o Feltéve, hogy az alma masodosztalyd, mennyi annak a
valészinilisége, hogy a harmadik termel6 szallitotta be?
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Feladat

o Feltéve, hogy az alma masodosztalyd, mennyi annak a
valészinilisége, hogy a harmadik termel6 szallitotta be?

P(B3|A) =
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Feladat

o Feltéve, hogy az alma masodosztalyd, mennyi annak a
valészinilisége, hogy a harmadik termel6 szallitotta be?

P(A|B3)P(Bs) _ (1—P(A[Bs3)) P(Bs)

P(Bs| A) = P(A) 1- P(A)
_0,8-0,4

= 4.
0.53 0,60
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Fuggetlenség

Két esemény fliggetlensége

Legyen A és B két tetszbleges esemény. Azt mondjuk, hogy a két
esemény fiiggetlen egymastdl, ha

P(AN B) = P(A)P(B).
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Fuggetlenség

Két esemény fliggetlensége

Legyen A és B két tetszbleges esemény. Azt mondjuk, hogy a két
esemény fiiggetlen egymastdl, ha

P(AN B) = P(A)P(B).

A fuggetlenséggel ekvivalens tulajdonsagok

Ha A és B pozitiv valdszinliségli események, akkor az aldbbiak
ekvivalensek:

o A és B fuggetlen egymastdl.
e P(A|B) =P(A).
e P(B|A)=P(B).
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Fuggetlenség

Két esemény fliggetlensége

Legyen A és B két tetszbleges esemény. Azt mondjuk, hogy a két
esemény fiiggetlen egymastdl, ha

P(AN B) = P(A)P(B).

A fuggetlenséggel ekvivalens tulajdonsagok

Ha A és B pozitiv valdszinliségli események, akkor az aldbbiak
ekvivalensek:

o A és B fuggetlen egymastdl.
e P(A|B) =P(A).
e P(B|A)=P(B).

Bizonyitas. Ha A és B fliggetlenek. akkor

P(A| B) = P(Ff‘(g)g) - P(é)(ggs) — P(A).
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Ha pedig P(A| B) = P(A), akkor a lancszabdllyal
P(ANn B) = P(A|B)P(B) = P(A) P(B).
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Ha pedig P(A| B) = P(A), akkor a lancszabdllyal
P(ANn B) = P(A|B)P(B) = P(A) P(B).

Példa

Kordbbi példaban lattuk, hogy szabdlyos dobdkockadobds esetén ha
A = pdratlan szdmot dobunk,

B = 5-nél kisebbet dobunk,

akkor 1

P(A|B) = P(4) = .

Tehat a két esemény fliggetlen egymastdl.

BJM Valészinliségszamitds



Ha pedig P(A| B) = P(A), akkor a lancszabdllyal
P(ANn B) = P(A|B)P(B) = P(A) P(B).

Példa

Kordbbi példaban lattuk, hogy szabdlyos dobdkockadobds esetén ha
A = pdratlan szdmot dobunk,

B = 5-nél kisebbet dobunk,

akkor 1

P(A|B) = P(4) = .

Tehat a két esemény fliggetlen egymastdl.
Ugyanezt a definicié segitségével is megkapjuk:
1 4 2

PA)=5 P(B)=z=3%
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Ha pedig P(A| B) = P(A), akkor a lancszabdllyal
P(ANn B) = P(A|B)P(B) = P(A) P(B).

Példa

Kordbbi példaban lattuk, hogy szabdlyos dobdkockadobds esetén ha
A = pdratlan szdmot dobunk,

B = 5-nél kisebbet dobunk,

akkor 1

P(A|B) = P(4) = .

Tehat a két esemény fliggetlen egymastdl.
Ugyanezt a definicié segitségével is megkapjuk:
1 4 2

PA)=5 P(B)=z=3 PAPB)=

N
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Ha pedig P(A| B) = P(A), akkor a lancszabdllyal
P(ANn B) = P(A|B)P(B) = P(A) P(B).

Példa

Kordbbi példaban lattuk, hogy szabdlyos dobdkockadobds esetén ha
A = pdratlan szdmot dobunk,

B = 5-nél kisebbet dobunk,

akkor 1

P(A|B) = P(4) = .

Tehat a két esemény fliggetlen egymastdl.
Ugyanezt a definicié segitségével is megkapjuk:
1 4 2

PA)=5 P(B)=z=3 PAPB)=

Wl N

1
2

P(ANB) = % _ % tehst  P(AN B) = P(A)P(B).
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Tobb esemény fliggetlensége

Legyen Az, Ap, ... eseményeknek egy véges vagy végtelen sorozata.

o Azt mondjuk, hogy az események paronként fiiggetlenek, ha
barmely kettd fluggetlen egymastdl, tehdt tetszlleges A; és A;
kilonbozé eseményeket valasztva

P(A,’ N Aj) = P(A,‘) P(Aj).

e Azt mondjuk, hogy az események (teljesen) fiiggetlenek, ha
kozolik tetszdleges A, ..., A;, kilonbozé eseményeket
kivalasztva

P(A,'1 n---N A,'") = P(A,l) ce P(A,n)
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Kapcsolat a kétfajta fliggetlenség kozott
Ha az A1, Az, ... események teljesen fuggetlenek, akkor paronként

is fliggetlenek.
Az allitds megforditdsa azonban nem igaz, tehat a paronkénti
fuggetlenségbdl nem kovetkezik a teljes fliggetlenség.
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Kapcsolat a kétfajta fiiggetlenség kozott

Ha az A1, Az, ... események teljesen fuggetlenek, akkor paronként
is fliggetlenek.

Az allitds megforditdsa azonban nem igaz, tehat a paronkénti
fuggetlenségbdl nem kovetkezik a teljes fliggetlenség.

Bizonyitas. Ha az események teljesen fliggetlenek, akkor n = 2
mellett kovetkezik a paronkénti fiiggetlenség.
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Kapcsolat a kétfajta fiiggetlenség kozott

Ha az A1, Az, ... események teljesen fuggetlenek, akkor paronként
is fliggetlenek.

Az allitds megforditdsa azonban nem igaz, tehat a paronkénti
fuggetlenségbdl nem kovetkezik a teljes fliggetlenség.

Bizonyitas. Ha az események teljesen fliggetlenek, akkor n = 2
mellett kovetkezik a paronkénti fiiggetlenség.

Ellenpélda, ami cafolja a megforditast:

Feldobunk két szabdlyos pénzérmét, egy 10 és egy 20 forintost.
A = fejet dobunk a 10 forintos érmével,

B = fejet dobunk a 20 forintos érmével,

C = osszesen 1 fejet dobunk.

Megmutathatd, hogy a hdrom esemény paronként fliggetlen.
Viszont teljesen nem fliggetlenek:

P(AN BN C) = 0+ P(A)P(B) P(C) = %
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Diszkrét valdszinliségi valtozdék

Valdszintiségi valtozo

Legyen (€, A, P) valdszinliségi mezd, és £ : Q2 — R fiiggvény.
Ekkor £ egy valdsziniiségi valtozé (vagy véletlen valtozd), ha
tetszéleges x € R esetén {w € Q: {(w) < x} € A.

Tehdt egy valdszinliségi valtozé egy véletlen szam, ami a kisérlet
kimenetelétdl fligg.
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Diszkrét valdszinliségi valtozdék

Valdszintiségi valtozo

Legyen (€, A, P) valdszinliségi mezd, és £ : Q2 — R fiiggvény.
Ekkor £ egy valdsziniiségi valtozé (vagy véletlen valtozd), ha
tetszéleges x € R esetén {w € Q: {(w) < x} € A.

Tehdt egy valdszinliségi valtozé egy véletlen szam, ami a kisérlet
kimenetelétdl fligg.

A definicié miatt a {£ < x}, {£ > x}, {{ =x}, {x1 <& < x}, ...
halmazok események, igy vizsgdlhatjuk ezek valdsziniiségét.
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Diszkrét valdszinliségi valtozdék

Valdszintiségi valtozo

Legyen (€, A, P) valdszinliségi mezd, és £ : Q2 — R fiiggvény.
Ekkor £ egy valdsziniiségi valtozé (vagy véletlen valtozd), ha
tetszéleges x € R esetén {w € Q: {(w) < x} € A.

Tehdt egy valdszinliségi valtozé egy véletlen szam, ami a kisérlet
kimenetelétdl fligg.

A definicié miatt a {{ < x}, {€ > x}, {{ =x}, {x1 <& <x}, ...
halmazok események, igy vizsgdlhatjuk ezek valdsziniiségét.

Példa

Tekintstik a szabalyos kockadobast.
1, haw={1},
2, haw={2},

flw)=9 . . e
; P{¢=1})=P(=1) =35,
6, haw={6}. i=1,2,...,6.
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Diszkrét valdszintiségi valtozd

A & valészinliségi valtozé diszkrét, ha lehetséges értékeinek
halmaza, a {{(w) 1w € Q} = {x1, x2, ... } értékkészlet
megszdmldlhaté szdmossagu.

A £ diszkrét valdsziniiségi valtozd eloszlasa, sulyfiiggvénye a
lehetséges értékek valdszinliségeibdl képzett sorozat:
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Diszkrét valdszinliségi véltozd

A & valészinliségi valtozé diszkrét, ha lehetséges értékeinek
halmaza, a {{(w) 1w € Q} = {x1, x2, ... } értékkészlet
megszdmladlhaté szdmossdgu.

A & diszkrét valdsziniiségi valtozé eloszlasa, sulyfiiggvénye a
lehetséges értékek valdszinliségeibdl képzett sorozat:

Példa

Két dobdkockaval dobva, a dobott szamok Osszegét jelolje &.
Hatarozzuk meg & eloszldsat!
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Diszkrét valdszinliségi véltozd

A & valészinliségi valtozé diszkrét, ha lehetséges értékeinek
halmaza, a {{(w) 1w € Q} = {x1, x2, ... } értékkészlet
megszdmladlhaté szdmossdgu.

A & diszkrét valdsziniiségi valtozé eloszlasa, sulyfiiggvénye a
lehetséges értékek valdszinliségeibdl képzett sorozat:

Példa
Két dobdkockaval dobva, a dobott szamok Osszegét jelolje &.

Hatarozzuk meg & eloszldsat!
Ekkor £ egy diszkrét valdszinliségi valtozo, lehetséges értékei:

€e{23,...12}.
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Diszkrét valdszinliségi véltozd

A & valészinliségi valtozé diszkrét, ha lehetséges értékeinek
halmaza, a {{(w) 1w € Q} = {x1, x2, ... } értékkészlet
megszdmladlhaté szdmossdgu.

A & diszkrét valdsziniiségi valtozé eloszlasa, sulyfiiggvénye a
lehetséges értékek valdszinliségeibdl képzett sorozat:

Példa
Két dobdkockaval dobva, a dobott szamok Osszegét jelolje &.
Hatarozzuk meg & eloszldsat!

Ekkor £ egy diszkrét valdszinliségi valtozo, lehetséges értékei:
€e{23,...12}.

x|2 [3 (4 |5 |6 |7 |8 [9 |10|11 |12

LA TZT3ZTA2E[e (2l Aal32]l
Pi ]l 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36
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Diszkrét valdszinliségi valtozé varhatd értéke

Legyen £ egy diszkrét valdszinliségi valtozd xi, x, ... lehetséges
értékekkel. Ekkor az

E(&) =) xP(¢ =)
P

mennyiséget a ¢ varhato értékének nevezziik, amennyiben ez a
sor abszoldt konvergens, azaz ), |xx| P(€ = xx) < 0.

Példa
Varhatéan mennyi lesz két kockadobds eredményének oOsszege?
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Diszkrét valdszinliségi valtozé varhatd értéke

Legyen £ egy diszkrét valdszinliségi valtozd xi, x, ... lehetséges
értékekkel. Ekkor az

E(&) =) xP(¢ =)
P

mennyiséget a ¢ varhato értékének nevezziik, amennyiben ez a
sor abszoldt konvergens, azaz ), |xx| P(€ = xx) < 0.

Példa

Varhatéan mennyi lesz két kockadobds eredményének oOsszege?
Legyen & = két szabdlyos kockadobds eredményének osszege. Az
el6z6 példaban meghataroztuk £ eloszlasat, igy

12 1

2 1
E(f):ZkP(ﬁ:k):2-£+3-£+---+12-%:7.
k=2
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A vérhaté érték tulajdonsagai

Ha & és n diszkrét valdszinliségi valtozok, és a, b € R, akkor
o E(a¢) = aE(§) (homogenitds),

E( +n) =E(£) +E(n) (additivitas),

E(ag + bn) = aE(¢) + bE(n) (linearitas),

ha & és n fiiggetlenek, akkor E(&n) = E(&) E(n),

ha & <1, akkor E(¢) < E(n) (monotonitas),

ha £ > 0, akkor E(¢) > 0 (pozitivitas),

ha £ > 0 és E(£) =0, akkor P({ =0) =1,

| E(§)] < E(I¢]).

E(1&n]) < VE(£?)E(n?) (Cauchy-Schwartz egyenldtlenség).

® 6 6 6 o6 o6 o o
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Példa
Varhatéan mennyi lesz két kockadobds eredményének Gsszege?
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Példa

Varhatéan mennyi lesz két kockadobds eredményének Gsszege?
Legyen & és n két kockadobdas eredménye. Ekkor
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Példa

Varhatéan mennyi lesz két kockadobds eredményének Gsszege?
Legyen & és n két kockadobdas eredménye. Ekkor

A varhaté érték additivitasat felhasznalva kapjuk, hogy

E(£+77)=E(£)+E(n):g+;:7.
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Valészinliségi valtozok fliggetlensége

A £ és n valdszinliségi valtozdkat akkor nevezziik figgetleneknek,
ha tetszbleges x, y € R esetén

P <x,n<y)=P{E<x)P(n<y).

Diszkrét valdsziniiségi valtozok fliggetlensége

Ha & diszkrét valdszinliségi valtozd xi, x2, ... lehetséges értékekkel
és n diszkrét valdszinliségi valtozd yi, yo, ... lehetséges értékekkel,
akkor & és 1) fiiggetéensége azzal ekvivalens, hogy tetszdleges i, j
esetén

P(=xi,n=y) =P =x)P(n=y)
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Példa
Mennyi két fliggetlen kockadobas eredményének szorzata?
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Példa

Mennyi két fliggetlen kockadobas eredményének szorzata?
Legyen & és n két kockadobds eredménye. Ekkor mivel £ és n
fuggetlen, igy

N~
|

E(&n) = E(¢) E(n) =
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Példa

Mennyi két fliggetlen kockadobas eredményének szorzata?
Legyen & és n két kockadobds eredménye. Ekkor mivel £ és n
fuggetlen, igy

E(&n) = E(¢) E(n) =

N~
|

Valészintiségi valtozo transzformaltjanak varhatd értéke
Legyen g : R — R fliggvény és £ diszkrét valdszinliségi valtozd
X1, X2, ... lehetséges értékekkel. Ekkor

E(g(£) = g(xi) P(§ = xi),
P

amennyiben ez a sor abszolit konvergens.
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Diszkrét valdszinliségi véltozé varianciaja

Egy £ diszrét valdszinliségi valtozé variancidjan, vagy
szOrasnégyzetén a valtozd varhatd értékétdl vett négyzetes
eltérésének vérhatd értékét értjik, azaz

Var(¢) := D*(¢) == E ((¢ — E(£))%).
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Diszkrét valdszinliségi vdltozd variancidja

Egy £ diszrét valdszinliségi valtozé variancidjan, vagy
szOrasnégyzetén a valtozd varhatd értékétdl vett négyzetes
eltérésének vérhatd értékét értjik, azaz

Var(¢) := D*(¢) == E ((¢ — E(£))%).

A variancia kiszamolasa

Var(¢) = E (€226 E(€) +(E(€))?) = E(£%) —2E(§) E(€) +(E(€))?
= E(€%) — (E(¢))*.

A valészintiségi valtozd transzformaltjanak varhatd értékére
vonatkozé tételbél pedig g(x) = x? vélasztassal:

B(€) =Y (x)*P(& = xi).

k

Az E(£2) elnevezése: masodik momentum.
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A variancia tulajdonsagai
Ha & és n diszkrét valdszinliségi valtozdk és a € R, akkor
e Var(¢§) >0,
e ha Var(¢) =0, akkor P(¢ =0) =1,
e Var(¢ + a) = Var(&) (eltoldsinvariancia),
e Var(a¢) = a®Var(¢) (homogenités),
@ ha ¢ és 1) fliggetlenek, akkor Var(§ + n) = Var(§) + Var(n).
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A variancia tulajdonsagai
Ha & és n diszkrét valdszinliségi valtozdk és a € R, akkor
e Var(¢§) >0,
e ha Var(¢) =0, akkor P(¢ =0) =1,
e Var(¢ + a) = Var(&) (eltoldsinvariancia),
e Var(a¢) = a®Var(¢) (homogenités),
e ha & és n fliggetlenek, akkor Var(§ + n) = Var(§) + Var(n).

Széras

Egy & valészinliségi valtozé szérdsa a vdltozé variancidjdnak

négyzetgyoke, azaz
D(§) := v/ Var(&).
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Feladat

Hatdrozzuk meg két fiiggetlen kockadobds maximumanak varhaté
értékét, szorasat.

Legyen £ és 1 két kockadobds eredménye. ¢ := max(&,n).
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Feladat

Hatdrozzuk meg két fiiggetlen kockadobds maximumanak varhaté
értékét, szorasat.

Legyen £ és 1 két kockadobds eredménye. ¢ := max(&,n).
Lehetséges értékek: ¢ € {1,2,3,4,5,6}.
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Feladat

Hatdrozzuk meg két fiiggetlen kockadobds maximumanak varhaté
értékét, szorasat.

Legyen £ és 1 két kockadobds eredménye. ¢ := max(&,n).
Lehetséges értékek: ¢ € {1,2,3,4,5,6}.

Eloszlas: < 1 5 3 x 5 6

T3 EAE T 28 11

Pill 3 |3 | 3 | 3 | 3 | 36
161

E(Q) =) kP(C=k) =2 ~ 4,47,
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Feladat

Hatdrozzuk meg két fiiggetlen kockadobds maximumanak varhaté
értékét, szorasat.
Legyen £ és 1 két kockadobds eredménye. ¢ := max(&,n).

Lehetséges értékek: ¢ € {1,2,3,4,5,6}.
Eloszlas:

36

xi || 1 2 3 4 5 6
L3 A 281D
Pill 3 |3 | 3 | 3 | 3 | 36
6
161
E(C) =) kP((=k) = =g~ 44T
k=1
ZkzP(C =12 2. 11 _ 791

36 36

BJM
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Feladat

Hatdrozzuk meg két fiiggetlen kockadobds maximumanak varhaté
értékét, szorasat.

Legyen £ és 1 két kockadobds eredménye. ¢ := max(&,n).
Lehetséges értékek: ¢ € {1,2,3,4,5,6}.

Eloszlas:
oszlas x L 2134 [5 |6
L35 L2911
Pill 3 |3 | 3 | 3 | 3 | 36
6

E(C) =) kP((=k) = %NLL 47.
k=1

6
1 11 791
2 2 2 2
=Y KP(=k=1 6% =
)Z C=h=1 gt T %= 3%
791 <1m>2_2555

Var(¢) = E(¢?) - E(¢)* = 36 36 1296’
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Feladat

Hatdrozzuk meg két fiiggetlen kockadobds maximumanak varhaté
értékét, szorasat.

Legyen £ és 1 két kockadobds eredménye. ¢ := max(&,n).
Lehetséges értékek: ¢ € {1,2,3,4,5,6}.

Eloszlas: < 1 5 3 x 5 6

T3 EAE T 28 11
Pill 3 |3 | 3 | 3 | 3 | 36

0 161
E(C) =) kP((=k) = =g~ 44T
k=1
6
1 11 791
=2 KPR =k =17 B0 "+62'%:¥’
k=1

791  /161\> 2555
Var(¢) = E(¢?) — E(¢)* = 36 <36> ~ 1206’

2555 /2555
= VVar(Q) =/ 1596 =

~ 1,4.
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Nevezetes diszkrét eloszlasok

Bernoulli-eloszlas
A & diszkrét valdszinliségi valtozé Bernoulli, vagy bindris
eloszldsu véltozé p € (0,1) paraméterrel, ha

PE=1)=p, PE=0)=1-p.

Jelolése: & ~ Bernoulli(p).

E(€)=p,  Var(§) =p(1-p).
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Nevezetes diszkrét eloszlasok

Bernoulli-eloszlas
A & diszkrét valdszinliségi valtozé Bernoulli, vagy bindris
eloszldsu véltozé p € (0,1) paraméterrel, ha

PE=1)=p, PE=0)=1-p.

Jelolése: & ~ Bernoulli(p).

E(€)=p,  Var(§) =p(1-p).

Masképpen fogalmazva Bernoulli-kisérletnek nevezziik azt a
kisérletet, aminek kétféle kimenetele van, sikeres vagy sikertelen, és
a siker valdsziniisége p.
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Binomidlis-eloszlas
A & diszkrét valdsziniiségi valtozé binomialis eloszlasu valtozé
n€ Nés p e (0,1) paraméterekkel, ha

P(€ = k) = <Z>pk(1—p)"k, k=0,1,....n

Jelolése: & ~ Binom(n, p).

E(§) =np,  Var(§) = np(L - p).

BJM Valészinliségszamitds



Binomidlis-eloszlas
A & diszkrét valdsziniiségi valtozé binomialis eloszlasu valtozé
n€ Nés p e (0,1) paraméterekkel, ha

n

P(§=k)= (k>Pk(1—P)"k, k=0,1,...,n.

Jelolése: & ~ Binom(n, p).

E(§) =np,  Var(§) = np(L - p).

Visszatevéses mintavételezés kétféle elemmel: tekintsiink egy
urnat, amiben van piros és kék golyd, a pirosak ardnya p. Ebbdl az
urnabdl hidzzunk ki n golyét visszatevéssel.

Ekkor a kihtzott piros golydk szdma binomidlis eloszlast kovet n és
p paraméterrel.
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Hipergeometrikus-eloszlas
A ¢ diszkrét valdsziniliségi vdltozé hipergeometrikus eloszlasi
valtozé ne N, M e N, Ne N, M < N, n < N paraméterekkel , ha

(I\:)((I;'I’):I’\‘/l), k=0,1,...,n.

Jelolése: & ~ Hipergeom(n, M, N — M).

P(¢ = k) =

BJM Valészinliségszamitds




Hipergeometrikus-eloszlas

A ¢ diszkrét valdsziniliségi vdltozé hipergeometrikus eloszlasi
valtozé ne N, M e N, Ne N, M < N, n < N paraméterekkel , ha

() (k)
()

Jelolése: & ~ Hipergeom(n, M, N — M).

P(& = k) = k=0,1,....n.

Visszatevés nélkiili mintavételelezés: tekintsiink egy urnat, amiben
van M piros és N — M kék golyd. Visszatevés nélkiil hizunk n
golyét.

Ekkor a kihizott piros golyék szdma hipergeometrikus eloszlast
kovet n, N és N — M paraméterekkel.

BJM Valészinliségszamitds



Geometriai-eloszlas
A & diszkrét valdszinliségi valtozé geometriai eloszlasu valtozé
p € (0,1) paraméterrel , ha

PE=k=1-prtp k=12,...

Jelolése: & ~ Geom(p).
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Geometriai-eloszlas

A & diszkrét valdszinliségi valtozé geometriai eloszlasu valtozé
p € (0,1) paraméterrel , ha

PE=k=1-prtp k=12,...

Jelolése: & ~ Geom(p).

1 1-p
E(¢) > Var(¢) 2

Tekintstink egy kisérletet, ahol addig ismétliink egy p paraméterii

Bernoulli-kisérletet, amig sikeres nem lesz.

Ekkor az elvégzett Bernoulli-kisérletek szama geometriai eloszlast

kovet p paraméterrel.
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Poisson-eloszlas
A ¢ diszkrét valdszinliségi véltozé Poisson eloszlasu valtozéd A > 0
paraméterrel , ha
k
AT A

Pe=k=Tg¢7  k=01,....

Jelolése: & ~ Poisson(\).

E(¢) =X,  Var(¢)= A
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Poisson-eloszlas
A ¢ diszkrét valdszinliségi véltozé Poisson eloszlasu valtozéd A > 0
paraméterrel , ha
k
AT A

Pe=k=Tg¢7  k=01,....

Jelolése: & ~ Poisson(\).

E(¢) =X,  Var(¢)= A

A Poisson-eloszlast nem lehet expliciten elGallitani kisérlettel, mint
a kordbbi nevezetes eloszlasokat. A Poisson-eloszlas egy jé
kozelitést ad arra, hogy egy adott idéegységen beliil hany esemény
kovetkezik be. Példaul egy dra alatt hany hullécsillagot 1atunk az
égen, vagy hogy egy nap alatt hany telefonhivas fut be egy
telefonkozpontba.
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Feladat

Egy csavargyarban naponta 100000 csavart gyartanak le, és
mindegyik csavar egymdstél fiiggetlenil 1% eséllyel lesz hibas.

© Viarhatdan hany csavar lesz hibas egy adott napon?
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Feladat
Egy csavargyarban naponta 100000 csavart gyartanak le, és
mindegyik csavar egymdstél fiiggetlenil 1% eséllyel lesz hibas.
© Viarhatdan hany csavar lesz hibas egy adott napon?
Legyen & = a hibds csavarok szdma.
Lehetséges értékek:
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Feladat

Egy csavargyarban naponta 100000 csavart gyartanak le, és

mindegyik csavar egymdstél fiiggetlenil 1% eséllyel lesz hibas.
© Viarhatdan hany csavar lesz hibas egy adott napon?

Legyen & = a hibds csavarok szdma.
Lehetséges értékek: & € {0,1,...,100000}.
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Feladat
Egy csavargyarban naponta 100000 csavart gyartanak le, és
mindegyik csavar egymdstél fiiggetlenil 1% eséllyel lesz hibas.
© Viarhatdan hany csavar lesz hibas egy adott napon?
Legyen & = a hibds csavarok szdma.
Lehetséges értékek: & € {0,1,...,100000}.
¢ ~ Binom(100000, 0,01).

E(¢) = np = 100000 - 0,01 = 1000.
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Feladat

Egy csavargyarban naponta 100000 csavart gyartanak le, és
mindegyik csavar egymdstél fiiggetlenil 1% eséllyel lesz hibas.

© Viarhatdan hany csavar lesz hibas egy adott napon?
Legyen & = a hibds csavarok szdma.
Lehetséges értékek: & € {0,1,...,100000}.
¢ ~ Binom(100000, 0,01).

E(¢) = np = 100000 - 0,01 = 1000.

@ Mennyi annak a valdsziniisége, hogy legaldbb 3 csavar hibas?

BJM Valészinliségszamitds



Feladat

Egy csavargyarban naponta 100000 csavart gyartanak le, és
mindegyik csavar egymdstél fiiggetlenil 1% eséllyel lesz hibas.

© Viarhatdan hany csavar lesz hibas egy adott napon?
Legyen & = a hibds csavarok szdma.
Lehetséges értékek: & € {0,1,...,100000}.
¢ ~ Binom(100000, 0,01).

E(¢) = np = 100000 - 0,01 = 1000.

@ Mennyi annak a valdsziniisége, hogy legaldbb 3 csavar hibas?

P(£=3)=
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Feladat

Egy csavargyarban naponta 100000 csavart gyartanak le, és
mindegyik csavar egymdstél fiiggetlenil 1% eséllyel lesz hibas.

© Viarhatdan hany csavar lesz hibas egy adott napon?
Legyen & = a hibds csavarok szdma.
Lehetséges értékek: & € {0,1,...,100000}.
¢ ~ Binom(100000, 0,01).

E(¢) = np = 100000 - 0,01 = 1000.

@ Mennyi annak a valdsziniisége, hogy legaldbb 3 csavar hibas?

P(§ > 3) = 1-P(¢ < 3) = 1-(P(¢{ = 0)+P(¢ = 1)+P(§ = 2))
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Feladat

Egy csavargyarban naponta 100000 csavart gyartanak le, és
mindegyik csavar egymdstél fiiggetlenil 1% eséllyel lesz hibas.

© Viarhatdan hany csavar lesz hibas egy adott napon?
Legyen & = a hibds csavarok szdma.
Lehetséges értékek: & € {0,1,...,100000}.
¢ ~ Binom(100000, 0,01).

E(¢) = np = 100000 - 0,01 = 1000.

@ Mennyi annak a valdsziniisége, hogy legaldbb 3 csavar hibas?
P(§ > 3) =1-P(¢{ <3) = 1-(P(§ = 0)+P({ = 1)+P(¢ = 2))

1- ((1—p)”+np(1—p)”‘1+ (g) p2(1—p)"‘2> =
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Feladat

Egy csavargyarban naponta 100000 csavart gyartanak le, és
mindegyik csavar egymdstél fiiggetlenil 1% eséllyel lesz hibas.

© Viarhatdan hany csavar lesz hibas egy adott napon?
Legyen & = a hibds csavarok szdma.
Lehetséges értékek: & € {0,1,...,100000}.
¢ ~ Binom(100000, 0,01).

E(¢) = np = 100000 - 0,01 = 1000.

@ Mennyi annak a valdsziniisége, hogy legaldbb 3 csavar hibas?
P(§ > 3) =1-P(¢{ <3) = 1-(P(§ = 0)+P({ = 1)+P(¢ = 2))

1—((1—p)”+np(1—p)”_1+<g) p2(1—p)"_2> =0,99-- -~ 1.
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Feladat

A kupongylijto problémadja. Az egyik sormarka a kovetkez6 akciét
taldlja ki, a Barcelona focicsapat 5 sztarjatékosanak valamelyikét
elrejti minden kupak bels6 oldalan. Aki mind az 5 jatékos nevét
osszegylijti nyer egy jegyet a BL dontére. Varhatdan hany lveg
sort kell elfogyasztanunk (vagy legaldbbis megvenniink), hogy
megnézhessiik a dontét?
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Feladat

A kupongylijto problémadja. Az egyik sormarka a kovetkez6 akciét
taldlja ki, a Barcelona focicsapat 5 sztarjatékosanak valamelyikét
elrejti minden kupak bels6 oldalan. Aki mind az 5 jatékos nevét
osszegylijti nyer egy jegyet a BL dontére. Varhatdan hany lveg
sort kell elfogyasztanunk (vagy legaldbbis megvenniink), hogy
megnézhessiik a dontét?

Legyen & = a sziikséges sorok szama.
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Feladat

A kupongylijto problémadja. Az egyik sormarka a kovetkez6 akciét
taldlja ki, a Barcelona focicsapat 5 sztarjatékosanak valamelyikét
elrejti minden kupak bels6 oldalan. Aki mind az 5 jatékos nevét
osszegylijti nyer egy jegyet a BL dontére. Varhatdan hany lveg
sort kell elfogyasztanunk (vagy legaldbbis megvenniink), hogy
megnézhessiik a dontét?

Legyen & = a sziikséges sorok szama.
=+ +88+4a+6

ahol &; = az i-edik kiilonboz6 kupak megtaldlasdhoz sziikséges
sorok szama.

&s1=1,
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Feladat

A kupongylijto problémadja. Az egyik sormarka a kovetkez6 akciét
taldlja ki, a Barcelona focicsapat 5 sztarjatékosanak valamelyikét
elrejti minden kupak bels6 oldalan. Aki mind az 5 jatékos nevét
osszegylijti nyer egy jegyet a BL dontére. Varhatdan hany lveg
sort kell elfogyasztanunk (vagy legaldbbis megvenniink), hogy
megnézhessiik a dontét?

Legyen & = a sziikséges sorok szama.
=+ +88+4a+6

ahol &; = az i-edik kiilonboz6 kupak megtaldlasdhoz sziikséges
sorok szama.

4
&L =1, &> ~ Geom (5> ,
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Feladat

A kupongylijto problémadja. Az egyik sormarka a kovetkez6 akciét
taldlja ki, a Barcelona focicsapat 5 sztarjatékosanak valamelyikét
elrejti minden kupak bels6 oldalan. Aki mind az 5 jatékos nevét
osszegylijti nyer egy jegyet a BL dontére. Varhatdan hany lveg
sort kell elfogyasztanunk (vagy legaldbbis megvenniink), hogy
megnézhessiik a dontét?

Legyen & = a sziikséges sorok szama.
=G+ +8+4+8

ahol &; = az i-edik kiilonboz6 kupak megtaldlasdhoz sziikséges
sorok szama.

51 = 17 52 ~ Gezom (g) ) 53 ~ Gelom <2> )
&4 ~ Geom <5> , &5 ~ Geom <5> .
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Feladat

A kupongylijto problémadja. Az egyik sormarka a kovetkez6 akciét
taldlja ki, a Barcelona focicsapat 5 sztarjatékosanak valamelyikét
elrejti minden kupak bels6 oldalan. Aki mind az 5 jatékos nevét
osszegylijti nyer egy jegyet a BL dontére. Varhatdan hany lveg
sort kell elfogyasztanunk (vagy legaldbbis megvenniink), hogy
megnézhessiik a dontét?

Legyen & = a sziikséges sorok szama.

§=+6+8E+HE&+E

ahol &; = az i-edik kiilonboz6 kupak megtaldlasdhoz sziikséges
sorok szama.

51 = 17 52 ~ Gezom (g) ) 53 ~ Gelom <2> )
&4 ~ Geom <5> , &5 ~ Geom <5> .

E(§) = E(§1+: - +85) = E(&1)+ - +E(&s) = 1+§+§+g+5 =11, 42.
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Feltétles varhato érték

Legyen A egy pozitiv valészinliségli esemény.

Feltétles eloszlas

Legyen X egy diszkrét valdsziniiségi valtozé. X feltételes
eloszlasa az A eseményre vonatkozéan

P(X = k| A).

Feltételes varhatd érték

E(X | A) =
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Feltétles varhato érték

Legyen A egy pozitiv valészinliségli esemény.

Feltétles eloszlas

Legyen X egy diszkrét valdsziniiségi valtozé. X feltételes
eloszlasa az A eseményre vonatkozéan

P(X = k| A).

Feltételes varhatd érték

E(X | A) := ZkP = k| A).
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Teljes varhaté érték tétel

Legyen Az, Ag, ... teljes eseményrendszer. Ekkor

E(X) =
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Teljes varhaté érték tétel

Legyen Az, Ag, ... teljes eseményrendszer. Ekkor

E(X) = Y E(X|Ax) P(Ax).
k

Feladat

Dobjunk fel egy kockat és utdna annyi érmét, amilyen szam a
kockan adddott! Annyi forintot nyeriink, ahany fejet dobunk az
érmékkel. Varhatéan mennyi lesz a nyereményiink?
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Eloszlasfliggvény

Eloszlasfiiggvény

Legyen & egy valdsziniiségi valtozé. Ekkor az F¢ : R — [0, 1],
Fe(x) :==P(§ < x)

fuggvényt a ¢ eloszlasfiiggvényének nevezziik.

Az eloszlasfliggvény jellemzése

Egy F : R — [0, 1] fliggvény akkor és csak akkor lehet
eloszlasfliggvénye valamely £ : Q — R valdsziniiségi valtozénak, ha

@ F monoton novekvo,
@ F jobbrdl folytonos,

) lim F(x)=0, lim F(x) = 1.

X—>—00 X—00
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Mire lehet hasznalni az eloszlasfliggvényt?

o Az eloszlasfiiggvény karakterizdlja az eloszlast, azaz ha két
valtozénak megegyezik az eloszlasfliggvénye, akkor a két
véltozé eloszldsa ugyanaz.
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Mire lehet hasznalni az eloszlasfliggvényt?

o Az eloszlasfiiggvény karakterizdlja az eloszlast, azaz ha két
valtozénak megegyezik az eloszlasfliggvénye, akkor a két
véltozé eloszldsa ugyanaz.

o Tetszlleges ¢ € R esetén
P <c)= Fe(c) =limFe(x),  P(€ < c) = lim Fe(x)
xlc xTc
azaz a P(§ = c) az F¢ ugrasa a c helyen, igy

P(§ = c) = Fe(c) — lim Fe(x)

xTc
Tetszlleges a, b € R, a < b esetén

P(a < & < b) = Fe(b) — Fe(a).
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Feladat

Legyen £ egy véletlenszeriien vélasztott szdm a [0, 6]
intervallumon. Adjuk meg a £ eloszlasfliggvényét!
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Feladat

Legyen £ egy véletlenszeriien vélasztott szdm a [0, 6]
intervallumon. Adjuk meg a £ eloszlasfliggvényét!

A feladat szerint tehat £ lehetséges értékei: & € [0, 6].
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Feladat
Legyen £ egy véletlenszeriien vélasztott szdm a [0, 6]
intervallumon. Adjuk meg a £ eloszlasfliggvényét!

A feladat szerint tehat £ lehetséges értékei: & € [0, 6].
lgy F(x) =P({ <x)=0,hax<0,és F(x)=1, hax>6.
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Feladat

Legyen £ egy véletlenszeriien vélasztott szdm a [0, 6]
intervallumon. Adjuk meg a £ eloszlasfliggvényét!

A feladat szerint tehat £ lehetséges értékei: & € [0, 6].
lgy F(x) =P({ <x)=0,hax<0,és F(x)=1, hax>6.
Tehat a tovabbiakban legyen x € [0, 6] rogzitett.

0 6




Feladat

Legyen £ egy véletlenszeriien vélasztott szdm a [0, 6]
intervallumon. Adjuk meg a £ eloszlasfliggvényét!

A feladat szerint tehat £ lehetséges értékei: & € [0, 6].
lgy F(x) =P({ <x)=0,hax<0,és F(x)=1, hax>6.
Tehat a tovabbiakban legyen x € [0, 6] rogzitett.

0 2 6




Feladat

Legyen £ egy véletlenszeriien vélasztott szdm a [0, 6]
intervallumon. Adjuk meg a £ eloszlasfliggvényét!

A feladat szerint tehat £ lehetséges értékei: & € [0, 6].
lgy F(x) =P({ <x)=0,hax<0,és F(x)=1, hax>6.
Tehat a tovabbiakban legyen x € [0, 6] rogzitett.

0 kedvezo tertlet X 6
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Feladat

Legyen £ egy véletlenszeriien vélasztott szdm a [0, 6]
intervallumon. Adjuk meg a £ eloszlasfliggvényét!

A feladat szerint tehat £ lehetséges értékei: & € [0, 6].
lgy F(x) =P({ <x)=0,hax<0,és F(x)=1, hax>6.
Tehat a tovabbiakban legyen x € [0, 6] rogzitett.

0 kedvezo tertlet X 6

Fi)=PE<x)=7.
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Feladat

Legyen £ egy véletlenszeriien vélasztott szdm a [0, 6]
intervallumon. Adjuk meg a £ eloszlasfliggvényét!

A feladat szerint tehat £ lehetséges értékei: & € [0, 6].

igy F(x) =P(6 <x)=0,hax<0,és F(x)=1, ha x > 6.
Tehat a tovabbiakban legyen x € [0, 6] rogzitett.

0 kedvezo tertlet X 6

F()=PE<x) ==
Tehat
0, hax<0,
F(x) = %, ha0<x<6,
1, hax>6.
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Folytonos valdsziniiségi valtozdk

Folytonos valdésziniiségi valtozdk
Ha & egy valdsziniiségi valtozo, és létezik olyan fz : R — [0, 00)
fiiggvény, melyre

F,S(x):/x f(t)dt, xeR

akkor az f¢ fliggvényt a ¢ siiriiségfiiggvényének nevezziik, és azt
mondjuk, hogy a £ valtozé (abszolit) folytonos valdsziniiségi
valtozé.
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Folytonos valdsziniiségi valtozdk

Folytonos valdésziniiségi valtozdk
Ha & egy valdsziniiségi valtozo, és létezik olyan fz : R — [0, 00)
fiiggvény, melyre

X
Fe(x) = / f(t)dt, xeR

—00
akkor az f¢ fliggvényt a ¢ siiriiségfiiggvényének nevezziik, és azt
mondjuk, hogy a £ valtozé (abszolit) folytonos valdsziniiségi
valtozo.

A siriségfliiggvény jellemzése

Egy f : R — [0, 00) fliggvény akkor és csak akkor lehet
stirliségfliggvénye egy valdszinliségi véiltozénak, ha

/Oo F(E)dt = 1.

—00
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Mire lehet hasznalni a siiriiségfliggvényt?

o A siirliségfiiggvény karakterizalja az eloszlast, azaz ha két
valtozénak megegyezik a siirliségfliggvénye, akkor a két
valtozd eloszldsa ugyanaz*.
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Mire lehet hasznalni a siiriiségfliggvényt?

o A siirliségfiiggvény karakterizalja az eloszlast, azaz ha két
valtozénak megegyezik a siirliségfliggvénye, akkor a két
valtozd eloszldsa ugyanaz*.

o Tetszlleges a,b € R, a < b esetén

b
P(a <& < b)= Fe(b) — Fe(a) = / f(t)dt.
Ebbdl kovetkezik, hogy tetszileges ¢ € R esetén

P(¢ =c) =0.
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Mire lehet hasznalni a siiriiségfliggvényt?

o A siirliségfiiggvény karakterizalja az eloszlast, azaz ha két
valtozénak megegyezik a siirliségfliggvénye, akkor a két
valtozd eloszldsa ugyanaz*.

o Tetszlleges a,b € R, a < b esetén

b
P(a <& < b)= Fe(b) — Fe(a) = / f(t)dt.
Ebbdl kovetkezik, hogy tetszileges ¢ € R esetén

P(¢ =c) =0.

e Ha az f; siiriiségfiiggvény folytonos az x € R pontban, akkor

Fe(x) = fe(x)-

BJM Valészinliségszamitds



Folytonos valdésziniiségi valtozé varhaté értéke

Legyen £ egy folytonos valdszinliségi valtozé, melynek
siirliségfiiggvénye fe. Ekkor az

E(¢) := /_OO x fe(x)dx

mennyiséget a £ varhatd értékének nevezziik, amennyiben ez az
improprius integral abszolit konvergens, azaz [*°_|x|fe(x)dx < oo.
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Folytonos valdésziniiségi valtozé varhaté értéke

Legyen £ egy folytonos valdszinliségi valtozé, melynek
siirliségfiiggvénye fe. Ekkor az

E(¢) := /_OO x fe(x)dx

mennyiséget a £ varhatd értékének nevezziik, amennyiben ez az
improprius integral abszolit konvergens, azaz [*°_|x|fe(x)dx < oo.

Folytonos valdszinliségi valtozé transzformaltjanak varhato értéke

Legyen g : R — R. Ha £ egy folytonos valdsziniiségi valtozd,
melynek siirliségfliggvénye f¢, akkor

Ble(©) = [ &(x) flxax

—00

amennyiben ez az improprius integral abszolit konvergens.
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A viérhaté érték diszkrét valdszinliségi valtozéknal felirt
tulajdonsagai a folytonos esetben is igazak.
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A viérhaté érték diszkrét valdszinliségi valtozéknal felirt
tulajdonsagai a folytonos esetben is igazak.

Folytonos valdsziniiségi valtozé variancidjat ugyanigy lehet
definidlni, és szamolni, mint a diszkrét esetben, azaz

Var(¢) := D?(¢) == E ((¢ — E(€))?),
Var(€) = E(€2) — (E(¢))%.
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Feladat
Siriségfliggvények-e a kovetkezo fiiggvények? Ha nem, akkor
milyen véltoztatdssal lennének azok?

272X, x>0,
of(x)—{()’ X <0,
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Feladat
Siriségfliggvények-e a kovetkezo fiiggvények? Ha nem, akkor
milyen véltoztatdssal lennének azok?

272X, x>0,
of(x)—{()’ X <0,

Ahhoz, hogy valamilyen valtozé siirliségfiiggvénye lehessen, két
feltételnek kell teljestilnie:

@ f(x) >0, tetszbleges x € R esetén,
(2 ffooo f(x)dx = 1.
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Feladat
Siriségfliggvények-e a kovetkezo fiiggvények? Ha nem, akkor
milyen véltoztatdssal lennének azok?

272X, x>0,
of(x)—{()’ X <0,

Ahhoz, hogy valamilyen valtozé siirliségfiiggvénye lehessen, két
feltételnek kell teljestilnie:
@ f(x) >0, tetszdleges x € R esetén,
o0
Q [ f(x)dx=1.
Az elsé feltétel teljesiil, hiszen e= > 0 minden x esetén.
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Feladat
Siriségfliggvények-e a kovetkezo fiiggvények? Ha nem, akkor
milyen véltoztatdssal lennének azok?

272X, x>0,
of(x)—{()’ X <0,

Ahhoz, hogy valamilyen valtozé siirliségfiiggvénye lehessen, két
feltételnek kell teljestilnie:
@ f(x) >0, tetszdleges x € R esetén,
o0
Q [ f(x)dx=1.
Az elsé feltétel teljesiil, hiszen e= > 0 minden x esetén.

o0
/ 2e Xdx =
0
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Feladat
Siriségfliggvények-e a kovetkezo fiiggvények? Ha nem, akkor
milyen véltoztatdssal lennének azok?

272X, x>0,
of(x)—{()’ X <0,

Ahhoz, hogy valamilyen valtozé siirliségfiiggvénye lehessen, két
feltételnek kell teljestilnie:
@ f(x) >0, tetszdleges x € R esetén,
o0
Q [ f(x)dx=1.
Az elsé feltétel teljesiil, hiszen e= > 0 minden x esetén.

o0
/0 2e Xdx = [_efzx]zozo =
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Feladat
Siriségfliggvények-e a kovetkezo fiiggvények? Ha nem, akkor
milyen véltoztatdssal lennének azok?

o x>0
f' = ) )
2 g { 0, x <0,
Ahhoz, hogy valamilyen valtozé siirliségfiiggvénye lehessen, két
feltételnek kell teljestilnie:

@ f(x) >0, tetszbleges x € R esetén,
o0
Q [ f(x)dx=1.
Az elsé feltétel teljesiil, hiszen e= > 0 minden x esetén.

/OOO 2 dx = [—e 2|0 = < lim —e—2% _ (_1)) L

X—00
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Feladat

S b= sin x, 0 < x < 2,
)= o, kiilonben.
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Feladat
sin x, 0 < x < 2m,
0 ey _{ 0, kiilénben.

1

2T

Ez nem siirliségfliiggvény, hiszen sinx < 0, ha 7 < x < 2.




Feladat

- ) = sin x, 0 < x < 2m,
10, kiilonben.

1

2T

Ez nem siirliségfliiggvény, hiszen sinx < 0, ha 7 < x < 2.
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Feladat

- ) = sin x, 0 < x < 2m,
10, kiilonben.

1

2T

Ez nem siirliségfliiggvény, hiszen sinx < 0, ha 7 < x < 2.

s
/ sin xdx =
0

BJM Valészinliségszamitds




Feladat

sin x, 0 < x < 2,
0, kiilonben.

2n

Ez nem siirliségfiiggvény, hiszen sinx < 0, ha 7 < x < 27.

/Owsinxdx =[- cos(x)];r:0 =(—cosm—(—cos0))=1+1=2
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Feladat

- ) = sin x, 0 < x < 2m,
10, kiilonben.

1

2n

Ez nem siirliségfliiggvény, hiszen sinx < 0, ha 7 < x < 2.

/Owsinxdx =[- cos(x)];r:0 =(—cosm—(—cos0))=1+1=2
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Feladat
Tehat az

sin x O<x<m
_ 2 1)
Flx) = { 0, kiilénben,

mar slriségfliiggvény.
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Nevezetes folytonos eloszldsok

Egyenletes eloszlas egy (a, b) intervallumon

Ha egy (a, b) intervallumon vélasztunk véletlenszeriien egy &
pontot Ugy, hogy egy | C (a, b) részintervallumba esés
valdszintisége az illeto részintervallum hosszaval aranyos, akkor &
eloszlasfliggvénye

0, ha x < a,
F(x)=14 7=3, haa<x<hb,
1, ha x > b.

Ekkor a £ valdszinliségi valtozét egyenletes eloszlastinak
nevezziik az (a, b) intervallumon. Jeldlés: ¢ ~ Egyenletes(a, b).
Tovabba siirliségfiiggvénye

L haa<x<b
_ b—a>’ 9
)= { 0,  kiilsnben.
_a+b _ (b—a)?
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Exponenciilis eloszlas

Legyen A > 0. Ha a £ eloszlasfiiggvénye

1—e™, hax>0,
g _{ 0, kiilonben,

akkor a £ valdsziniiségi valtozét exponencialis eloszlasunak

nevezziik A\ paraméterrel. Jelolés: & ~ Exp(\). Tovébba
striiségfliggvénye

Ae ™™ ha x>0,
9= { 0, kiilsnben.
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Feladat

Egy miszaki berendezés élettartama exponencialis eloszldst kovet 1
év varhatd értékkel.

@ Mekkora valésziniiséggel bir ki egy (j berendezés 1 évet?
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Feladat
Egy miszaki berendezés élettartama exponencialis eloszldst kovet 1
év varhatd értékkel.

@ Mekkora valésziniiséggel bir ki egy (j berendezés 1 évet?

Jelolje € egy ilyen miiszaki berendezés élettartamat. Tehat
¢ ~ Exp(1), mivel E(§) = + = 1.

BJM Valészinliségszamitds




Feladat
Egy miszaki berendezés élettartama exponencialis eloszldst kovet 1
év varhatd értékkel.

@ Mekkora valésziniiséggel bir ki egy (j berendezés 1 évet?

Jelolje € egy ilyen miiszaki berendezés élettartamat. Tehat
¢ ~ Exp(1), mivel E(§) = + = 1.

P=1)=
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Feladat
Egy miszaki berendezés élettartama exponencialis eloszldst kovet 1
év varhatd értékkel.

@ Mekkora valésziniiséggel bir ki egy (j berendezés 1 évet?

Jelolje € egy ilyen miiszaki berendezés élettartamat. Tehat
¢ ~ Exp(1), mivel E(§) = + = 1.

P=21)=1-P((<1)=
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Feladat
Egy miszaki berendezés élettartama exponencialis eloszldst kovet 1
év varhatd értékkel.

@ Mekkora valésziniiséggel bir ki egy (j berendezés 1 évet?

Jelolje € egy ilyen miiszaki berendezés élettartamat. Tehat
¢ ~ Exp(1), mivel E(§) = + = 1.

PE>1)=1-PE¢<1)=1-F(1)=1—(1-e ') =
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Feladat

o Mekkora valdszinliséggel bir ki egy berendezés tovabbi egy
évet, ha mar 100 éve iizemel?
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Feladat

o Mekkora valdszinliséggel bir ki egy berendezés tovabbi egy
évet, ha mar 100 éve iizemel?

P(§ >101|¢ > 100) =
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Feladat

o Mekkora valdszinliséggel bir ki egy berendezés tovabbi egy
évet, ha mar 100 éve iizemel?

P(¢ > 101]& > 100) = P(¢ i(zoi, foi)mo) _
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Feladat

o Mekkora valdszinliséggel bir ki egy berendezés tovabbi egy
évet, ha mar 100 éve iizemel?

P(¢ >101,¢ > 100)  P(¢ > 101)
P(¢ > 100) ~ P(£>100)

P(§ >101|¢ > 100) =
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Feladat

o Mekkora valdszinliséggel bir ki egy berendezés tovabbi egy
évet, ha mar 100 éve iizemel?

P(¢ > 101, >100)  P(¢ > 101)

P(¢ > 101]¢ > 100) = P(€>100)  P(¢ > 100)

_1-P(¢<101)
- 1-P(6<100)
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Feladat

o Mekkora valdszinliséggel bir ki egy berendezés tovabbi egy
évet, ha mar 100 éve iizemel?

P(¢ > 101, >100)  P(¢ > 101)

P(¢ > 101]¢ > 100) = P(€>100)  P(¢ > 100)

_1-P(¢<101) 1-F(101)
~ 1-P(£<100) 1-F(100)
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Feladat

o Mekkora valdszinliséggel bir ki egy berendezés tovabbi egy
évet, ha mar 100 éve iizemel?

P(¢ > 101, >100)  P(¢ > 101)

P(¢ >101]¢ > 100) = P(€>100)  P(¢ > 100)

_1-P(¢<101) 1-F(101) 1—(1—e 1100)
~ 1-P(£<100) 1-F(100) 1—(1— e 1100)
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Feladat

o Mekkora valdszinliséggel bir ki egy berendezés tovabbi egy
évet, ha mar 100 éve iizemel?

P(¢ > 101, >100)  P(¢ > 101)

P(¢ >101]¢ > 100) = P(€>100)  P(¢ > 100)

_1-P(¢<101) 1-F(101) 1—(1—e 1100)
~ 1-P(£<100) 1-F(100) 1—(1— e 1100)

e7101 1

T o100 o
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Orakifja tulajdonsag
Azt mondjuk, hogy a £ nemnegativ értékii valdszinliségi valtozd
rendelkezik az orokifju tulajdonsaggal, ha tetszoleges t,s > 0

esetén
PE>t+s|E>t)=P(€>5).
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Orakifja tulajdonsag
Azt mondjuk, hogy a £ nemnegativ értékii valdszinliségi valtozd
rendelkezik az orokifju tulajdonsaggal, ha tetszoleges t,s > 0
esetén

P>t+s|{>t)=P({>5s).

Exponenciélis eloszlas

Egy £ folytonos valdsziniiségi valtozé akkor és csak akkor
exponencialis eloszlasu, ha rendelkezik az orokifji tulajdonsaggal.

BJM Valészinliségszamitds



Normalis eloszlas
Ha a £ valdsziniiségi valtozé slirtiségfiggvénye
1 (><7m)2
f(x) = —=e 22 , xeR

V2mo?

alakd, ahol m € R, o > 0, akkor azt mondjuk, hogy & normalis
eloszlasi valdsziniiségi valtozé m és 0 paraméterekkel. Jelolés:

&€ ~ N(m,a?).

E(&)=m,  Var(€)=o>
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Normalis eloszlas
Ha a £ valdsziniiségi valtozé slirtiségfiggvénye

1 (x=m)?

f(x) = —=e 27 , x €R
V2mo?
alakd, ahol m € R, o > 0, akkor azt mondjuk, hogy & normalis
eloszlasi valdsziniiségi valtozé m és 0 paraméterekkel. Jelolés:

&€ ~ N(m,a?).

E(&)=m,  Var(€)=o>

Standard normadlis eloszlas

Ha m = 0 és 0® = 1, akkor azt mondjuk, hogy a Z ~ N(0,1) egy
standard normalis eloszlasu viltozé.
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A normdlis eloszlas eloszldsfliggvényét nem lehet analitikus
fuggvényekkel felirni, igy explicite nem lehet kiszamolni az értékét
egy tetszbleges helyen.

Standardizilt
Legyen & ~ N(m,o?). Ekkor

_&=m
Z=>—=~N(01)
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A normdlis eloszlas eloszldsfliggvényét nem lehet analitikus
fuggvényekkel felirni, igy explicite nem lehet kiszamolni az értékét
egy tetszbleges helyen.

Standardizilt
Legyen & ~ N(m,o?). Ekkor

_&=m
Z=>—=~N(01)

A standard normalis eloszlasfiiggvény

1 <2
d(x) = / ——e 2dx
Coo V2T

értékei tdblazatokban megtaldlhatdak. A tablazatokban csak
pozitiv x-ekre szerepelnek az értékek, mivel f7 paros fliggvény igy

O(—x) = 1 — (d(x)).
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Feladat

Egy tejgydrban az 1 literes dobozos tej csomagoldsat autémata
toltéberendezés végzi. Az egy-egy dobozba toltott mennyiség nem
determinisztikus, hanem normalis eloszldsu véletlen vdltozd,
melynek varhatd értéke a névleges tartalom és szérasa 10 ml.
Véletlenszeriien valasztunk egy dobozt. Mennyi annak a
valdszinlisége, hogy a doboz tartalma a névleges tartalomtdl
legfeljebb 20 ml-rel tér el?
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Feladat

Egy tejgydrban az 1 literes dobozos tej csomagoldsat autémata
toltéberendezés végzi. Az egy-egy dobozba toltott mennyiség nem
determinisztikus, hanem normalis eloszldsu véletlen vdltozd,
melynek varhatd értéke a névleges tartalom és szérasa 10 ml.
Véletlenszeriien valasztunk egy dobozt. Mennyi annak a
valdszinlisége, hogy a doboz tartalma a névleges tartalomtdl
legfeljebb 20 ml-rel tér el?

Jelolje & egy adott tejesdobozba keriil6 tej mennyiségét ml-ben.
Ekkor tehat £ ~ A/(1000, 100).

P(J¢ — 1000| < 20) = P(980 < ¢ < 1020) =?
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Feladat
¢ ~ N(1000,100).

P(980 < ¢ <1020) =
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Feladat
¢ ~ N(1000,100).

980 — 1000 - & — 1000 - 1020 — 1000
10 - 10 — 10

Pwmggglmmzp(

_ £-1000
Z:=>—— ~N(0,1)
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Feladat
¢ ~ N(1000,100).

980 — 1000 _ £ — 1000 _ 1020 — 1000
< <

P(980 < ¢ < 1020) = P (

10 10 10
¢ — 1000
= — v 1
z 0 N(0,1)

=P(—2< Z<2)=0(2) — d(—2) = d(2) — (1 — &(2))

=2.0(2)—1~2-0,9772 — 1 = 0,9544.
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de-Moivre-Laplace tétel

Legyen & ~ Binom(n, p). Ekkor tetszéleges a, b € R U {+00},
a < b esetén

P<a<§p{lnfp)<b>—>¢(b)—¢(a), n— oo,

ahol ® a standard normadlis eloszldsfliggvény.

BJM Valészinliségszamitds



Feladat

Egy valasztékorzetben 40000 szavazé él. Vdlasztaskor mindenki
elmegy szavazni és % valdszinliséggel valaszt a két jelolt kozul.
Mennyi a valésziniisége, hogy a két jeloltre leadott szavazatok
szama kozott legfeljebb 20 lesz az eltérés?
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Feladat

Egy valasztékorzetben 40000 szavazé él. Vdlasztaskor mindenki
elmegy szavazni és % valdszinliséggel valaszt a két jelolt kozul.
Mennyi a valésziniisége, hogy a két jeloltre leadott szavazatok
szama kozott legfeljebb 20 lesz az eltérés?

Legyen & az elso jeloltre leadott szavazatok szama. Ekkor a
kérdéses valdsziniiség:

P(19990 < ¢ < 20010) =?
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Feladat

Egy valasztékorzetben 40000 szavazé él. Vdlasztaskor mindenki
elmegy szavazni és % valdszinliséggel valaszt a két jelolt kozul.
Mennyi a valésziniisége, hogy a két jeloltre leadott szavazatok
szama kozott legfeljebb 20 lesz az eltérés?

Legyen & az elso jeloltre leadott szavazatok szama. Ekkor a
kérdéses valdsziniiség:

P(19990 < ¢ < 20010) =?

Tudjuk, hogy £ ~ Binom(40000, %) igy a kérdéses val6szinliség
explicite kiszamolhaté.

BJM Valészinliségszamitds



Feladat

Egy valasztékorzetben 40000 szavazé él. Vdlasztaskor mindenki
elmegy szavazni és % valdszinliséggel valaszt a két jelolt kozul.
Mennyi a valésziniisége, hogy a két jeloltre leadott szavazatok
szama kozott legfeljebb 20 lesz az eltérés?

Legyen & az elso jeloltre leadott szavazatok szama. Ekkor a
kérdéses valdsziniiség:

P(19990 < ¢ < 20010) =?

Tudjuk, hogy £ ~ Binom(40000, %) igy a kérdéses val6szinliség
explicite kiszamolhaté.

Viszont a de-Moivre-Laplace tétel segitségével, mivel n = 40000
elég nagynak tekinthetd, egy egyszeriibb szamolassal is j6
kozelitést tudunk adni a keresett valdsziniiségre.
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Feladat
np = 40000 - 3 = 20000, /np(1 — p) = /40000 - 3 - 3 = 100.

P(19990 < ¢ < 20010)

_p 19990 — 20000 < &E—np < 20010 — 20000
- 100 o /np(]_ — p) 100

~ ®(0,1) — (—0,1) =2 d(0,1) —1 =2-0,5398 — 1 = 0, 0796.
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Centralis hatareloszlastétel

Legyenek £1,&), ... teljesen fliggetlen, azonos eloszlasi véletlen
véltozdék, melyeknek véges a masodik momentumuk. Legyen

Shi=&+--+&, neN.

Ekkor tetszbleges a, b € RU {£o0}, a < b esetén

P<a<5n\;alifl:’))<b>—>¢(b)—¢(a), n — co.

IE(Sn) =n E(fl)

Var(S,) = nVar(¢&1), +/Var(S,) = /ny/Var(&).
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Feladat

Egy ATM-bdl egy adott napon 60 ember vesz ki pénzt. A felvett
Osszegek fliggetlenek és azonos eloszlasu véletlen valtozdk

E(£) = 8000 kozos vérhatd értékkel és D(&) = 5000 kozos
szérassal. Mekkora valésziniiséggel lesz elég 500000 Ft az adott

napon?
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Feladat

Egy ATM-bdl egy adott napon 60 ember vesz ki pénzt. A felvett
Osszegek fliggetlenek és azonos eloszlasu véletlen valtozdk

E(£) = 8000 kozos vérhatd értékkel és D(&) = 5000 kozos
szérassal. Mekkora valésziniiséggel lesz elég 500000 Ft az adott
napon?

& = mennyi pénzt vett fel az i-edik ember, i =1,2,...,60.
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Feladat

Egy ATM-bdl egy adott napon 60 ember vesz ki pénzt. A felvett
Osszegek fliggetlenek és azonos eloszlasu véletlen valtozdk

E(£) = 8000 kozos vérhatd értékkel és D(&) = 5000 kozos
szérassal. Mekkora valésziniiséggel lesz elég 500000 Ft az adott
napon?

& = mennyi pénzt vett fel az i-edik ember, i =1,2,...,60.

P(Seo < 500000) =?
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Feladat

Egy ATM-bdl egy adott napon 60 ember vesz ki pénzt. A felvett
Osszegek fliggetlenek és azonos eloszlasu véletlen valtozdk

E(£) = 8000 kozos vérhatd értékkel és D(&) = 5000 kozos
szérassal. Mekkora valésziniiséggel lesz elég 500000 Ft az adott
napon?

& = mennyi pénzt vett fel az i-edik ember, i =1,2,...,60.

P(Seo < 500000) =?

o (20000
~ 7 \38729, 83

B <560 — 608000 _ 500000 — 60 - 8000>
V605000 v/60 - 5000

= ¢(0,5164) = 0, 695.
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Kovariancia, korrelacié

Kovariancia, korrelacié

Legyen & és i két olyan valdsziniiségi valtozd, melyeknek véges a
szérdsa. Ekkor a két valtozé kovarianciaja:

Cov(¢,n) = E (6 — E(€))(n — E(n))).
A két véltozo korrelacidja, illetve korrelacios egyiitthatdja:

_ Cov(&,m)
corr(&,n) = DED()

Ha corr(&,n) = 0, akkor azt mondjuk, hogy a két valtozé
korrelalatlan.
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A kovariancia és korrelacié tulajdonsdgai

Legyen £ és n két olyan valdsziniiségi valtozd, melyeknek véges a
szérésa.

© A kovariancia és a korreldcié szimmetrikus a két valtozdéjaban.

@ Egy vdltozénak az onmagaval vett kovariancidja:

Cov(&,€) = Var(¢).

© A kovariancia az aldbbi formuldval szamolhaté ki
egyszeriibben:

Cov(&,m) = E(&n) — E(§) E(n).

Q A korrelacids egyiitthatd értéke mindig a [—1, 1] intervallumba
esik.

O Két tetszbleges valtozd osszegének variancidja:

Var(¢ 4+ n) = Var(§) + Var(n) + 2 Cov(&, n).
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Korreldlatlansag és fliggetlenség

Ha a & és n valtozdk fliggetlenek, akkor korreldlatlanok is.
Az allitas megforditdsa nem igaz, tehat a korreldlatlansaghbdl
altalaban nem kovetkezik a fuggetlenség.
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Korreldlatlansag és fliggetlenség

Ha a & és n valtozdk fliggetlenek, akkor korreldlatlanok is.
Az allitas megforditdsa nem igaz, tehat a korreldlatlansaghbdl
altalaban nem kovetkezik a fuggetlenség.

Cov(&,m) = E(§n) — E(§) E(n) = E(&) E(n) — E(£) E(n) = 0.
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Példa véletlen valtozékra, amelyek nem fliggetlenek,

viszont korrelalatlanok

Legyen (€2, A, P) a két pénzfeldobast leiré valdsziniiségi mezd.
Vezessiik be a kovetlezd véletlen valtozdkat:

w (fej.fej) | (fej, irds) | (irds, fej) | (irds,irds)
X(w) 1 0 0 1
Y(w) 0 1 1 0

Ekkor X és Y nem fliggetlenek, hiszen
PX=-1,Y=-1)=0+# %: P(X =-1)P(Y =-1).
Viszont
Cov(X,Y)=E(XY)—-E(X)E(Y)=0-0=0,

tehat korreldlatlanok.
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Linearis regresszid

Legyen adott két viltozd, & és 1. Linearis kapcsolatot keresiink
kozottuk, azaz keressiik azokat az a és b szdmokat, amire

n=af+b.
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Linearis regresszid

Legyen adott két viltozd, & és 1. Linearis kapcsolatot keresiink
kozottuk, azaz keressiik azokat az a és b szdmokat, amire

n~af+b.

Pontosabban
n=a+b+te

ahol az € hibatag egy 0 varhaté értéki valdsziniiségi valtozé. A
célunk a és b meghatarozdsa lgy, hogy € szérasa minimalis legyen.
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Linearis regresszid

Legyen adott két viltozd, & és 1. Linearis kapcsolatot keresiink
kozottuk, azaz keressiik azokat az a és b szdmokat, amire

n~af+b.

Pontosabban
n=a+b+te

ahol az € hibatag egy 0 varhaté értéki valdsziniiségi valtozé. A
célunk a és b meghatarozdsa lgy, hogy € szérasa minimalis legyen.
Atrendezéssel: ¢ =n — aé — b, azaz

0=FE(e) =E(n) — aE(¢) — b,  tehdt b=E(n)— aE(é).
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Var(€) = Var(n — a§ — b) = Var(n — af)
= Var(n) + Var(—a&) + 2 Cov(n, —at)

= Var(n) + a* Var(€) — 2a Cov(1,€)

Ez egy masodfoku kifejezés a-ban, tehat derivaldssal, vagy teljes
négyzetté alakitdssal minimalizalhatjuk. Ekkor kapjuk, hogy

_ Cov(&,m) _ D(n)
Var(§)  D(¢)

A hibatag szérasnégyzete pedig

Var(e) = Var(n)(1 — corr?(¢, n)).

corr(&,m).
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A korrelaciés egyutthatd szerepe

Az el6z6ek alapjan tehat a korreldcids egyiitthaté a két valtozé
linedris fliggbségének irdnyat és erdsségét jellemzi, ugyanis:

o

2]

Ha ¢ és 7 fiiggetlen egymastdl, akkor corr(&,n) = 0, tehat

a = 0, azaz nincs linedris kapcsolat a két valtozé kozott.
Minél kozelebb van a korreldciés egyiitthaté a £1-hez, annal
er6sebb a linedris fliggdség, hiszen annal kisebb hibaval lehet
kozottik linedris regresszidt végezni.

Ha corr(&,n) = £1, akkor a hibatag szérasa 0. Ebbdl
kovetkezik, hogy a hibatag 1 valdszintiséggel 0, tehat
n=aé+b.

Ha corr(§,n) > 0, akkor a > 0, tehat a két véltozé kozott
pozitiv iranyl kapcsolat van.

Ha corr(¢,n) < 0, akkor a < 0, tehat a két valtozé kozott
negativ irdnyd kapcsolat van.
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A nagy szdmok torvényei

Markov-egyenlotlenség

Legyen & nemnegativ értékii valdsziniliségi valtozé. Ekkor
tetszbleges € > 0 esetén
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A nagy szdmok torvényei

Markov-egyenlotlenség

Legyen & nemnegativ értékii valdsziniliségi valtozé. Ekkor
tetszbleges € > 0 esetén

Bizonyitas. Ha & diszkrét eloszlasu, akkor legyen a lehetséges
értékeinek halmaza {x1,xo,...}. Ekkor tetszéleges € > 0 esetén

:Zxkp(fzxk)z Z XkP( >6 Z P —Xk
k=1

k: x>e€ k: x,>e€
=eP({ > e).

Ha ¢ abszoldt folytonos eloszlasd valamilyen f; siirliségfiiggvénnyel,
akkor pedig tetszbleges € > 0 esetén

B = [ x 00z [ xfexz e [ Rl =P > o)
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Csebisev-egyenlétlenség

Legyen & tetszbleges valdszinliségi valtozé. Ekkor tetszéleges € > 0

esetén P(l¢ —E(£)] > €) < V36"2(§)‘

BJM Valészinliségszamitds



Csebisev-egyenlétlenség

Legyen & tetszbleges valdszinliségi valtozé. Ekkor tetszéleges € > 0

esetén P(l¢ —E(£)] > €) < V36"2(§)_

Bizonyitds. A Markov-egyenlotlenség alkalmazasdval

B( — B _ Var(€)

€2 €2

PIE-E(€)] > €) = P((6-E(€))* > €)) <
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Bernoulli-féle nagy szamok torvénye
Tekntslink n filiggetlen kisérletet, és egy ezzel kapcsolatos A
eseményt, p := P(A), az A esemény relativ gyakorisdga: r,(A).
Ekkor tetszbleges € > 0 esetén

lim P (|ra(A) — p| >¢€) =0.

n—o00 -

A nagy szamok gyenge torvénye
Legyenek &1,&>, ... fliggetlen, azonos eloszlast véletlen valtozok,
melyeknek véges a mdsodik momentumuk. Ekkor tetszdleges € > 0
esetén
- 1+ +&n
lim P |——
n—oo n

—E(é)‘ > 6> =0.
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Bizonyitas. S, ;=& +...&,. Ekkor

E (%) =120 E&) = E(E)és
Var (32) = Lvar(S,) = 5 00 Var(g,) = 28 A
Csebisev-egyenlotelnséget aIkaImazva kapjuk, hogy tetszOleges
€ > 0 esetén
P< S ’ 6) < Var(s”) Var(§)

n .
— —E > = — 0, amint n — oo.
n ©)] = €2 ne? ’
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A nagy szamok Kolmogorov-féle erés torvénye

Legyenek &1,&», ... fliggetlen, azonos eloszlast véletlen valtozok,
melyeknek létezik a varhaté értékiik. Ekkor

P ( jim L1 T 6 :E(£)> =1

n—o00 n
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Véletlen vektorvaltozdk

Véletlen vektorvaltozék

Legyen (€2, A, P) valésziniiségi mezd, d € N. Ekkor az

X = (X1,...,Xq) : Q = R? d-dimenzids vektor egy véletlen
vektorvaltozé, ha tetszéleges (x1,...,xq) € RY esetén

{w GQZXl(w) SXl,...,Xd(OJ) SXd} e A
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Véletlen vektorvaltozdk

Véletlen vektorvaltozék

Legyen (€2, A, P) valésziniiségi mezd, d € N. Ekkor az

X = (X1,...,Xq) : Q = R? d-dimenzids vektor egy véletlen
vektorvaltozé, ha tetszéleges (x1,...,xq) € RY esetén

{w GQZXl(w) §X17-~-,Xd(0~)) SXd} e A

Varhato érték vektor, kovarianciamatrix
Az X véletlen vektorvaltozé varhato érték vektora:

E(X) = (E(Xl)7 00 c 7E(Xd))7
és kovarianciamatrixa:

C(X) := (Cov(X,-, Xj))d

ij=1
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Diszkrét véletlen vektorvaltozok

Azt mondjuk, hogy az X = (X, ..., Xy) véltozé diszkrét véletlen
vektorvaltozo, ha megszamldlhaté sok értéket vehet fel. Ekkor az

X egyiittes sulyfiiggvénye

p: Zd — [0, 1], Pki,....kqg = P(Xl = kl, 600 ,Xd = kd).
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Diszkrét véletlen vektorvaltozék

Azt mondjuk, hogy az X = (X, ..., Xy) véltozé diszkrét véletlen
vektorvaltozo, ha megszamldlhaté sok értéket vehet fel. Ekkor az
X egyiittes sulyfiiggvénye

p: Zd — [0, 1], Pki,....kqg = P(Xl = kl, 600 ,Xd = kd).

Marginalis eloszlas

Legyen adott X = (X1,...,Xy) diszkrét véletlen vektorvaltozé p
egyiittes sulyfiiggvénnyel. TetszOleges i = 1,...d esetén az X;
véletlen viltozé marginalis eloszlasa

Pk = P(Xi = k) = E , Pky,....ki—1,kkig1,e kg
ki,....,ki—1,kit1,...,kg€ZI~1
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Feladat

Hdzunk 2 lapot egy 32 lapos magyar kartya paklibél. Adjuk meg a
kihtzott dszok illetve a kihtzott piros lapok szamanak egyiittes
sulyfliggvényét, varhatd érték vektorat, kovarianciamatrixat.
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Legyen most az egyszeriiség kedvéért d = 2, és X = (X, Y).

Eloszlasfliggvény

Ekkor az (X, Y) véltozé eloszlasfiiggvénye

F(x,y)=P(X<x,Y<y), (xy)eR2
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Legyen most az egyszeriiség kedvéért d = 2, és X = (X, Y).

Eloszlasfliggvény

Ekkor az (X, Y) véltozé eloszlasfiiggvénye

F(x,y)=P(X<x,Y<y), (xy)eR2

P(X,Y)e (a,b] x (c,d])=P(a< X < bc<Y<d)=

= F(b,d) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c).

BJM Valészinliségszamitds



Folytonos véletlen vektorvéltozdk

Az X = (X, Y) véltozé (abszolut) folytonos, ha Iétezik egy
f =f(s,t),(s,t) € R? fiiggvény, amire

F(X,y):/_xoo/_yOO f(s,t),dtds.

Ekkor azt mondjuk, hogy az f(s,t) az X = (X, Y) vektorvaltozé
egyiittes siiriiségfiiggvénye.

Marginalis slriiségfliggvény
Az X és az Y viltozé marginalis stirtiségfiiggvényei rendre a
kovetkezdk

fx(s) _/Oo f(s,t)dt, fy(t) = /oo f(s, t)ds.

— 00 — 00
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