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A

Halmazelméleti alapfogalmek ég jelolések bevezetése

’Egimggon‘bizonyés dolgoknal, elemeknekAaz Gsszessdégdt Srtjik,
Ha, Valamely h  Jellel jeltlt dolog vagy férgy & I halmaz eleme,
akkor ezt szokdsos médonla h& H képletfel jeloljiik, Ha pedig a
h dolog nem eleme a H halmaznak, akkor.ennek,jele‘ h.% H,

Egy‘halmézt mindig az alkotdé elemek altal adunkvmeg@ Jels1 Sfaiil~

re tohbféle 1ehet65égﬁnk Van, Hé mnédunl: van rd, akkor az elemecket
{ } alalu zéréjgiben.soroijuk fel, Pl. az {1; 2, 3} halmaz ele-
mel az i, 2, 3 =szdmok, A halmazok ndsik igen gyakori jelolési méd;‘
jét élialénoéaz az | | | | ‘
A = {x | m(x) } ’
alakban irjuk, ahol ™T(x) valamilyen tulajdonség_vagy 4llitds, Bzt a
képlgtet o konkrét esetelben a kﬁ#eﬁkezﬁ formdban mond julk: Az A
'-ﬂalmaz aébkaf az X tdrgyakat tartalmazza, amslyekre a 7(x) fulajn
donségvvagy éllifés érvényes, | |

Néhany halmazmiiveletel vezetiink be,

Az A és B halmazok AN B jellel jelslt metszetét, A U B
jellel jelalt‘egqesitését_és 2z A \ B kﬁlﬁnbéégét a kovetkezd kép-

letekkel definidljuk:

ANB := {X l X 6 A ’és x €& B }, i ‘ ,
A‘U B := { Jx€An vazy x € B.} .
j\L\B:Z{i.lXeA és XéB}, B .

Megjegyerzilk még, hogy & := Jelet mindig "definicid szerint egyenls™
. . : | o

drtelemben alkalmazzuk.,



o

Az ilreg halmozon 3zt a halmazt értjilk, amelynek egyetlen oleme
cines, ég jeldldodre o f jelet haszndljuk, Az A Ss B halizokat
digzjunktalkannk mondjuk, ha AN B = #, Az A halmazt a B halmos
részhalmazdnak mondjuk, ba. AN D = A, A részhalmaz jelslésére a G
Jjelet alkalmnzzuk,

Jla. valamely A halmazt olyan hyy 1 €T, (ahol az I halmaz
az U,N. index halmaz) részhalrazokra bontunk, amelyek nem liresek,
paronként diszjunktak valamint egyesitésik lefedi az A halmazt,
2kkor az Ai halmaz rendszerrdl azt mondjuk, hogy osztalyozza az
A alaphalmazt,

Még egy tovdbbi fontos halmazmiiveletet definidlunk, a Descartes

szorzas vagy mas szdéval a direkt szorzds miiveletét, Ennek jeltléadre

a x Jelet haszndljuk,

Az @ & A és b €B elemeket tékintve az (a, b) alaku kife-

jezést rendezett elempdrnak nevezzik, Az a € A elem az u,n, elsd
elem a b pedig a mésodik elem, Ezek utdn az A ¥ B Descartes szor-
zat elemeit az Osszes (a, b) alaku rendezett elempdrok alkotjdk,
#ehét

" A X B := {(a, b) ‘ a €A, b€ B} P
Példaként emlitjitk, hogy mivel a sik bontjait egyértelmien (x, y)
alakﬁ szémbérokkal irhatjuk le, ezért a sik ugy is tekinthetd mint

g valdés szdmegyenesnek onmagdval vett Descartes szorzata,

Most pedig a reldcidelméletbdl tekintiink dt néhdny alapfogalmat,
A H és a G halmaz elemei kozott adott egy ? reldcid, ha

vadotf a HXG egy 9 részhalmaza, Ha az a € H és b € G elemekre



(q, b) é.f telgesul, aPLor azt mondguk, hogy az elemek P reléeiébaﬁ
4llnak egymassal es ennek aelolesere_az ‘a [ Jelet hasznéljuk; Ha
pedlg az "a" nincs 4 reiécidban a b eiemme1;<akker ennek:jele

- ;.r‘ -»4
a f b A E) relac1o. f" 1nvevz relaczoga az .a re1a01o, amelyre az:

a 9 b pontosan dkkor telaesul ha b a ervenyes.
A H halmaz elemei kazatfa_definiélt P reldciébdl azt mondjul,
hdgy |

reflex1v ha mwnden a e " elemre‘ a‘f,a teijeeﬁl

321mmetr1kus ha az . a f b re1a01obol b f a kovetkez1k

.ant{s21mmetr1kus “ha az afPb és b g_a re1a01obol ‘& s.b
o  :>k6Vetkeéik ﬁ |
‘ tfaﬁiitj; 'ha az- a:P'bivée b g c Trelaelokbol a y c ko&etkezik,
itelges, ha barmely két a, b e H elemre a f b vagy b‘f a 4"
” telaesul. » | ) '

.Rende2681 rela01oknak a- reflex1v ‘antlsz1mmetr1kus és tvan21tlv

: re1a01okat nevezzuh Konnyen 10azolhato, hogy egy rende2631 re1a01o 1n~ ‘

verze 1s rendezes, sot egy belges rendezes 1nverze is telaes rendezes. o

A
A re:]erlv, 321mmetwlkus és tfan21t1v Pela01okef ekv1valen01a

felec1oknek nevezzuk I]yen re1a01okkal kesobb gyakran talalkozunk, ’
ezert reszletesen foglalkozunk velukm..' | |
Megmutatguk hovy eby halmaz mlnden osztalyozasahoz termeszetee
' don egy ekV1valen01a re1a01o rendelheto, es fordltva mlnden okv1*
". Valenola re1a01oho7 ng osvtalyozas'tartoz:k, v' ‘ 7 | |
Tloszor feklnusuk egy 4 halmaz valamely H K i e I, oszta1J0~‘

Zésat Let a .b e H elem def1n1c1o sAerlnt f re1a01oban allaon

'ingmassal ha a ket elem egy osztaTJba e31k Konnyen belathatauk, hogy -
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a ¢ relécié'ekvivaiencia relécié, igy minden osztdlyozdsbdl termé-
szetes mdédon ekvivalencia reldcidt szdrmaztathatunk,

Mogt fqrditott esetként tekintdlink a H elemel kdzstt valamely

@ ekvivalencia reldcidt, Minden a § I elemre jeldlje R(a) G H
azt a részhalmazt, amelyik az & elemmel reldcidban 4113 elemeket
tartalmazza, vagyis

R(a) ={xlX€ H és x ()a}.
Megmutatjuk, hogy az R(a), a & H, részhalm zok osztdlyozzdk a H
Valaphalmazt,

A reflexivitds miatt o @ R(a), ezért az R(a) halmazok nem iire-
sek és lefedik az eghz H halmazt, Ezért az osztdlyozds igaZoléséhoz
csak annyit kell bizonyitanunk, hogy bdrmely két R(a) és R(b)
részhalmaz vagy elemenként megegyezik, vag& pedig diszjunktake, Ennek
igazoldsdhoz pe&ig csak annyit kell beldtnunk, hogy ha az R(a) és
,Valéban, ez ufébbi esetbep c ?Aa és ¢ b teljeslil, igy d szim-
metfia miatt a g ¢ és ¢ e b, a trapnzitivitds miatt pédig a f by
vagyis a & R(b) érvényes, De ekkor minden x € R(a) " elemre x g
és a @ b, és igy a trénzitivités miatt i go vagyis x € R(b)
kovetkezik, Ezzel belattuk az R(a) & R(b) tartalmazdst, Hasonldan
adddik az ’(bv) & R(a) | reldcid is, amib8l a bizonyitandé R(a) =

= R(b) azonossdg kivetkezik,

A @ ekvivalencia rglécié R(a), & € H, osztdlyait gkvivalencia

osztdlyoknak, magdt az oszbdlyozdst pedig ekvivalencia osztdlyozdsnak

nevezzﬁk0 A fenti bizonyitdsbdl 14thatd, hogy ez egyes ekvivalencia



osztdlyok pontosan az egymissal ieiéciéban'éilé elemekét tartalmazzdk,
Késbbb . sziikségiink lesz a lekégézés fogalméré'is. Az A halmaznak
& B halmazba vald .(F: A —»B leképezééén oiyan hozzdrendeldst ére- -
tiink, amelyik az A minden x eleméhéz a B halmaz egy és ceak egy
Y(x) elemét rendeli, A B halmaznak ézt a ?D(A) ‘részhalmazét, amely-
nek elemedi a (((x) képelemék 8, if képhalmazénakfhivjﬁk. A t{f leképezés
rdképezés, ha Y (A) = B ér&ényes. Ha pedig a Y kiilénbsz8 elemekhez

kiilonboz8 elemeket rendel, akkor a leképezést kblcsﬁnﬁsen egyértelnii~

nek mondauk. A kolcsono en egyértelmil rakepezeseket blaek016knak, egy

‘halmaz onmagdra képezd blaekoi01t pedig a halmaz ftranszformdcidinak

nevezziik,
Egy halmaz 1egngszerubb transzfonna010Ja az. 1dent1kus 1ekopezes,'
amelynel mlnden elemhez onmagdt rendébuk " Frnek Je]o]esére az Lid

jelet alkalmazzuk.
Egy !(f: A—»B bijekcié qfdz B~pA inver én azt a blaekclot
értjﬁk, amelyik minden y € B elemhez azt az x € A elemet rendell,

amelyre kf(x) =y teljesiil,

Ve7esouk meg be a fugqvenykompoz1c16 vagy Tnﬁpvpnyszor7as fogal-

s

 mét 1s; Ha. ¢ A~»B és A Il~>C ket "leképezés, akkor ennel
| D RTER o |
'séorzaﬁén.azt a lekéfezést &t Jlik, amelyik minden i € A elenhez
a )(f(Y) %(f(x)) g cC 'elemot rende13 A 1ekepeuosok kozott ez &
szorzdsmiivelet as~zoc¢ativ, hiszen a (f: A=pB, Y: I%—$C A cC -}D
leképezések szorzatiban nyil?dnvalé médon eivégezﬁetSk a

X0y ) = M) = (Y )90)

atza%ogeWozesek.




y ’ e -’ I3 ~ , . e ’
Vereselh az oloebra néhiny alopfognle L beintjit A,

A H halnan valamely kUi asds s niivoletén oy st HeT —7

Taloe Yeledpesdon Selting, cmelyik o O k6t a0 S b olemdhiez o
hebeen 0w b 2Tt ondeld,

Aoos o oaivelel koweartoliv, he winden a, L € T olo;mve

Loljersil, ds cugsocinliv, Ty ninden 2, b, ¢ € 1T elann
(v b)sec=u=x(bxc)
Sevénges, Valamely < € U elanct a = ndiveletre nduve ¢pysdielon-

n~l nondunk, ho ndinden a4 € Y elenro

Leljoesiil, Vildgos, hogy valamely & nilvelebnek legfeljebb eny epyn

SH; L

clemo leheb, Uoyanis ba e, ds e, két soyedselen, akkor t—ividlinen
o = Q. ¥ e = O
1 2 1 2

~

411, hiszen azn elad azonossdy igezoldsdhoz az e, elemet 2 ndrodil-

oz pedlyg az ey eleuet kell epysdéyelemnck tokintentink, Bz pedig
pontosan os egydrtelmilzdoet igazolja,
I"ost tesyiilk fel, horsy o % milveletre ndzve létezik uz e  egysé,-
\ _1 3 z » ’. .
elemn, Bkkor valamely h  elemnek h inverzdén olyan elemet cdriiink,
tapelyre
-1 -1 .
Ih = =1 l o= e
- e
drvényes,
. Megmutatjuic, hogy asszociativ miiveletre nézve epgy elemnek leg-
. . z ‘ 2. .“ . ""1 ’ "l ,
feljebb epy inverze létezik, Valdban, ha h ¢s h

1 5 & h ket

inverze, akkor
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-1 ~1

-1 ~1 -1 S PN |
hy ™ = hl,* o =Ny ¥ (W¥h,”) = (¥ h)f I,

?
i

-1
e*h2 = h2
adadik, ami ALlitdsvnkat dgazolio,.

figy halmazt csoportnak neveriink, ha olyan kétvdltozds miivelet

definidlt Denne, amelyik asszoclativ, létezik egysdégeleme és bir-

nely olemdnek 1étenik inverze, Kommitativ csoportokat Abel csoportok-

~

nak nevezziik,

Nyilvéanvald, hogy a valés szémok:lm halmaza az Ssszeadds mii~
veletdre nézve cooportot, st Abél ééoportot alkdt.'ﬁasoﬁléan Abel
osoportoﬂ‘képeznek a nullitdl kiilénbizd valds szdmok aISZQrzés mii-
velebdre néuvoe, Tovébbi'kevésbé trividlis példdt egy tetszbleges hal~.
maz transzfomnéciéi szolgdltqtjék, dmik kﬁzﬁﬁt mﬁvelefként-a leképezds-
ézorzést_tokintjﬂk, Mint ldattuk ez alﬁﬁéelet_asszociativ3 az identilus
lekdépezds nz'egysééélem,vvélﬁmint_az is nyilvénvélé hbgy egy transz-
Tormdeid ﬁlgebrai értelombe vett.inverZé nem més mint a Tiggvénytani

értelemben definidlt inverz, Tehdt egy halmaz transformdcidi a leké-

pezdaszorzisra nézve valdban csoportot alkotnak, smit teljes transifor-

mdcld cgoportnak vagy permutdcid csoportnak is neveziink, Vildgos,

hogy a permutdcid ésoportok éltaléban ﬂem Abel csoportok,

Rogzitslink le a (11, csoportban két a, b €& H  elemet.
IFkkor az | |

a ¥ X nAb'v'ill. X %8 =b
égyenletek az  x diomexetlenre néz&e‘egyértelmﬁen megoldhatdk, mégpedig
a megolddsbknf an | ‘ |
| x=o0txb 1ll., x=bxa

elemek ndjﬁk, Bz ﬁtébbi két egygnletrGl ézt,is mohdjuk, hogj az

eldttiik szerepld egyenletekbdl az a € I - elemmel a‘megfeleIG oldalrdl

e uits-ay -

torténd dtszorzdssal adddtak,
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Végezetlll a részcsoport fopgalmat defnidljuk,

Ma a (M %) csoporthan valamely H® & H rdészhalmazbdl sem a
cgoport milvelet, sem az invertdlds milvelete nem venet ki, akkor a
1’ szintén csoportot alkot a x miveletre nézve, A (M', %)
csoportot a (H, ®) csoport régzcsoportjdnak nevezztik,

Példakdént emlitjilk, hogy az egédsz szdmok az dsgzenddsra nézve
részesoportot alkotnak a valds szdmok kozbtt,

Valamely halmazban a teljes transzformdcld csoport részcsoport-

jait a halmaz transzformdcid csoportjainak nevezik,




1. PRIRZRT
A% RUELIDESZI GEOMETRIA AXTOMATTKUS TARGYATAZARGEL

A geometria a matematika egyik legdsibb dga. Blsd nyoﬁait‘mér az
-‘6si'mezopotémiai ég egyiptomi kulturdkban is mcgtalélhafjuk, de igazi,
mai értelemben vett tudoméhn&é a gordgsk fejlesztefték, Alexandriai
Buklidesz i.e, 300 koriil tizenhérom konyvben gyiijtotte asszé az akkori
geometria Baszes eredményétw‘Elemek cimii munkdja szigoru‘dédukciés té -
gyaldsi médjaval igen nagy hatdssal volt a geometria késébbi fejlddé-
sére, A mult szézadﬁan I*'s Gauss (1777—1855), Bolyai Jénos (1802-1860),
N?I; Lobacasevsaki ] (1792—1856), G.F.,B, Riemann (1826—1866), ’ ‘
J;H,’Poincaré (1854—1912), Pélix Klein (1849—1925) és mdsok nem-etkli-
leszi aebmetfiékkal kapsésolatos vizsgdlatad. sZﬁkségessé tefték a feo-
metria‘alapjainak,felﬁlviisgélatét. ﬁzt a feladatot D, Tilbert (1862~
1943) hajtotta végre szdzadunk elején. Az Altala megalkotott axidma-
rendszerf az ewklideszi geometria'Hilbert—féle'axiéméinak ne&ezik.
Nerm tdrekedhetiink arra, hogy az-euklideézi s a kﬁlbnbaé6 nem-eulli-
/deszi géometriékhak szigoru axiomatilus fe;épitését‘adjuk. Thelyett
itt esak egy rovid felépifési>lehet6séget irunk lc,‘hogy.a geometri@
alapfogalmai tisztdk és érfhetﬁk.legyenek, Céiunk még egy "listan
,élkéézitésevis azokrdl avszemléletes, egyszgrﬁ tényekrdl, amelyek -
habdr nem axidmdik, a tdrgyaldst mégis réjuk_épitjﬁk. Bzek kdziil
tﬁbbef bizonyités nélkiil kdzlﬁnk,'és csalk arra vildgitunk rd, hogy

hogyan épiilnek be egy axiomatikus felépités hierarchidjdba,
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1, § A mik axiomatikus targyaldsardl

Iinden axiomatikusan tdrgyalt elmélet bizonyos alapelemelket,
alapfogalmakat adottnak tételez fel, és definidlatlanul hagy. De
adottnak tekint ezek kﬁzatt az alapelemek kozdtt bizonyos reldcid-
kat is, Egy axiomatikusan kiépitett elméletben aé axiomdk pontosan
azt rogzitik, hogy az alapelemek kozott milyen tulajdonsdggal ren-
délkez6 relécidkat tekintiink. A sik felépitésénél alapelemek a
pontok és az egyenesek, Ezért adottnak tételezlink fel egy Tr halmazt,
amelynek elemeit pontoknak nevezziik, és adottnak tételezﬁnk fel egy
[‘ halmazt, aﬁelynek elmei a.TT bizonyos részhalmazai, és ennek ele~
meit egyeneseknek nevezzik,

o~
Ha & gé& r egyenesre és a P € | pontra D € g teljesiil, akkor
azt monéjuk, hbgy a P pont illeszkedik a g egyenesre, vagy a g
eéyenes illeszkedik 2 P pontra, Ha t6bb pont koz0s egyenesre illesz-

t

‘kedik, akkor a pontokat kollinedrisnak nevezziik,

A CT,I’) rendszér az illeszkedési axiomdkat kieldgiti, ha a
rendszerben igazak a k6v¢tkez6 41litdsok,
Il . Létezik legaldbb két kiilonbdzd egyenes, és bdrmely egyenesre
legaldbb k&t kiilonbsz8 pont illeszkedil, |
I 'Két kiil8nbsz8 pontra egy és csak egy egyenes iileszkedik.
Két égyenés parhuzamosnak mondunk, ha pontonként megegyeznek,
vagy nincs k6z8s pontjuk. A’férhuzamosség jeltlésére a gll, &, jelet
hasznéljuk. A nem.pérhuzaﬁOS egyeneseket‘metsz6knek nevezziik, és jelo-

1ésiikre a gl‘H‘gg jelvlést alkalmazzul,



Bzek utdn a pdrhtizamossdg axidmijdt vezetjik be.

I inden g egyensshez és P ponthoz pontosan egy 7P

kN3

pontra illeszkedd, a g. egyenessel«pérhuzamos egyenes
1éteznik.

Lzekbdl az axidndlkbél kﬁﬁnyen'igazoihaték a két cg&enss KSlest-
nbs,helyzetére vonatkozé tétrl, Tgzerint két egyenes vagy pérhuzamos
- vagy pedig egyetlen pontbah metszik egvmﬁst,

Valébah, ha a_lét eg&enes nom pdrhuzamos, vagyis mo*sAok, akkor
- csak oy ponfban metszhetik egvmaot, mert ellenkezd eselben az ?IQ
' axidmna mlutu Ofybeosnunoh, os parhuzamoouk lonucnak. |
. Hason]o egyszeruseggel 1gazolhato, hogy a parhuzamossag mlnt

relac1o ekv1valencla relacio. Ennek a tenynek a blzonyltasat az olvaso-
ra, bizzuk. |

| Az eddig emlibtt tételek lehetdvé teszik, hogy az irday fégal—r
mat 1og1kailag kleleglto mddon vezesshk be, Iranyoknak def1n1c1o
gzerint a pdrhuzamossagl relacio ekvivalencia osztalyalt nevezzuk.

| Most pedig az axiomdk kovetkez§ csoportjira az U.n, ggggggggi;
axidmdkra ﬁérﬁnk at, ‘ |
-Rl v Barmely .g ggyensen_édoﬁt két égyméséal inverz teijes

rendezés,

1

.pdntjai‘két egymassal inversz médon'sorrendbe soroltak, A rendezések

Az R "axiéma,szemléletesen ann&it jelént, hogy minden egyenes

aelolesare ad, 111. ennek 1nverzere a Z gelet alkalmazzuk. Ha
valemely g egyenesen az. egyik rendezost klvalasztauk (Jelben (g,£ )
vagy (g,é;)),'akkox a g egyeneSt rendezettnek vagy pedlg 1ragxltotth

‘pak mondjuk. Ha az irdnyitott (g,4) egyenes P és Q pontjdra




P4£Q 411, akkor aszt mondjuk, hosy a @  ponb Liveti a
P pontot, vagy a Q a P utdn van a - C.yennaen oo
adott rendezégban.

v

A7 e yenesek rendezeblodye lehebOve tesui a Liurelo d.,

a gzakagz ¢a a féleryenes foralmalk bevezetdaot.

Az Ay b € W pontokrdl ast wmondjuk, hory a 1 joni-
tot kilzare fogjdk, ha a P az A, & pontokra illegukedd
(. egyenesre /vapy cgyenesekre/ illeszkedilk, ¢o czen a
epyenesen hérmelyik 4 rendesdst kivdlasztva vary & 4
¢g P& B vagy pedig B £ P és P ¢ A teliesiil. L inn et
meguutathatd, ﬁogy a kOzrefogds fliggetlen a  eryeneg
rendezésének vdlasztdsdtdsl.

Az A és B pontok kiué esl pontokat az A, B v -
pontu szakasznak nevezzilk, és KB jellel jeloljik. Ha cmal.
ALl Jelet irunk, akkor ez mindig a pontokra illeszkedd €. 7yG~
nest jeldli, feltéve, hogy & £ B is 311.

Tekintsiink most egy (g,{) rendezett egyenest é€s auon
egy. P pontot. Ez a pont az egyenest két félegyenesre bont -
Ja, mégpedig az egyik félegyenes pontjait a pontot meseldsd

a mdsikét pedig a pontot kovetd pontok alkotjdk. Itt iso

A

kﬁnhyen kimutathats, hogy a két félegyenes a 5 rendezdse~
nek vdlasztdsdtél fiiggetlenil esyértelmiien meghatéronott.

A hdromszigeket ABC alakban felirt ponthérmasokkal
definidljuk, ahol a pontokat csucsoknak nevezziik. Ha a cgu-
csok kﬁzﬁttvpem tlntetink ki sorrendet, akkor a hiromgzi-

set irdnyitatlannak, ha pedip sorrendet tintetblink ki




R
kozottik, akkor irdnyitobtnak mond juk . Abcsucsok két moxr=
rendjérdl azt mondjuk, hogy ugyanaat az irényltdst, Vasy
lkoruiJarast definiéljdk, ha a csucsok sorrendje paros per-—
mutdcidban killonbbzik egymdstdl. Azonnal 1&thats, hogy
minden héromszﬁghﬁz ponﬁosan két iréﬁyités vagy mds szdval
'kﬁrﬁljérés tartozik; A ponfos definicié szerint egy héx om-
gutget akkor.névezﬁnk.irényitottnak, ha a két koriiljédrde
valamelyikét_kitunfetjuka A késdbbbi széhasznélafhan héx om~
870g0n mindig irényitatlént értink és az irényitoftségot
-Kulﬁn jelezatik. | |
\Valamely ABC hérouszigben az AB , BG és CA sza-

‘kaazokét oldalaknak hivjuk. Bgy hdromsziget nem~elfajui6~

nak mondunk ha csucsal nem kol11neaxlsak és clfagulonal
ha a csucsok kolllnearlsak.

Bzek utén a mdsodik rendezési axidudt is bevezetjlk. .

Ré | /Pasch gxiéma/ Ha valamsly g  egyenes az ABC
| héromszig egyik,céucséra sem illeszkedik, de az
egyik oldaldt metszi, akkor pontosan még egy mdsik
 oldalt metsz.. | | |
Pasﬁh axiéméjénak‘egyikrlegfontosabb kovetkezménye,
hogy segitségével.beveéethét6 a félgik fogalma. Tekint siink
ﬁgyanis ég' g egyenegt és Vegyuk ki ennek pontjait a ﬁj
éontpk halmazdbdl, vagyis tekintsiik a TF‘\-g halmazt.
Ezek kBz0tt a pontok kﬁzﬁtf vezessﬁk be & kovetkezl reld-
‘ciéﬁ@ Két pontrdl akkor mondjuk,-hogy reléc%ébén‘éll egy-

~

méssal, ha az Oket Osszekttd szakasz nem metszi a g
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spyenest. Bz a reldcid nyilvénvaloan xel lexdv ew szlounh-
rikus. De Pasch axidmédja wiabt lranzitiv i, higzon na n
¢+ nem metszi az R ¢a P35 azakaszonal, akkor neu
netszheti az RS wszakasst sew /ld. az a dbrdt/. lpy o

tekintett reldcid valdban tranzitiv is, tchat ckvivaleucia

reldcld. Ennek ekvivalencia ogatdlyalt nyilt (clgikokualk

nevezzike.

@.) n &)

Azt is konnyen beldthatjul, hogy &,y ecveneghes lege

feliebb két nyilt félsik tartozik. Valdben, legyen P &

agy pont, és C (P) az a féleik, amelyik ezt a pontot
tartalmazza, és legyenek az R ¢és S pontok olyanok,
hogy ne tartozzanak ebbe a félgikba. Bkkor a 1 egyenes
a PR és PS wozakaszokat metszl, igy Paséh axidmaja miatt
nem maetszhetl az RS szakagszt. Lehdt az R és 3 pountol
ugyanabba a félsikba tartoznak ¢s az Usszes ¢(p) félsikba
nem tartozé pont /amennyiben ez a halmaz nem ires/, a msalk
félsikot alkotja.

Megjegyezzﬁk, hogy az eddigi axidwdkbdél nem igazolha-

té, hogy minden egyeneshez pontosan két félgik tartoszik.



- 15 -

Ez az 811itds ceak olyan tovébbi feltételek mellett lenne
igazolhatd, ‘mint példdul a kovetkezd:  liinden rendezetd
ggyenesen hdrmely pont el8tt ig és utdn is 1létezik t8le
kiilonbozd pont. Ezt a tulajdonsdgot késdbb majd a folyto~
nossdgl axidma biztositja, igy ez utdn az axidma utdn a
két féleik létezése ig igazolhatd lesz.

A moron kivetkezd metrikus axidmdékban azt tesszlik fel,

hogy minden két P, Q ponthoz egy |PQ| jellel jelolt té-
volsdg /valdés szdm/ adott a kivetkezd tulajdonségokkale
Qi 20 és [PQ] = 0 pontosan akkor, ha P = Q .

M, ‘LPQ( = |QP| ; vagyis a tédvolsdg szimmetrikus. |

My Minden P,Q?R ponthérmasra‘a iPQ[jk [Qr[ 2 |PR| u.n.

£

héromszdg~egyenlltlenség érvényes, és az egyenlésén

pontosan akkor érvényes, ha Q € IR .

M, /Tolytonogsdgi axidma/ Minden (g)ﬁé) ‘rendezett egye~

neshez, P € g ponthoz g A2 0O valds gzémhoz 1é~

tezik Q € g pont, amelyre P £ Q és [PQ( = A tel-

jestil. | | |

Nyilvénvalé, hogyAaz My axiéméban gszerepld Q pont
egyértelmiien meghatédrozott. .

A pontok egy o T —T leképezégét izometridnak
nevezzik, ha uegbrzi a ponték-tévolségéto Wyilvénvald, hogy
az izometridk kblcséndsen'egyéitelmu leképezééek.

1.1.1 |Az izometridk szakaszt szakaszba, félegyenest féle-

gyenesbe, egyenest egyenesbe transzformdlnak. Az
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| izometridk bijekcidk.

Bizonyitda: Tekintslink ¢lSusdr sgy Q szakagzt, és

annak egy ﬁ pontjét. Ekkor az M3 axidua wiatt

|PR| + |RQl = |PQ| teljestil, és iry a tévolsdptartés

niatt az | o(P) o(R)| ¥ |t(R) «(Q)] = |eX(P) of(Q)l
egyenldséget kapjuk. Ismét az MB axidémdbdl kapjuk, hogy
az « (R) pont agz 33577§T53 szakaszra enik, és igy a

PQ wszakasz képe az 3765_;?653 gzakasz. A tdvolpdgtartda-
b6l és a folytonossdpl axidudbdl nyilvénvald, hopy egy sza-
kasz a teljes képszakaszra kdépezddik le kiilcsdnisen epyér-
telmlien.

A fenti bizonyitésbdl az is adddik, hogyha a P és S
pontok a @ pontot kdzrefopgjék, akkor az & (P) éa o (53)
pontok kidzrefogjék az o((Q) pontot. BbhS1l pedig nyilvén-
valdan kdvetkezik, hogy @ P pontbdl kiinduld és 8 Q
pontot is tartalmazd félegyenes az o((P) pontbdl kiinduld
és az o« (Q) pontot tartalmazd Lélegyenesbe transzformdls-
dik. Azt is kapjuk, hogy a
PQ egyenes a teljes o (P) o((Q)
epyenesre képzaddik le kilesvni-
gen egyértelmliens

Legyen h és 'i két kii-
16nbi528 egyones ig jelslje h'
és 1 a képegyeneseket. Lgy 7'

ponton keregoztiil huzzunk egny

olyan g’ egyenest, amelyik a
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a 'h és 1 Ggyéneseket a két kiilonbiis le ¢g L
pontokhan metszi. Mivel ezeknek a pontoknak létezik au

S€l és 1 € h “Ggképe, ezért az eudész - Goyeney as

SL = g egyenes képeként 411 eld. Igy a 7] pontot is a

Z € g pont kepekent kapjuk. Bazel me*muLaLtuL, hopy a gilk-~
ban winden Z pont kcppont tehdt az o« dzowmetria vald-

[

‘ban bijekcid.

Késgbbb gyakran haszndljuk é fixpont, invaridns erydnen
és fixegveneé élnevézésekef.

Egy pontot egy leképezés fixpontjdnak neveziink, ha a
1eképezésnél Snuwagdra képzbdik le. llasonldan, ha ery leképe~
zég egy egyenest dnwagdra képez le, akk01 az eqjenest inva-
ridns egyenesnek neveszzlik. Ha pedig a lekcpeveoncl az erye-
nes pontonkent flxen marad, akkor ezt fixegyenesnek mondjuk.

llogt a sik axidmdi koziil az utolsdt fogalmazzuk me:
Ezt az aALomet teng@lyes tikrozések ax1omagana 'neve ke

N’t 1\ ’hr:)

T . Ninden g sgyeneshez létezik olyan °ﬁv/<ﬁiﬁﬁﬁlla,

amely a g egyenest fixen-hagyja,’a'hozza'tartozo
két félsikot pedig felcserdli esyméasal.
Az olyan transzformdcidt, amelynek négyzete az identikusg

leképezés, involutiv transzformdcidnak, vagy riuviden involu-

cidnak nevezzik.
I.1.2 Minden g egyeneshez a tenﬂclyes tu Uzések axid~
mdjéban szerepld lekepezés egyertelmuen‘meghaté—

107011, Semdpnsadariia,
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P Bizonyitds: Legyen G olyan
leképezés amelyik elepet tesz au

axidma feltételeinek, d¢s tekint-

q olnk egy P € ¢ pontot. A D 6°(1)
Q QN [}
gzakasz egy (O ponthan metszi a
g egyenest, mivel a P és G ()
pontok kiilénbtzd féleikba esnek.
G (?)

Legyen Q*¥€ i tetszbleges, de a
Q ponttél kiilonbozdé pont. Mivel a Q és Q¥ pontok fixen
maradnak a O  leképezéenél, ezért a hdromszipg-egyenlétlen~—

g8ésb0l az sldbbiak adddnak:

2|pql = | 6@ & |*] + o) o] = 2(r*] .
Igy a Q pont sz az egyértelmilen meghatérozott pont a
egyenesrdl, amely legkdzelebb esik a P ponthoz. De ebbhfl
kovetkezben a G (P) kép-pont is egyértelmuen meghatédro-
zott, hiszen illeszkedik a PQ egyenesre, és a Q felezi

a P<T(P5 gzakaszt. Ezzel az unicitdst bebizonyitottuk.

e ezt az egyértelumiien meghatdrozoft leképe~
. kobe |is kislégiti Wz axié&;ifelt telelt,

és igy T 2% ia 4adaik. Rehét a- T

Jeltlije

zéat. Ennek G
" ezért Té = T

valdban involucid\,

8

g

A fenti tétel szerint egydérteluiien meghatdrozott QTB

leképezést a g epgyenesre vonatkozd tengelyes tilkrozésnek

nevezzik. Ennek segitségével két egyenes merSlegességét de-

gfiniéljuk.



- 19 -

A L egyenes definicid qzerlnt merdleges a & egye-

nesre /jelben h L g/y ha h ¢ g és 'Tg h = h érvénye~

gek.
lole3 Az egyenesek kozdtt a merSlegesség szimmetrikus

relé(}io’a

L - Bizonyitds: Tegyik fel,
Q hogy h L g , vagyis h £ g
és. "Cg h =nh ervenycsck.
Az alllfashov azt kell 1gazol~

nunk, hogy Pfhvg = g

>

Indirekt feltevésként tewyuk

fel, hogy létezik olyan P € g

T, (P) pont, amelyre a rfh (P) pont
2 ‘ . " ,
4 nem illegzkedik a g egyenesre,

fcsta)

héném az dbra szerinti félsikra
esik. Jelbljlink még ki egy.

Q € h pontot isg, amely a ¢ egyeneére inafkozéan<ellen-

kez8 félsikba esik, mint a QTh (p) ponﬁ, és igy a Q Th(P)'
szakasz az R pontban metszi a g egyenest. Most vegylk
éézre,-hogy a th'%fg Tfh izometriala rfh (P)' pon%oﬁ
fixen hagyja, a Q pontot_pedig a ”fg (@) pontba vigzi,
tehdt lQ~ = ]’f Q)'r : I . Ugyanakkor [R Q| =
= IPC (Q) Rl is telgesul, mert a qjg tikrtzés az R
pontot fixen hagyaa. | ‘ ‘
Ezért

T @RI+ [T, @1

I

lRQl + IR T, (2) l = a7, (P)l
lrf (Q T CP l

ol



ami cllentmond a hdromszig~e yenlét lengérmek. Tehdt a fen-
ti P pont nem létezik, és ezzel g mexr&lereasédy szimmet~

[ 8

rigjét hebigonyitottuk. 1

1.1.4 Tetuubleges g egyencore tetszoleycs P ponton
keresztlil pontosan epy merdleges cryenes hocsdtha~
té.

Bizonyités Ha P ¢ g s akkor a uerdle -en €, yenegnek il-

leszkednie kell a killonbozd P &g PCE(R) pontokra, tehdt

a P ponton 8t a g egyenesre legfeljebb ety merdleges

€nyenes bocsdthatdé. Ugyanakkor a P °fF(P) egyenes invaridns

a T, tikrdzésnél, mivel a tikrizés a D és T, ¥ pon-
) )

tokat felcseréli. Tehdt a P T (P} egyencs a tételnek meg-
&

’

feleld, éa am &1litédst a P % g esetre bebizonyitottuk.,

2 &) Lost pedi; tekintelik a 1 € g
// g’ egetet, és tekintsiink egy
)

egyenessel pérhuzamos g’ e-
gyenest is (g #g')ea P
kiile6 ponttél bocsdtsunk a g’

egyenesre merSleges h egye~

? nest. gam6161egesség szimmet -
riéja miatt Y, (g') = g' is
érvényes. llivel az izometridk

pérhuzawos egyeneseket pérhuzamos egyenesekbs visznek, ezért

& rTh(g) tlikr0z6tt egyenes is pérhuzamos a g egyenes-

sel, €s dthalad a P ponton a g egyenessel egyiitt.



A pérhuzamosségi.axiéma:miatf' “fﬁ(g) = g , vagyis a h
egyenes merSleggs a 'g egyenesre 1ig. |
De a P ponton keresztiil £5hb merGleges egyenes nem
- haladhat. Mexrt ha h egy mésik merGleges egyeﬁes lenne,
akkor a fenti gondolatmenet.megiémétlésével azt kapjuk,
“hogy a n' imar61eges a g’ égyenesre ig, ég igy a P kil~-
86 pontbél a g' egyenesre két merSleges egyenest bocsdt-
Jhatndnk. Ez pedig elsd megdllapitssunk alébjén lehetetlen.
_ . Ol
A tetel legegyszerubb kovetkezmenye, hogy két egyenes
paxhuzamos, ha kOzdg egyenesre. merolegesel
Tekintslink most egy .PQ . szakaszt és legyen M eﬁnek
v-évfelezﬁpohtja. A PQ ozekaszra az - M 'pontban d1llitott

mexr8legest & szakasgz feleszerSlegeSének nevezzuk.~

l.1. 5 A felezbmerlleges azoknak a pontoknak a hahnaza,

o

amelysk a szakasz ket vegpontaatol azonos tavolsagra helyez~

kednek 6l

Bi”onyjtés. Az o felezomero- _

leges pontaal a két vegponttél a-
zonos t8volségra helyezkednek el,
mivel a rtm tﬁkrﬁzés‘a P és=

Q pontokat feleseréli egyméssal.

De a sik tobbi pontja a P s Q

pontoktdl killonbdzé tévolsdora

.vannak. Pl. ha.az X pontot az

~ gbra szmerint vélasztjuk, akkor a




’

héromezdg~egyenldétlenségb8l a kivetkezbk adbdnaks
\px| = |m| + |RX| = |RQ| + |RX| > [xq],

Ezzel 8llitdsunkat bebizonyitottuk. [

Még tovébbi két éllit?st igazolunk.

El8gz0r bebizonylitjuk, hogy egy nem-elfajuld hdroum=

pz0g oldalfelezd merBlegesei kozos ponton haladnak 8t

Ha a héromszﬁg ABC, akkor el8-
lszdy huzzuk weg az AB és Be
olddlak felezbmerSlegeseit. E-
zek neu lehetnek pdrhuzamosak,

mert ha pérhuzamosak lennének,

akkor kordbbi tételiink alapjén

A . B iB|| BC is teljesiilne. De &
pérhuzemosgdgl axiéma alapjén AB = BC adddna, ami ellent-
mondds, mert a hiromgzig nem-elfajulé. Tehdt a két felezl-
mer8leges metszi egymdst egy P pontban. Mivel iPAl e=
= l?Bl = |pc| azonossdgok teljestilnek a felezdmerblegesre
vonatkozd tétel alapjén, igy ismét ugyanerre a tételre
nivatkozva a P pont illeszkedik az AC szakasz felezd-
mer8legesére. Ezzel az 81llitést bebizonyltottuk.
 Velamely O ponttdl azoros r S o tdvolsdgra 1év6
pontok helmazgt 0 kozéppontu, r sugaru kdrnek neveszziik.
'Azokat a P pontokat, amelyekre lopl & r teljelil a kix

' belsejének, és .agokat a P pontokat, amelyekre 101 >r
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!
¢

7’

teljesiil a kor kiilsejének mondjuk,'Egy ponthalmast korli-
Lognak mondunk, ha egy kir belsejéba foglalhatd;

Az el8z6 tétolben szerepld P pont nyilvénvaldan now
mdg, mint a héromszig kird irhatd egyetlen kGr ktzépponb-

Ja.

Parallelogrammdn kiilénbtzd pontokbdl 4116 rendezetbt
Ly B, ¢, D pontnégyest értink, ahol a szeukdztes AL do
D ill.! AC ém BD oldalegyeneaek pérhuéamosak.

Vegylk ¢mzre, hogy a definilcidban a gorrend valdhan
fontos, mgrt a fenti morrend mellett csak a BCDA, CD 1,
DABC sorrendekﬁél pérhuzamosak a szenkdntes oldalak. Lrrdol
a négy esetrdl azt wondjuk,. hosy ugyanazt a ﬁarallelogram-
mét definidljék. /

A hdromszdg csucsébdl a gzemkdztes oldalra bocsidtobt

merblegest magagsdpvonalnak nevezaziik.

lost pediy térjlnk ré egy mdsik igen kizismert 811itds

bizonyitésdra, t.i. arra, hogy egy nem-elfajuld hdrompziic

maragadpgvonalal ig esy kozde pontban metszik scymdst.

¢' Rzt a tételt rendszerint

ugy bizonyitjdk, hogy a csucgo-

‘kon keresztiil g szemkoztli oldal=-

lal pérhuzamogokat huznak, wajd
azt veszik észre, hogy az ercdeti’

héromszdg magasgdgvonalai az

) . 2 ’ e 4
B ujonnan keletkezd hdromszopgnek as

oldalfelesd werbleégesei. Igy az 618z8 tétel miatt a
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blzonyltdet befejezettnek tekinthetjlk.

Azonban a bizonyitds részletes vizsgélaténdl Lithatd,
hogy kﬁzben‘felhasznéltuk azt a szemléletes tényt, hogy a
parallelogrammékban a szemkizti oldalak azonos hosszusdgu-
ak. Eunek az egyszerli ténynek a bizonyitdésa az eddigiek
alapjén koréntsem egyszerii, és csak a pérhuzamos eltolésok
vizegdlata utédn igazoljuk.

A leirt axiduwdkrdl el kell wondanunk, hogy ezek sok
tekintetben kiilonbdznek a Hilbert féle axidméktdl. Egyrépztb
a Hilbert féle felépitésben nem a tdvolsdgot, hanem az egy~
bevégldsdgokat /izometridkat/ vezetik be axiomatikusan és
ceak ezek utén vezetik le a tévoledgmérést. De igen lénye~
168 kllonbség még az is, hogy a Hilbert féle axiduskban- ay
itteniekkel ellentétben a pdrhuzamosedgi axidma utolgdként
gzerepel. Mésrészrdl az itt leirt axidmdkat nem a lehetd
leggysngébb alakjﬁkhan mondtuk ki, ami egy gyorsabb targya~
14smenetet tett lehetdvé. Egyébként az itt leirt rovid be-
vezetSvel éppen az volt széndékunk, hogy a térgykbrben hasz-
nélétos terminoldgidt minél gyorsabban - ég9 mégis paontosan -

hevezessiik. Hasonldan jérunk el a tér tdrgyaldsdnél is.

2, § A tér axiomatikus tdrpgyaldsérdl

A tér axiomatikus térgyaldsdnél az alapelemek szere-

pét a pontok, egyenesek és a gikok jétsazdk. Ezek halmazdt

rendre a W , 0, Z. Jelekkel jeltljlk. Az egyeneseket



is és a sikokat is a pontok régzhalmazainak tekintjlik. A
w Jsverss |

W, 0, 2‘> rendszerrol azt mondjuk, hogy teljesiti az
1lleszkedési axidmikat ha a rendezerben igazak a kivetkezd
811litdsok.

I

1 Létezik hérom nem kollinedris pont ég winden egyenes-~
re legalsdbb kéf klilonbdz6 pont illeszkedik.

IZ Két kﬁlﬁnbUZG pohtra pontosan egy egyenes illesuzkedilk.

13 Hérom nem‘kollineéris pontra pontosan egy sik illegge

kedike. |

I4 Ha egy egyenes két kiilonbbz8 pontja egy sikra illesz- -

kedlk, akkor az egyenes minden pontja a sikra illesz~-

kedik. |

Ha két giknak van koz8g pontja, akkor 1létezik lega~

18bb mégegy ett81l kilonbozd kozds pont is.

16 Létezik négy oiyan pont, amely nem illeszkedik kozdg

gikra. .

Két sikot pérhuzamosnak mondunk, ha vagy pontonként

megegyeznek vagy nincs kdzﬁs’pontjuk, Hasonléan, egy sik
és egy egyenes pdrhuzamos ha vagy a metszetiik Ures;‘vagy
pedig a sik az egyenest tartalmazza. Két egyonest pdrhuza=~
mosnak mondunk, ha kdzds sikra illeszkednsk és ebben a gik-
ban sikbeli értelemben pérhuzamosak. Két kozts sikra il-
1eszkedﬁ,.de‘nem pérhuzamos egyenest metgzdnek nevesziink,

ss

végll két egyenes kitér8, ha nem illeszkednek kozds sikra.

\
A soron kivetkezS axidma a pdrhuzamossdzi axidma.
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I7 Minden g egyeneshez és P ponthoz pontosan agy
egyenes létezik, amely pérhuzamos a g egyenessel,

és illeszkedik a P pontra.

Bzekbll az axidmdékbdl rendre beldthatjuk a térelemek
kOlcedntds helyzeteire vonatkozd kiovetkezd dllitdsokat .
Ezeket a tételeket bizonyltds nélkiil kozsljlik, és igazold-
sukat az olvasdra bizzuk. 1

Két egyenes vagy pérhuzamos, vagy kitérd, vagy pedig

pontosan egy pontban wmetszik egymést.

Egy egyenes és egy sik, vagy pdrhuzamos, vagy pontosan

egy pontban metszik egymést.k

Két sik vagy pérhuzamos, vagy egy és csak egy egyeneg~

ben metszik egymdst.

Hérom siknak vagy nincs kozds pontja, vagy'egyetlen

kozdg pontjuk van, vagy pedig egy kizbs egyenesre il-

leszkednek. Ha nincs kﬁzas.pont, akkor & pdronként ale-

kotott metszésvonalak egyméssal pdrhuzamosak.

Az egyenesek kozti és a sikok kozti pdrhuzamossdgi

relécid ekﬁiva}enéié;relécié.

Egy sikhoz eg& adott ponton keresztil egy és csak egy

pérhuzamos sik fektethetd. |

vHa a h és g kitérd egyenések, akkor a h egyenes~
re egy és c¢sak egy a g egyenessel pdrhuzamos sik il-
\ 1eszthef6. Ez utébbi sikot a h .pontjain keresztiil ha-
lédé ég a g egyenessel pérhuzamds egyenesek feszitik

ki
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7

A rendezégi axidudk a-sikbeli esethez hasonldak.

R1 Minden egyeneseh adott két egymédssal adott inverz teljes
rendezés. |

o Minden sikban igaz a sikbeli Pasch axidma.

A gikbeli esethez teljesen hasonld médon bevezathet 8k

a gzakagz, félegyenes, félsik st a féltér fogalmak. Pl. az

utébbi fogalmat a kovetkezdképpen vezethetjlik be.

Ha A egy sik, akkor a (IT\A ~ ponthalmazban de-
 finisljuk a kovetkezo relaclot A P és Q pontokréllakw
kor mondjuk, hogy relac1oban 41llnak, ha 3Q NA =9 tel-
jesll. Pasch axidémdjébdl /a 51kbell esethez hasonloan/ igg=
zolhato, hogy ez a IGlBClO ekv1va1enc1a~r61801o, amelynek
-legfeljebb két eKV1valen01a~osztalya van. Sét s kovetkezokm
ben bevezetett folytonossagl azlomabol 1gazolhato, hogy
ponuosan két ekvivalencia- ~0g2tdly van, ég ezeket a gﬁ"éin

tal meghatarozott két nvllt felternek HGVGZVHKe

Ag ‘.1,'Mq3 IVI3 g '4 /folytonoSSagi axidma/ térbeli

metrikug axidmdk a sikbeli alakaukkal telgesen megegyeznek,

igy ezeket nem ismételjiik meg. A te;ben_ls‘az ot H .

leképezégt izometriénak vagg,egybevégéségnak mond juk, ha |

meglrzi a pontok téﬁolségét; Ezekr 61 gzintén igaZolhaték,'

hogy egyenest egyenesbe,'szakaszt szakaszba,'félegyehest

‘ felegyenesbe, gikot 81kba, f6181kot felsmkba, véglil felte—

ret féltérbe transzformalnak, ég az 1zomeﬁrlak leQkClOko
 Most. pedig a térbeli axlomak k6zlil az utolsét ismer-
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’

t 2 . Xl .o ’ K4 Lo . .~
I, Sikra tlkr8zések axidmsja. uMm&Lﬁm:)

P

Minden A sikhoz 1étezik olyan CUA (izometrikus
leképezég, amelyik a A pontjait fixen hapyja és a
A 81tal meghatdrozott két félteret egymégoal felw-
coeréli.
Itt ig konnyen igazolhatd, hogy a sikra tiikrozés
cpyérteluien meghatdrozott.és—mvelutiv,
A gikra tukrozések sepitadérével elbmzitr a klilonbbzd

mex lepgesgéul viszonyokat definidljuk.

A Al gik merGlleses a A2 gikra, ha Alsé A2
ég TAI(Az) = A2 érvényes.

A h egyenes merdleges a [\ sikra, ha a h nen
illeszkedik @ A sikra és T, (h) =nh .

A gikok kizti werdlegességrdl - a sikbeli esethez
hagonld bizonyitdssal - beléthatd, hogy szimmetrikus reld-
cid. Bigonyitds nélkil kizoljik azt az 81litdst is, hog
béruwely /A sikhoz és g egyeneshez, g egyenesre il-
leszkedd és a /A  sikra mer8leges sik 1étezik, és ha g
nem_merélegesv A -ra, akkor ez egyértelmilis Hasonldan,
minden [\ sikhoz egy P ponton keresztiil egy és csak
ecy merGleges egyenes bocedthatd.:

Ezeknek a tételeknek a segitségével egy fontos kérdést
tisztdzhatunk, t.i.Aazt,.hogy a tér sikjai euklideszi gi-
kok=-e? A sik axidmdin végigtelintve léthatd, hogy a tér
éikjaiban a tengelyes tikrozések axidmsja kivételével min-

den axidma nyilvdnvaldan teljesiil. & tikridzések axidméjanak



viasgdlatdhos pedig lbekintsiink a A sikban €y 8 ELye~

-~

nest, és legyen A7 a g
crysnesre illeswkedd ég a A
gikra merdleges mik. Ekkor a
T[\’ Gikrtzéds a A sikot in-
variansan hagyja, és henne o
lyan 1zometrlat induksal, ami

clc g6t tesz a tengelyes tik-

roaések axiéméjénak~ Brzzel

belattuk, hogy a tér sikjai valdban cuklideszi sikok.
Végerzetiil az egyenesek kozti merSlescssdr fogaludt de-

finidljulk.

Két kozis sikra illeszkedd egyenest mCIOLene nek mon-
dunk, ha otu ‘gikhbeli érxteslembhen mew’flcgeseka Venu7 a két
kitérd h édas g egyenes esetében a h  definicid szerint
merdleges a g egyeﬁesre, ha valamely P &€ g pontra ilé
leswked b, és a h egyenesaél parhuzamos egyenés gikbeli
érfelemben mexSleges a g EZYENEHIG.

hAa egyenesch kozti merdle cSaégrﬁl'is beléthaté, hogy
szimmetrikug reldcid. Ennek bizonyiféséval sem foglalko-
gunlk,

4

Tekinteglnk két kitérd egyenest. Az olyan egyenest, ancw
lyik windegyiket merdblegesen metezi a két kitérd egyenes

normélérangsveradlisgdnak nevezalik.

1.2.1 IRdrmely két kitérd eg syeneshez pontosan. egy nor—

mélbjanszvelzallg 1etea1L.



Sdzonyitda: Jeliilje b dw . a két kitdro ceyenest, ¢n
T Jjeliilie 20 a5 epyoncsro

™ Hlleozkedd ¢ a4 h opyenno-

g\\
Y

&

pgol pdrhmzanos nilot, vala-

4P
e vint ZST 8 A,) a b ill.
P o 24
13 o oryenocrro illesskedd do

P a 2 silkra merGlegesn mikol.
e, %
I

~E chkor a  h new pdérhuzamos a

e /! [&2 rillzal, wmert ¢llenkeczd

B vsamirnainrn s e e e

coethen a b pérhuzawos len-

ue a ¢ egyenegsgel.

1

hacet oo b ongyetlen T oponthan wetezi a ZX2 gikot . Ha=-

gonldan, o o egyetlen @ ponthen wetozi a AZL gikot .,

Bkior a A'l 6 A,, gikok 1= PQ wetezdéavonala a h
ot [

[0
¥
i)

Loy

;. eoryencseket merdlegesen metszi, hiszen merSlese—
acn uwetszi a =2 sikot. Tehdt lezaldbb egy norxudltrangze=

voiadlisg 1létenik.
)
De $8bb norwéltranszverzdélis nem 1létezhet, mert ha l

olyan egyenes, amely mer8legesen wetszi a h és g ELYE~

o]

neseket, akkor merSlegesen metszend a 2. - sikot ig, éc
iry benne van a A 1 ég Z&O gikokban egyarédnt. Ezdri
) " [
csak a [&1 ég dlq gikok l metszésvonala lehet. EJ
- o
Valamely O ponttdl azonoz r Do tédvolsdgra 1évd

pontok halmazdt O kozéppontu r sugaru gbmbnek nevez-

siik. Az 0P| £ r feltételt teljesitd T pontok a goub
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belsejéty-az‘ 0Pl £ r feltételt teljesitd. pontok pedig
a gbmb kiilsejét alkotjdék. Valamely ponthalmazt korldtos—

nak nevezﬁnk; ha egy gdmb belsejébe foglalhatd.
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[tlkrs2és szorzataként E11ithatd eld.

Bizonyitds Ha o« # id , és Q # «(Q), valamint m =

e

Q «(Q) szakasaz felezdmerblerese, akkor a ﬂtn]°< izomet-

R 4 . P s .
risndél a Q pont fixen warad, ezért g Q,mCK = id ,

Tm0< = (l’

o v . -
meX = qu L n. ©€9etek lehetedygesek. Lzgk-

m. ’
an 1 . ek : [
bol dtazorzdenal a tétecl S11itdmdt kapjulk.

A fenti tétel~morozat utdn més két wegjepyzéot teoaziink.

2:1L.5 |la két tengelyen tikroizdurc p(m = q:m érvényes,
1 2
kkor wm, = ° .
akkor 1= Mo
Bigz i E ¢ = : seté i1 tkor
Blzonyitdg la t"ﬁw rtme esetén my # m, &llna, akkor
valasgaunk Al’ A2 & My o A, € Uy nem-kollinedris ponto~
kat. Bzek an oA = qu = (fm izometrigndl helyben marad-
1 2
ualk, czért X = id- teljesiilne, ami ellentmondés. Ej

2.1.6 [Két tengelyes tilikrizés szmorzata nenm fejezhetd ILi
eayetlen tengelyes tlikrizdasel, _
o oy PR ; - q s o
Lizonyitdgs  TInduljunk ki a ‘tﬂ ’tm g indirekt fel
tevésb8l. Ha a hirom tengely kiozil kettd egybeesne, akkor
egy tengelyes tikriizés az identikus leképezds lennec. Ezérit
a hdrom tengely pdronként kiilonbouzd, &g
2 = T ‘ L 7)
_ ctg; (m ) = i (rtn’ (m ) ??m (m
. fas1 e ) X > da
is adodik. Vélaggzunk gy P € m s P 4 g . P ¢ n pon-
tots Mivel
‘ o “ g '
l_g(k)"{‘m (P) 1= Qo
o

ezért a g 1s és az ila & I'G  szakasa felezdmerllegese,

cg lgy az w = g ellentmonddsra jutobttunk. E]



-

2. & Konjugdlds

Az s a / izometridkhdl képezett

, X pe
"izemetriét 8 /? izometridnak az o izowmetridval ké—~
pezett konjugdltidnak neveézuk.: o
2.2.1 |Tetszlleges o« izometridra és ’Tm _ tengelyes
tilkrtzésre az | | |
(2.2.) KU, x7*= ‘\L"o((m)

azonosgdg, valamint tetszéleges /3=A‘fmk‘ka 1

LI 2

...‘nfm ‘izometfiéra‘az-
.'1"' ¥ N' ‘0-0 Y
@28 Pl = Ty T gy oo Tty )

lazonossdg érvényes.

Bizonyitds Az 6(‘Tﬁf°(—1j izometridndl aé, X (m) egye-
nes pontjai fixpontok, hiszen mihdan' Q € m pontra |
Uy (@) =Ty (Q)= «(q) .

teljesiil. Ezért a fixponttételek miatt |

of Ty e PCD(‘(m) vagy of Tm % "= i
adddik. De a mégodik azmonossdgbdl a- Qfm = id ellentmon~
ddsra jutunk, amivel a (2.2.1) azonbéségot bebizonyitbﬁ-
tuk.

A (2.2.2) azoncssdg pedig az

~1= q cow' -1 =D(‘\C -l ::(-» 0" .
oL et = “tmk Loyt Ty me Ky oo

g..odTmlofl

stalakitéssal a (2.2.1) formuléb6l nyerhetd. ]
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D242 tet tengelyen tiikrvzés gnorzatdiban a tényezlk
pontosan akkor cserélhetdk fel, ha a tenpelyek
megepyeznek vagy werblegonek egyusdgra.

pizonyitds Az wm = m’ csctben a (rm Tlm) == T\$ %nx

nzonogsdy, nyilvénvaldan érvényes. lia pedi: m L m' , akkol

a (?°2=1) alapjdn

4 ( ’
Tmf1m1= rmmmo T, = Tm’Tm’

m

amivel a tetel elad felét hebizonyitottuk.
Porditva, ha T’m T:m) = 7fm,Qfm teljeslil, akkor ia-

mét a (2.2.1) formula felhaszndldséval a

o Fayed ”
'\Cmy .:-.(\C’ q y L ::(1?‘- (m))

r
1 m 1 -

. ” . " ? N
azonogsdg, anihlGl pedig axz w = (lm(m ) azonosggdy adddil.
=3 Pl 03 . . ) d 7 ) 2 ’,
Lbbol pedip a bizonyitandd w = u vary az u.Jd m relé-

cid kivetksezik,. [J

2.2.3 |Az izometridk mer8leges cpyeneseket merSleges erye-
nesekbe transzformdlnak.
. N ' .
Lizonyités Ha a l b , akkor nemcsak a Lo Lb izo~
. . ff -1 I - o s=1 .
uetrisk, de a <(a) = of Tao( ’ to((b) -a((zb¢>< ron
Jjugdlt izometridk is feleserdélhetdk, vryanis

v -1 -1 G -1
TO((E]) (l'o((b) = 0( (Ta o £ ,\E‘G‘ o« = o Ta L h D< =
G 6 -] -1 -1 o G
= o LbLax = of Tbx "(Ta‘>< = (“®)LM@)°
Mivel o((a) £ o« {b) , ezért oL(a) Ll o« (b) kivetkezik

minden of izometridra. []
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2s 8§ 'Specidlis sikizometridk

Fbrgasok

Ket metszo egyenesre vonatkozo tsngelyes tikrtzés

szovzatat forgasnak nevezzuk..Az ¢(€=‘Tn]{tm>v forgda=

nal az w N w metszesponuot a-forgés'centruménak nevezzik.

AZ‘ m =Im7.-esetben az. 1id Q' Q' 1zometr1ét is for-

.‘gasnak tcklntauk, amelynel mlnden ponﬁ centrumnak teklnthe-
_Vto. o , _

. 2,371.:'Ha 68y c( forcasnel egy centrumon klvull VP -pént
fixpont, akkor o{”:’id‘. '

} felevyeneshe;

e )
Két azonos C kezd8pontu l%, l%'

pontosan egy AC centxumu"'tf forgas letezlk,

‘amelyre (F(l ) = ”7 ‘teljesiil.

Bizonyitas Az elal esetben a flxponttetelehbol az

o = id vagy o( = T

o . g
kovetkezik, ahol g a: P pontot ‘a centrummal osszekoto
égyenest»jelﬁii. Az < = \g egetben két tengelyes tikrO-

zég szorzatalggy'tengelyes tiikrzds lenne, ami 2.1.6 fé-
tel miatt:lehetetlen.‘Tehét‘ o« = id , amivel éz eled 8111~
tdst bebizonyitottuk. S |

4 mégodik é1litds igazoiﬁséhoz'blyan P E 1 s
(}6 11_"pontokat tékinfsﬁnk,lamelyre ]CPI )CQI £0 tel-
Jesll. Hg P % Q , akkor a tételnek megfelelo‘egyetlen'forn

gds :az identikus leképezds., A P £ Q esethen jeldlje m a
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PQ  szakasy felezd merllese-
5 gét. Mivel az m egyencsy
A dthalad a € ponton /hiszen
lce] = |cql /, ezért az e;-

c m zigztencidt a (.( ’“Tm Tl

forgés biztositja, ahol 1 au

14_ tartdegyenege.
T {
\ Az unicitds igazoldssdhoz, ha

(f‘“ tetoz8leges, a tételnek

megfeleld forgds, akkor tekintsiik elészir a T - (,0* le-
képezést. Mivel a ({)"‘ a P pontot csak a Q pontba vi-
heti, ezért a (I' &f"‘ izometria a P pontot fixen hagy-
- ja, ég igy a fixponttetelekbol

¥_ s oq ¥ o
Tm (p*=id vagy Ly YT o=

adédik. Az elsd azonogsdg a 2.1l.0 tétel miatt nem 411-

T
het, tenst F= T T, ani ez unicitést igazolja. [

2.3.3 Hérom kbz0s pontra illeszkedd egyenesre vonatkozd
tukrﬁzések gzorzata tengelyes tikrozés.

Bizonyitds 4z o= Tl_(\(m Tg izometridndl a C =

1NnNmANng kb‘zbs pont fixpont, ezért az of dizometridra

vonatko-zéan a ’\flT T =

' . (-.C )
€ m Ve Ly Tp vagy
' PflT T t\LJ egetek
A lehetsegesek, ahol C € p ill.

C=1rNs . Ezek kozlil az
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¢ls6 egyenlet a  2.1.6  tétel miatt new Sllhat. Hasonld-

an sllentmonddshoz jutunk az utolsd égyenletnél'is.'Ugyénis

ekkor a . g egyenesre

Uy @) = T, 'f Q@ ‘; U, (e)

‘erveﬂ&es, vagyis a ’Tl 171. a ff T' forvasok a g
egyenest ugyanabba az 6g yenesbe forgatgak Euert az e1646
tétel miatt T 4‘- 7? rt '; amlbol pedlg a (rg = id
QETentmondas kovetk521k. "_ ‘ _ - o

A forgésok‘tengelyes'tﬁkrézééek szorZatéVal'valé ki~

‘fegezesenel a’ tengelyek rem egyertelmuen meghatarozottak.

Erre vonatkozdan a kovetkezo tetel ervenyes.

2e343 Valamely forgast ket tengelyes tUKxozes szorzata- -

kent kifejezve akdx az elso, akar a masodlk cent—x

runon athalado tenvcly tstszolegesen vélaszthatd,

ég a mésik tengely ezekhez mar egyextelmuen megha—

térozott.

‘ Bizonyitdg Az o(=QPty_QTy .f¢xgésnél vegyunk‘fel 6gy tet-

szbleges a C = x/1 y centrumra illeszkedd u egyenest,

és teklntsuk a ‘ a

- A 'l’ T‘} _ Tu

izometridt. Az 1648 tetelvmlatt cfu‘¥

| (Tux xﬁv*’cévf

elakba irhatd, amibdl atszoraassal A = quffv#. A ﬁ” ten-

gely egyerue miisége , valamlni a m831k tenﬂely megvalaszta-

séra vonatkozd 411litds hasonldan adddik. A ' []
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2e7344 Ha 1, w, & koUzis pontra illeswledd eoyoneael,
akkor

(2.3.1) T, 7T =T T. T

H
o
]
=
=+

Bizonyitds A 2.3.2 téte

{3
ca dpy
' ~ g g _ 5 y” s
‘tl (i Tl; 1 qjm Lg B Lv t y = 4.
A (Tl , T m’(t@ leképenémekkel rendre halrdl dtnzo-
rozva a (2.3.1) forwula addédilk. L

2.3.5 |Az azonog centrumu forgdsok a leképezdaszorzdara
nézve Abelcsoportot alkotnak.
Pizonyitds Ha a kOzds centrumu 0(7, 0(2 forgdaokat

<1=T, T, . «,=T, T,

l=

S

alakban fejezzlk ki, akkor az
c>(20(1: TZT;(DxTy=’TZTy
gzorzat ismét C =x Ny Nz centrumu forpés.

B csoportgxidmék trividlisan teljesiilnek, hiszen a
leképezésszorzds asszociativ, az id lcképezés az egyséd -
elem, valamint az o = (LVX Pfy inverze az of "t = Ty ’ZJR
C centrumu forgés.

Még megmutatjuk, hogy ezek kizstt a leképezések Liiziitt
a leképezésgzorzds kommutativ.

Ay o(l = rfx rfy ; 0{2 = rrz Qfx forsdsokra a (2.3.1)
formula alapjdn a kovetkezdket irhatjuk.



1= T (T, ) =T (T, T, T)-T, 7, -

J x Z y
_ o7&
. "TZTXLXL-,y"D(2°(l)
ani az 41litéet igazolja. h o ]

2.3.6 JHa m‘tjifty és o ¥ kﬁzﬁs-centrﬁmu forgédsok,
akkor | |

N oy 5 -
(2.3.&) & = Lo(’g(x) (‘b(#('y) s

vagyisg egy forgds tengelyeit a centrum koril tef—

gzblegesen elforgatva a. forgds nem véltozik.
Bizonyitds A kommutativitdsbdl és a konjugdldésra vonat-

kozd formuldhdl

L2 Kot T = Totk (x) )

2dddik, ami az §11litdst bizonyitja. ' d

A forgdsok specidlis tipusa 2z u.n. centrdlis tiikrozéa.
o .

Ezt két egymdsra mer8leges tengelyre vonatkozd tikrozés
szorzataként definidljuk. - |
Mindenek el6tt megmutatjuk, hogy a centrdlis tikrozé-
sek a C cenfrumuk gdltal egyértelmien meghatéroﬁotték.
| 4 Ugyanis a fenti d11itds szerint
| az egymdst a C pontban merdle-

? P gesen meteszd x, y tengelyeket

tetanblegesen és tetezbleges sor-

rendben vdlagztva a 'ftxffy =

CFV(TV izometria egyértelmiien



meshatdrozott. Bzt az exyérlbelmiien meghatérezott igounet-
. e . o e
ridt a le  Jjellel jeloljuk.
Nyilvinvald, hogy o contrdlis biikyisdoaek involucidls,

nyanis ”

Te Vo Ty T Ty=T, T, T T -
CTVENYEH .

fla & I pont valamelyik biikrdzl tencelyre illemzkc-
A1k, akkor azonnal léthatd, hory a C  pont Telezi a P
€5 A P) = CEG (P) pontokat iasuskitd smakaszt. De a ten-~
volyek wmindig védlaszthatdk upry, hogy valamelyil tengely
éppen a kiszewelt P ponton haladjon ét. Igy dltaldnosan
ig igaz, hogy a C felezi a 1P’ gzakaszb.

Bz utdbbi éL1itdebdl azornal kivetkezily, hopy a cent-
rdlis tikrizésck a centrumon étlaladdé cgyeneseket invaeridn-
san hazyjék, a centrumra nem illeszkedd egyenescket pedig
dnmagukat nem metsgzd és igy Unmasukkal pérhuzamos egyene-

sekbe transaformdl]dk.

Férhuzamos eltoldsolk

Két pdrhuzamos tengelyre vonatkozd tikrozés szorzatdt
P y

pdrhuzamos eltoldsnak nevezuiik. A pdrhuzamos eltoldsok

vizesgdlatdt egy megéddllitds bizonyitdsdval kezdjiik.
2.3.7 [Hérom pérhuzamos tengelyre vonatkozd tiikrizés
srorzata egy velik pédrhuzauwos tengelyre vonatko-

26 tikrozés.



v ktvetkszik,

WO
3

Pizonyitds TLegyen x, y, z a hérom tengely és A& x .

Tovébbd jeldlje v  az

b4 "a 4 pA

A és U _qQ_(a) pon~
z vy .

tok felezb merllegenét.

Nyilvénvald, hogy v

pdrhuzamos a hdrom ten-

TZ%"H‘ (A)

gellyel, ég fliggetllen an

A pont vilasztdsdtdl.
nzéxrt a .
T,V T, T,o=o | /
v vz Yy ¥x .
izometridndl az x egyenes minden pontja fixpont. Ezéxt

K = id vagy o = T _ . De az utdbbi egyenletbdl

X
T, V.= T, kivetkesne, ezért o= id , és
. 1-‘ 0 . 5’
(tz %fy bx = Lv

O

2.3.8 |Két centrdlis tikrozés szorzata pdrhuzamos eltolds,
és minden pérhuzamos gltolds két centrdlis Hlkro-
izés grorzetaként fejezhetd ki.

Bizonyitds & CKA, (IB'

’

¢ jezzlik ki ezeket a tikrdzese-

. ket a

WTA = ctc bca Ty = T

B h

a ' A centrdlis tilikrzzésekhes jeliil—

je ¢ az AB egyenest és fe-

T

c
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alakban. kkkor a “ b, ég igy a

vy oy
Ty Ta=T,T,T

) C
grorzal pdrhuzamos eltoléds.
Forditva, valamely qu ﬁfa pdrhuzamos eltoléshoz
vdlaoszunk a két tengelyre merbleges c¢ tengelyt, amelyik
an a, b epyeneseket rendre az A, B pontokban metszi.

Llkor
oy o N~
r\Eb{ra: Lb,tc L'cTa=LI‘,LA’

varryla a parhuzamnos eltoldée két tengelyes tilikrizés szor-

wata. [j

D.3,9 Hérom centydlis tikrozés szorzata centrédlis tikro-
ZE8 . . -
Az el8z0ek gwzerinti T ATB

— ' pdrhuzamos eltolds. Allitsuk

eld TQ‘T& alakban, ahol
afl & ésAga,Bed, Allitsouk
eld TC -t To Te alakban,

ahol ¢ agzhBb-re ¢ -pél

d11litott merdleges. Ekkor
(0d o~ - o = A T O\
Uy TpTo=TaTy Te Le = tg le |, gle,

ami az e és g wetszéspontjsdra vonatkozd centrdlis tiik-

rTH2ES. , D
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2.3.1o |Pérhuzamos eltolésok centrélie tlikrozések aéorm
zatdval vald el881litédandl akdr az elsd cenbrum,
akér a mésgodik fetszﬁlegasen véiasZthété, és a

mdeik centrum ezekhez mdr egyérteluiien meghatdé-

rozott .

- . . . (V ’ X - # r
Bizonyitds bz o = Ty QTY pdrhuzamos eltoldshoz vé-

lasszunk tetszbleges A pontot. Ekkor az 61656 tétel miatt
T

o Ty=TyTyTy=Ty, Tx- (T TyTy= Ty,
vagyis O(“TBTA ill. o(z,tA 1

igazolja.

2e3all Tetezlleges hdrom A4, B, C ‘Cenﬁrumra
. o v v .
(20303) (\[A t}a L C bd TC lB [ A @

Pizonyitds A  2.3.9 tétel wiatt

| | e
TaTsTe TalpTg=1d,

anibol valrdél vald dtszmorzdsokkal a (2.3:3) formula add-

dik. | ' | [j

2.3.12 |4 paxhuzamos eltoldsok Abelwfcle trangaformdcid

csoportot alkobnak.

Jizonyitdy  Tetszlleges o = QTA rfB ’ /3= FFB

véarhuzamos eltoldgot:nt tekintve az

oy y - N
AR =Ty Ty TyTe= Ty Ty
wwnrzet ismét pdrhugzamos eltolds. Wivel az id leképezds
Ses egy eltolds .
(83 uuzamos eltoldglinverze is paxhuzamos gltoléds, ezért a
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pérhuzamos eltoldeok nyilvédnvaldan transzformdcid Cc8OPOL ~

tot alkotnak.

Megmutat juk, hogy ez a transzformdelid cesoport Abele

~féle. Az el8zd tétel miatt

/go(‘ ”TB(TC'J(TATB):TB TZBTA T(}“TA Tc:::

= cx(« ,

ani az dllitéet ilgazolja. ' 3
' A X
2.3.13 |Tetgzbleges « = ﬁfa qu , X pérhuzamos elto~
lésokra :
¢
(2.3:4) o= Uk Towpyys

vagyls egy pérhuzamos eltolés_tengelyeit tetaz b~
legesen pérhuzamosan eltolva a rdjuk vonétk026i

tiikrzések szorzata nem vdltozik.

Bizonyitédg A kommutativ tulajdonsdghdl és a konjugélésra

vonatkozd formuldbdl .
. K e =L _ 0y |
K= LT K ¥ = L°(”@ﬂ (tc(*(b)

adédik, ami az 41litdet igazolja. o : []‘

A pérﬁuzaﬁos eltolésokkai kapcéolatban‘hérom'tovébbi.mége

jegyzést'teszﬁnk. | -

2.3.14 |Bérmely két P, Q pomthoz pontosan egy pérhuza-
mos eltolés iéfezik, amelyik a P .ponfqt‘a‘fg

pontba ranszformélja.

 Bizonyités 'Ha P = Q , gkkor a tételben megfogalmazott



pérbuzamog
(\C

(\4’
a ( b

eltolds az id leképends. Ugyanis ha az o{ =

pérhuzanos eltoldsn

ra illegzkedik, akkor az ¢

bagyja fixen, ha a =h . /A

gdhoz 1d. a

Ha pedig

T
X y
azakasz fel

Jesil.

ila (( 1

ql(y)==q2a0

eltolésndl & P pont fixpont,

pedig Cfl

Tuk e

2.3.10 tételt./

pérhuzamos eltolds

ezbuerllegese, és

,

8l a b tengely a P pont-
a P pontot pontosan alkkor

b tengely szabad vélaszts-

P #Q , akkor az egzisztencist gz ag o =

-

biztositja, ahol x a PQ

y H X valanint P& y tel~

¢és Y, két olyan pdrhuzamos eltolds, amelvre
Ca V Y’

Q@ teljesiil, skkoxr a Lf]‘ (f 5 pérhuzamos

ezért %ZL (fz = id , rawibdl

(fd kovetkezik. Tzzel az unicitdst is ilgasol-~

O

2.3.15 14 pérhuzamos eltoldsok winden epyenest Onuagullzal

1pdrhuzamos sgyenesbe transzformdlnak.

b.].?f)x"z.l:’zﬁ,

Az 8111tdst indirekt uton iga-
zoljuk. Ia létezik olyan a
egyenes, amelyik a’ képe az
a egyeneslt egyetlen P pont-
ban wetszi, akkor a P pont

) képére P £ P teljesiil,

1]

higzen az eltolds nem az iden-~
- ’ P ) .

tikus leképezés az a £ a’ fel-

tétel miatt. De az eltolds
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nen més, mint a va T. leképezds, ahol y a PP suge

kasz felezdmerilenese, valamint az x tenselyre P& x
és X M y teljcesiil. Ennél as eltoldsndl az a’ invaridns
é¢s 1oy new lehiet az  a kdpe, aui ellentwondds. Luzel az in-

direkt bizonyitdat hefejentiik. E]

203,16 A parallelojgramuwdkban a szeukdzbes oldalak hosgza

megegyesike

Bigonyitda Tekintsilk az ABCD

/9 C parallelogrammdt, és legyen (f as
a pérhuzamos eltolds, auslyik au
~ .
F - A csucsot a D caucsba trangge
\\\\\% formdlja. Ekkor az AB oldalepye-
-:i\\ B nesg képe a DC oldalegyenss, mivel
\\\QL a képegyenes a D  ponton dthalad

ég pérhuzamos as  Ab egyehesselo Az im vildgos, hogy asz

AD egyenes a &f transzformdcidndl invaridns, mert az

AD  képe is dthalad a D ponton, és az AD egyenessel
pérhuzamos. De a q’ eltoldsndl a BC egyenes ie invaridns.
Ugyanis ha a  eltolést Lp-:?’ty' T, alakban irjuk, ahol
x L AD , yl AD , A €x és az y tengely pedig tartal-
mazza az AD szakasz F felezlpontjdt, akkor az x és y
tengelysk mer8legesek a BC oldalegyenesre ig, hiszen az

AD és -DC oldalak pérhuzamosak. BEzért a BC oldalegys=
nes ig invaridns asz ,"’ty T, ¢ltoldsndl. Az eddigieket Opz-

szefoglalva a B pont, amelyik asz 4B dés BC oldalak
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metszéspontja, a DC és BC oldélék.metszéspontjéba, va-
gyis a C pontba ﬁ&ahséformélédik a Y eltoldsnél. Ezért
ar AB gzakasz képe a DC . szakasz, és ebb8l |AB| = |pa]
kbvetkezik. Hasonldan igazolhatjuk az |4D] = |BC| azo-
nosségot_ié. : — L . O

Egy sikizometridt csusztatva tikrozésnek nevesziink, ha

egy pérhuzamos eltolédsnak és egy olyan tengelyes tikrdzés-

nek a szoxzatakent 411 elé, amelynek tcnwelys az eltolds

&

1ranyava1 parhuzamos. Tehat egy csusztatva tiikrozés o =
LX-‘\C » U, alakvan irhaté, ahol a || b és xla,
‘ e S T T o
X~l~b . A:mexolegesseg mlatt:l.u(=_ L b‘q’a ﬁf < 1sllrha~
t6.

4. § A sikizometridk osztdlyozdsa

2.4.1 A*sikiﬁomefriék»ﬁsszés'1ehetséges tipﬁsai.a tenge~
lyes tﬁkrdzésék: a pérhuzamos eltolésok; a forgd~
sok és a csusztatva tikrozések. v
Blzonzijgg A flxponttetelek szerint bérmely sikizometria
legfeljebb ‘hérou tengel&es’tukrézés-szorzataként §11ithatd
- ¢16. Ha a tengelyek' szama .lv.ﬁégy"2A, akkor a‘tételbeh
szerépl6 esetek’kﬁzﬁi az_élsé héxom esetet.kapjuk.
Ha a tengelyek szémé 3, ég ezek pérdﬁként pérhuzé~ '
mosak, vagy k0z0s ponton haladnak 8t, akkor a ‘ 2.3 2 és

2.3.7 - tételek alapjén a tekintett 1zometrla uenﬂelyeo



tlkriizés. ila pedig a hdrom ten;ely kozil as elund kettd

vagy a mdsodik kettd metszi egymdat a ¢ ponthan, ds a

'

C Y

harmadik tengely nem halad &t ezen a kouig pounton, aklor a

ktvetkez8képpen jdrunk el /a: 6. yee Llépéuekel a fonti dhndl:

ie wutatjsk/. Itt csak azt az cuelbst irjuk le, awikor an
€elsd két a ¢és b tengely metszd, mert a wisik eset tel-
jesen hasonldan bizonyithatd.

Forgassuk el az a és b lengelyelet a ¢ kioriil ad-
dig, amig a c¢ werblegesen 611 a b tensely b’ képére,
majd a C% = b’ﬂ ¢ pont kordl forgassul a L’ ég ¢ ¢oyGe
nesecket abba a b és ¢’ tenzelyekbe, amclyelrs o L a'
teljeslil. Ekkor rendre asz az b» g o cryenenekre Lileyde-
ve a vizggdlt izometridt kapjul, é€s ez nem wds uint 60Ty
ceusztatva fukrdzés, hiszen a'll L és C)J.a‘, JLw', [

A fenti tételt ég annak bigonyitdsdt arra is felhanu-
nélhatjuk, hogy a sikizomebtridkat a fixpontjaik alapjén is
felismerjik. Ugyanis, ha egy izouelria pontosan exy ngcﬁes
pontjait hagyja fixen, aklor nem wés, mint erre a ten elyre
vonatkozd tlkrtzés. Ha egyetlen Iizpontja van, alkor aliril

a centruw kirll egy forgds. Végiil, ha nincs fixpontja,
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akkor vagy pérhuiamos'eltolés'vagyfpedig csusztatva tikro-

A slklzometrlakat aszerlntAls osztslyozhatjuk “hogy
péros vagy paxatlan szamu tengelyes thkrozes gzorzataként
éllnak el6. Eloszor a. kovetkezo éllltast bizonyitjuk.

2. 4a2 1Két forgas szorzata forgés vagy pérhuzamos eltolds.

Forgdeok és psrhuzamos eltolasok szorzata is forgés

vagy- narhuzamos cltolas.

Bizonyitds Ha az X koru11 foroast a( CT. fta , ég
az Y kbrili forgdst pedlﬂ: o= Ty T alakban 5114t~

Juk eld /1d, a bal oldall abrat/, akkor forgassuk ‘el az g

és b tengelyeket az. e korul az - a)) v/ tengelyekbe,

ill. a c_.és d; tennelyeket az Y korill a é’, d’  ten-
'gelyekbe VEY s . hogya a b)'az Y ponton a ¢’

ponton haladJon gt, és 1gy b c’ teljeslljon. EXkor

tehét a végeredmény forgéé ﬁagy pedig pédrhuzamos eltolds,

pedig az I

S | o < ) L
annak megfelelden, hogy_ d’ﬂ.a’vagy pedig _d-”;a’ teljesiil,.



Ma pedip az o< = T, T

b a valamely X pont koriili
forgds dg a /§= Wfd 7:0 pedig, pdrhuzamog eltolds /1d.

a jobboldali débrét/, akkor forgassuk el az a

éas b lLen-
gelyseket az A korUl olyan al és v tenselyekbe, hogy
b’l[d teljeslljion, wmajd toljuk ¢l a d én ¢ tengelye-
ket olyan d), cv tengelyekba, hory b)= ¢’ tel,jesiiljone.
Ekkor
ﬂd”(rdchtha='T&T}’TﬁTam T Ty
tehdt a végeiedmény forpés az Y = d’n ¢’ pont kiriil. []
Ebb8l a 1ételbSl nyilvénvaldan kivetkeuwilk, hony néry

)

tengelyes tikrtzcg szorzata két tenselyecg tlikrisdés szorza-

tédra redukélhatd, ha figyelembe vessailk ast ig, hogy pdrhu-
zamos eltoldsok szorzata ismét pérhuzaumos el“uoléc-yo

2.4.3 Pérog szému tengelyes tlikrizés szorzata k&t ten~
‘gelyes tlikrizés nzorzatdra redukélhatid.

Pdratlan szduu tenpgelyes tlikrdzés szorzata necm
fejezhetd ki pdros szdmu tengelyes tilkrizés szor-
#ataként. | |

Pératlan szdmu tengelyes tlkriozds szorzata l valy

3 tenpelyes tlkrtzés szorszatdra redukéihaté.
Bigzonyitds Az elsb 81litds ugy igaZOIhaté, hogy pdros
gzdmu tengelyes tikrozés szorzatéban négy egymds mellett
lév6 tényezbt az el8z8 tétel alapjén két tenéelyes tiikr G-
zés gzorzatsra redukdlunk. Igy véges lépéshen az egész ki-

fejezés két tengelyes tlkrozés ‘szorzatéra redukaélddik.

A wésodik 411itdst indirekt uton igazoljuke Tegylik

o
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fel, hogy vaiamely 1,2,f9.,2n+1,, ill. 1),2 ,..,,2m[
jelekkel jéialt.téngélyekre A |
(t 1 °°°-T2n+l -Tl.)».'-.'»" _T2m__)
telgesul. Ebbol e | o

T
L 2n+1 "t .(2

'T v...?T =

| T’
kovetk621k, es az elozo tetel 3aerlnt a JObb oldal ket ten~
| gelyes tukrozes szorzata. Ez pedlg ellentmond a | 2 1 6
 tete1nek amlvel a. masodlk allltsst beb17ony1tottuk.

4 harmadlk éllltés a. fentl teteleknek es a flxponttc~

telek t11V1alls kovetkezmenye.,;vf;fv » S _i'_ AE]‘

Paros gzému tengelyes tukrozes szorzatakent klfeaez—
f heto 1zometrlakat mczgasoknak nevezzuk pératlan szému ﬁen— |
 gelyes tukrozesek szorzatakent klfeaezheto 1zometrlakat pe

. dig 1reny1tasvelto,'va y pedlg korulgaxast valto 1zometrlak—

nak.v

| | AAmoégéSOk:nyi1§éhlmééuk iéVcsqpé;tof~alkotnék,lhiszen
-;Akét m52gés'szorzété ié‘ﬁozgéé, és‘egy mézﬁéé'iﬁvéfie is'mbz;;
éé&< innek a csoportnak az elemelt a parhuzamos eltolasok_
_es_é“forgasok alkotgak. ' ' o

| Az 1rény1tas fordlto 1zometrlak v1szont nem alkotnak'
7_reszcsoportot, mert két 11yen elem szorzata mozgas, vagqu-
'a muvelet klvezet .a- halma% elemel kozhl Az 1reny1tés for- 1
dlto 1zometrlak a tenoelyLs tukrozesek és a csueztatva tuk-'

rozégek.
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he 5 _Alakzatok coybevdudaira

3

nét A ¢és B ponthaluast /alakuatot/ ¢ -vhevd: Sual
——hﬂ-‘l—-—-——.—‘-*_.

mondunk, ha léteslk olyan ({ lonowstria, awcly xc (p(A)
teljeulile By a reldeid aw alakeatok %ouutt nyilvinvaldan
. . ~ - - . 7 . .. ’ » " N - .
ckvivalincela reldeid. Jeliilduére as A S o . Jelct bhanrn-
néljuk.
D51 bz 4L o B alakuatok alikor ¢u coall akkor crybe-
vdidak, ha létezik olyan /a k&t alalizat pontjal

ksatit/ (f:_A->B raképoenés, auelyik wegbrzi a

poutok tdvolsdcdt.

pizonyitds  Ha a két alakzat epyhevépd, aklior az egybevé-
S6aérot biztositd izowetridt as A ponthalmazra negsworit-
va, nyilvdn a tételben szerepld leképeund ahes jutunk.
Forditva; teoylik fel, hogy az 4 és :B alakzatok kizitt
létesik tdvolsdgot tartd Y : A—2B rdképezdo. Ekkor ex
kiterjesztjik a sik izometriéjéra, és ezzel a tételt nyil~
van igazoltnak tekinthetjiik. ,

Legyen Pl & A olyah pont, amelyre Pl # ¢ (P.l) . 1la
ilyen pont nem 1et821m, akkor A =B , és a kiterjesztctli
izometria az identikus leképeczdo. lla viszont a.fenti i
pont 1étezik, akkor legyen v( a Pl QCPl) szakasn fele~
7 & IOlG’SSGIG vonatkovo tuhruaon. Jeltlje tovébbs _ A)
az 1(A) halmazt. Ekkor a (f t= (o Il B A)—ﬁbh tdvol-

séptartd leképezés a (f(Pl) poptot fixen Imgyja. Lo~
syen wost | b, & 4 olyan pont, amelyre ;é (P és

o
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P, % ' (py) := P’ ~teljesiil. Ha il"ylé'n pont nincs, akkor a
\ nyllvan nem mas, mint . az :O(J_ izometridnak az A
alakzatra vett megszorltottaa, ég ebben az. eeetben a b170—
nylbas kesz. Ha pedlg 1lyen pont lete21k, akkox 1céyen O(

a P2 Pé szakasz felezo meroleﬁesere vald tukrozes, és je-
161je 4" a t{ ' (a) - alakzatot. Mivel a P, és Pz) a Pl’
ponttdl azonosvtévélségra heiyézkednek el /higzen a -\{? a
P{ .pontot fiign hagyjé/, ezért a Pf pont az elebi'féle—_

o - ' P _ . » -
z6 werOlegesén’ van, igy a kf :=.&f)o< 21 ;.A —> B tavol»

ségtarté,leképézéshél'a VP{ 'pént is,'és;a Pé pont ig
fixpont. TR A
A B 2

Ha (fn_;rid , akkor a. ﬁkvléképééésvneﬁ més,;mint az o< 50¢4
1zometxlanak az A 'ponthalmavra vett mecszorltottga. Ha
pedig kf 2 id- teljesiil, akkor legyen»1:3€ A | olyan N
pont, amelyre P # qﬁ (PB) = PB teljésﬁl. Nyilvénvalé;
hbgy a P3 nem 1lleszkedlk a - Pl P egyenegre. Mivel a

{ és Pé pontok -a Pj, P; “pontokrdl azonos tévblségré

helyezkednek el, ezértfezek a pontok a'_PB‘P;. szakaéz'fef_

P

" lezbmer8legesére esnek. Legyen oK 3' az erre .a felead- -
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,7” 14 . .s ’ ’ »
mexolegesre vonatkozd tikrvzég, és A) $= " (A») .
- ))) ) Yy e “) ot ’ ’ ’ ’ ’
Ekkor a (p :=Lfc( 31 : A —> B tévolsdptartd réképeséondl
) . . .
a Pl’ Pé eg P; pontok windegyike fixen warad. De fixan
m . o »
marad az A minden Q pontja is, higzen a (f tévol-
‘ . ”
segtartdoca miatt a @ és ¢ (Q) pontok a nem kollined-
)
ris P; i=1,2,3 pontokrdl rendre azonos tavoladgra he=-
) ) ) .
lyezkednek el. Tehdt Y = id , &g a ( nem més mint az

04:30< > o<l izometridnak az A ponthalmazra vett neggzEo-

ritottja. Ezzel a bizonyitdst befejeztiik. [j

EbbSl a tételbdl azonnal adddik, hogy két héromaziy
egybevégd, ha oldalaik pdronként azonos hosszuak. A héromn-
szdgegybevégdgdgok t6bbi eseteit a szdfogalom bevezetdaes
utédn tdrgyaljuk.

2.5.2 |A sikban két s b+ félegyeneshez portosan ery

+’
olyan {f mozgés létezik, amelyik asz a, félegye~

nest a b, félegyenesre transzformdlja.

Bizonyitds Az egzisztencia
' .
‘ igazolésdhoz legyen o¢ az a pdr-
huzawos eltolds, amelyre az dbra
7, , jeltlései mellett o((Pl) = P2

teljeslil, majd kf az a P2 Li-

| _ riili forgéds, amelyik az ~(a, )
Ir‘\\\\‘\f\\‘\4i\$ félegyenest a b, félegyenesbe
forgatja.

Ekkor a Qp A mozgds a tételnek megfeleld.



Az unicftéa bléOﬂJlt?SBhOZ 1cfyan a ({1 éo ¢ 5 eét
T

nepfeleld mozsds. Ekkor a ((2 tfl mozgds az a+ élegye—~
mest pontonként fixen hagyja, ezdrt (f 5 (fl ég Loy

W :ifo rivetlen lke g - . : : [3

A 2

Telintslik a 4) Iendezett egyenest, és fékintsuk
enneglk vélamely (? izometrlaraAvett‘kepét, Definidljuk a
&p(g)'Aegyenesen azt a £'< xéndezéét, amely:efa"q1ﬁﬂ g %’(Q)ﬁ
pontbsan akkor teljesul;'ha' P éiQ . vcgmutatauk hbqy a |
képeryenes igyfdefiniélt rendezése az egyenes /azlomauiLv«
definidlt!/ valamelyik igndeéés vel egyezik meg.

'V'/. ) ) .'-.~‘
B égd A"£ B pontﬁa1~

ISR NN

E
N

aldban, ha a  g'1egyen¢s

ra a ﬂ(é) egyeﬁ99 §a1amé1&ikA < _,axwomatlkuuan definie
élﬁ/ reri ésébeﬁ az allltassal ellentefbbm qﬁﬂv (p( 2)
g QiBU (f(A)) ﬁglgesulnenek akkor az AB’ gaakaSﬁ
képe nem'al umgﬁgﬁﬁljf‘~"ézakééé.lenne,,am1 ‘ellentmondds.
Bzzel é fenti weg Jegyae unkeﬁ'beblzonyltottuﬁgA-v‘_

A fent dcflnlalt (%>(g) é‘) IendGZCut egyenest a  (2,4)
icndGZFﬁt egyenes kepehe}i n@vezuuk. -

2

1

o3 Ha . (g;é ’eS-' ;" 5) két rcndczeut 6¢ yenes,
aklor léteznek olyan moz”asok, amelJc? az 6lsd

‘rendezett egyenest a mésodikba viszik‘ét. Minden

’

ilyen'mozgasvegyértelmuen meghatdrozott olyan pdr-

“huzamos eltolés excdelu,-amelyikva' g’

gayenegt
Snmazdba viszi 8%. Pontosabban fogalmazva, ha a

¢

—

i

nozgds a (g, é). fen6ezett>egyenest a (g’ %)
n

rendezett egyensbe viszi, akkor az Osszes tohbi



ilyen mogzcds (f)= o(\{ alakban irhatdé fel, ghol
o olyan pdrhuzamos eltolds, amelyre o (g’)= (’
teljesll. Ha pedig a g egyeneshez tartozd eryik

féleikot kitintetjik, akkor a Tenti Lf) mozsdaok

ezt a félgikot a g) egyenesnek mindis ugyanabba

a félsikjdba viszik &t.

Bizonyités Az 811litdst leie ry-

szexriibben ugy igazolhatjuk, hogy
a (g,é )ill. a (g’,é) egyene~
gen kitlntetink a novekvd pontok .

irédnydba mutatd g, ill. gj

félegyenest. A g, félegyencat
!

a ) félegyenesbe transzformd-—
T

16 wozzds a tételnek nyilvén me;-

olddsa lesz. A P, kezdlpont
védltoztatdsdval megkapjuk az
Ogszes tételben szerepld mozpdst, és ezekr8l mir kionnyen
kimutathatdk a tételben leirt tulajdonsédpok. A részletes

bizonyitést gyakorlésképpen az olvasdéra bizzuk. E]

6., § Térizometridk

A térizometridk vizsgdlatdndl gyakran felhaszndljuk
azt a tényt, hogy egy valddi szakasz felezdpontjdban a sza-
kaszra dllitott merSleQGS‘sik pontosan azokat a pontokat

tartalmazza, amelyek a szakasz két végpontjétdl azonos
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tévolsdgra vannak. Bz az $11ités a sikbeli analég d11litdg-
hoz hasonldéan igazolhatd, ezért a részletes bizonyitdet az
olvagdra bizzuk. |
2.6.1 Ha az o térizometria négy ném egy gikra illesz~-
ked8 pontot fixen hagy,.akkor o = id .

Bizonyitds Ha volna olyan Q pont, amely nem egyezne meg

7’ I'd M
az (Q) képével, akkor a Q «(Q) szakasz két végpontja
‘mind a négy Ay i=1,253,4 fixponttél rendre azonos td-
volsdgra volna, mivel |

(2.6.1) |4y al = ety H(QH | 4,00

Igy a négy fixpont a Q «(Q) szakasz felez8 merleges sik-

"Jara 111eszkedne, ami ellentmondas. I ' [j

2,6.2 BHa az ck terizometrla nem az 1dent1Lus leképenca,
és harom nem—kolllnearls pontot fixen hagy, alkk |
az ot @ hérom flxpont gikjéra vonaﬁLoyé tukro“oq;

Bizonyités t'Ismet legyen Q ‘olyan pont, amelyrc Q £%(q),

és jé16lje A a ETQTEB‘ grakasz felezd mer8less sikjét.
Az elozo tetel (2 6. 1} azonosségai alapjén a hérom fix-
pont a [\ sikra 1lleszkedlk, ezért a La o Lzometrla a
hérom fixponttal egyﬁtt a Q pontot ig helyben hagyja. Az
e16z6:tétel miatt ”Qﬁo< = id , és igy étszorZéaSa} o =

= Tp addaik. S - d

2:643 Ket sikra vonatkozo tiikrozés saoxaata nem helyel-
% e*lthgté egyetlen sikra vonatkozd tiikrtzéasels -

A tétel bizonyitdsét szintén az olvagdra bizzuk, mivel
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ac 911ibdo a 2.1.6  tételhes hasonldan i azoliabd.

Dl d Tetazblegen o térizonetridra ‘dn {fa Bk ii=
%€0r¢

(?..6.2) X /\CA e -l (To( (A)

CYVENnyes.

rivonyildg A tételbven szerepld cryenlel lLaleldala a:

/ 3 . . . . ’ . 1
X (ZB\ ik pontjait fixen haryia, cadrt va y srrc a i
vonatkood tikriuég, vasy pedir an identilug l¢iCpouda, 1o
an ubdbbibdl a l—A = id lLidvetheune, auni lehelcblan, I -

.t

a tetelben svercpld eryenldand: cérvinyes. U

4 Tenti foruuldhdl dtesorcdasal an

Cu6.0) o= O
(it o Ta = gy

feleser¢léasi azabdlyt kapjuk.
L Leleomeréldnl gzabdlybdl a 2.2.20 dog 2.0.20 bLodo-
lekben baeonld nddon irazolhatd a kivetlkeund 4 bl i,

Deie Lét aikra vonatkoud tuhru G snoraabtdhan a Ldnyo-
o0k akkor és csalr akkor cserd¢luctdl Lol o valonl,
ha a cikok megegyeunck vagy pédit wor Gl renel o -
ndara. |

+ [l

Auoduowetridk mgrolb,Jn agikokat werOle, oo oiliaktha

trangsformdlnak.
- . ! : " 4 ' P A S R B
DAY Ha ey o £ 1d ég oL £ Uy dsonetrifndl et 1i0im-
, . &y
Liiné pout fixpont, aklor of = {'A-l LAZ s aliol o

Al’ Af, sikok a fixpontolra illeszhcdne’l.
{

Ciconyilog lLepyen Q@ olyan pout, awelyrc & # o((w)
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Ha a fixpontokat A, és A, jeloli, akkor a (2.6.1)
egyenlet alapjén a7 A, fixpontok a 57;?67 szakasz
felezd merSleges sikjéxé-illeszkedhek;»lgy a(Th «  izo-~
metria az- Al; sy Q ﬁem-kbllineéiis.pdntokat~fixen hagy-
ja, és a  2.6.2 téfé11alapjéh'Qk.a( = id vagy pedig
Tﬂo(ﬁ TA»' teljesiil, ahol . Ag"az. A1, A, s Q pontok
sikja. De az eis6'egyenietb6l" K = q:ﬁv kﬁVetkezne; ami a
feltételek miatt lehetetlen, ezért

L =Ty Tap- . | [j

Két metszo 81kra vonatkozé tukrozes szorzatat tsnpclx

korhll forgasnak nevezzuk, ahol tengelyen a két s1k metsaés-
vonalat ertauk, Ryllvanvalo, hog 2y a tengely pontjai 8 forgés
soran fixen maradnak. Ha a ket silk merole~esen met521 epy~"

wést, akkor a tengely korull forgast tengglves tukrozcsnck"

hivjuk. Brrdl 821nten megmutathato, hoby a teng elye eltal
‘eéyertelmuen me¢ hatarozott, és Luggetlen a tukroao 51koL ,'
valasztasatol Sot eny P pont kepe az az ebyertelmuen  A

| meghatarozott P pont, amelyre a PP czakasz meroleges a
' tengelyre, és azt felezd pont;aban met321. Ezeck 1”8701é€é-‘
‘val gem foglalkozunk, mlvel bl onyltasuk mebegyealk a gik-

| ban_a centrélis tuquzesekre_vonatkozo hasonld allltesok
,bizonyi%éséval. Bizénjités nélkuk jegyezziik meg avforgésok‘
Akovetkezo alaptulagdonsagalt ig. | | |

2.6.7 Két kbzdg hatarolo egyenessel rendelkezo félsikhoz

pontosan egy_tengelyes forgds let321k, amelyik az

|
{
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Ha pedig az o = (TAB Q'A :Lzometxlanal az egy-~

mést metezd A 1 ‘és 44,2 SlkOk meroleﬂesek a A 3 gikra,

akkor gz £ 1zometrlat foraatva tukrozesnek, vagy a

q’[g 3 LA LAI LA 5 Tﬂl T‘AB felcserelhetoség mlatt

tukrozve forgatésnak mondjuk. Abban az esetben, ha a hé-

rom gik paronkent merSleges, aLkor az 1zometxlat centralls
tikrdzésnek nevezzuk amelynek centruma a hirom sik met-
szespontgae A 31kbell analéc éllltashoz hasonloan megmu~

tathatd, hogy ez a centralls tukrozes is fuggetlen a paron—

ként meroleges 51kok valasztasatol, es ng P pont kepe
az az egyextelmuen meghatarozott P pont, amelyre a PP’
szakasz felezopontga a C‘ centrum..‘ | |
Vegul az o< PCA TAB 742 lAl alaku :Lzome't;:rlakai
ahol o ' '
Mg , A .LAl, A‘4J.'A -

csavarmozgasoknak nevezzuk /1d. a fentl 3. abrat/ A csavar—

mozgésoknsdl is ervenyes a o o :
((TAL;'TA )(TA TA) ('TA TA )( A )

felcserelese Lathato, hogy a parhuzamos eltolesok és a ten-
gely korull forgasok lenyegeben olyan csavarmozgasok, ame~
lyek nem tartalmaznak forgas 111. csuszﬁatas reszt Ezért

az olyan csavarmozgasokat, amelyek két 81kra tﬁkrﬁzes SZor~

zataként nem fegezhetok kl,'valodl csavarmOZﬂasoknak nevez~

zlk . v :
| Még rﬁﬁiden-a<pérhuzamosjéltolé50kkal foglalkozunk. Az

ezekre vonatkozd alaptulajdonségokat is bizonyitéds nélkul
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kidzoljlik.

2.6.8 |4 pérhuzamos eltoldsok Abel-féle transzformdeid
cagoportot alkotnak.

A pérhuzamos ¢ltoldsokndl a tikrizd uikokat tetoal-
legesen pérbuzawosan eltolva az é1ltaluk meghatdro-
zott pdrhuzamos eltolds nem véltouik.

Két ponthoz pontosan egy pdrhuzamos eltolds 1léte-
zik, awelylk az egylik pontot a mdsikba transafor-
mélja.

A pérhuzamos eltolédgok minden egyenest ill. sikot
tnmagukkal pérhuzamos egyenesbe ill. sikba transz-

formdlnak.

’

Az é1litédsok bizonyitdedrdl csak annyit jegyzlink weg,
hogy a pdrhuzamos eltoldsokat két centrdlis tiikridzés szorza-
taként kifejezve a sik esetében ldtott analdg tételek rendre
igazolhaték,

2.6.9 |Ha az ol térizometridnak egyetlen fixpontja létezik,
akkor olyan forgatva tikrozés, amelynél a hérom tiik-
r&z6 gik a fixpontra illeszkedik.

Bizonyitds Legyen @ Q oplyan pont, amelyre Q # o (Q)

érvényes, valamint jeldlje Z&B a 672755 grakasz felezl
mer8leges sikjdt. 4 62.601) azonogsdgok alapjén a fix A
pont a AB gikra illeszkedik, és igy a TABD( izometria
a Q és A pontokat fixen hagyja. Ezért a -QJAB o vagy
az identiikus lekdpezés , vagy a Q4 tengely kdriili forgsds

vagy pedig TA?o( = (TA,,» , ahol a Ay a QA tengslyre
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1lleszkedik. De a _TA 30( = id ég ,TA3D( =_Q]A# egyilke
sem teljeslilhet. Ugyanis az utébbi, ssetben az o g
A NAy# 9 tengely mlnden pontjét az elsd csethen pcdl'
a A mlndan pontjat flxen hagyna, ami g tetel feltétele
alaD.]an lehetetlen. Tehdt

' 2t A

T4, xo= AZTAIL ’
ahol A 2/'\‘ A 1 = QA . Ebb8l Stszorzdssal

o=ty tay tay
adddik. I\T;yilv’a’_nvaléan kapjuk a. Alﬂ_Azn AQ = 4 azonoge

sdgot ig.

Legyen ) :=AlﬂA2 ég s :=A3/\A2 . a l;é'b et~
gzéspont. Forgassuk cl a tl koril a Al és A gikokat
) )
olyan Al R A2 mkokba, hogy A ..L.Az telgesulgotu Tizelk
)
‘utén a A és A snlrokat forgassuk el g 2 ‘,—-A {/}A

tengely korul addlg, hogy a A merSlegesen meuse a A 7

g A _LA2 , valamint ,ﬁ /]A /Mé

sikot . Ekkor A —LA é
14

= A telgeoul‘., Igy asz izometridra

oy o oy o
o« =TA3TA2/\[-§1 =TA3 (-z‘ﬂ)z. Ld)l =Tﬁ;3 Lﬁ”z Z.‘s’-;

si

Pd

- addédik, vagyis az o« izowmetria forgatva tlkrdzés. D



= 66 -

2.6.10 |Ha az o ' térizometridnak nem 1létezik fix pontja,
akkor az ¢ pérhuzamos eltolds vagy csusztatva
tiikrozés vagy pedig csavarmozgds.

Bizonyitds Legyen a - Q pont ismét olyan, hogy Q # of (q)

teljesiil, és legyen a Z a Q «(Q) ozskasz felez8 mexrd-
leges sikja. A q-’z o«  igometria a Q ponmtot fixen hagyja.
Ez az lzometria nem lehet az identikus leképezés, wmert ki-
1b'nb‘en & = (\LJZ dllna, és az o a 2. sikot pontonként
fixen hagyns. IEzé.rt a kordbbi fixponttételek alapjdn a K5

vetkez6 esetek léhetségesek0

i‘a l TZO( = ‘TA ‘
2. :, Tzd = sz Tﬁlp ahol Al %Az ég
. . . ' Qe Aln Az °= tl ®
30. ‘ ‘T’/z L = TA BTA 2 T@lg ahol Alﬂ Aznﬁ 3 = Q °

Az 1. ésetben o(- ‘T‘z TA o €8s a z ~és A sikok
nem metszik egymast, kulonben ezek metgzete fix lenneo Tee
hét ekkor az o pdrhuzamos eltolds,

A 2. esetben a A2 ¢és A 1~ sikok a %, tengelyben

metszik .-egyinést . Ez a te}ngély nem metsz bele a Z  sikba,
mert kiil'd:n‘ben ‘a metézet‘iik az a(. ﬁZOmetxiénél fixen marad-
na. Jelolguk at a 23 sn.kot a AB jellel. Ekkox
o = P(AB A2 TA]_ °

Forgassuk ol a A, és A, sikokat & ;- tenge‘ly K=

riil addlg, hogy a A2 merolegesen messe a A gikot 'a_ 't2’

tengelyhen°



Ezutdn a t, tengely koxul forgassuk el a AB és

N
A2 sikokat addlg, hogy a. A merolegesen messe a 5)1 gl -
kot, és 1gy a A o parhuzamos lesz a A sikkal. Ekkor az

N » _ ) __‘) w T
o(-TA3T42 8, =Ta,Ts T41~743742Ml

]
1zometrla csusztatva tukrozes, higzen a A //A o és

A _L A A .J.A relécidk teljesiilnek.
A 3. esetben jelsljlik 8t a 2  sikot a 4'14 jellel.
Ekkor o | . | N i |
ry v
| O(=TA4L43T421A1°
wivel a 4, A29A3 sikoknak egyetlen kozss pontjuk léte-
zik, ezért a 2.6.9 tétel bizonyitdsa alapjén feltehetd,
‘_ hogy a Al ég A o sikok metszlk és merdlegesen metszik a
AB gikot. Legyen 1t := A 1” AZ o }ia a A4 pérhuzamos
a AB sikkal, akkor az oK nyilvén csavarmozgds. Ha pedig
A 4 \HAB B akkor a kivetkezSképpen jérunt .
A A‘Z sikrdél feltehété, hogy mer61u; sh 811 nemcsak
| a Aj gikra, de a A.4 si?kra ig, me'rt l{iilﬁf]ben a Al és

‘ A 5 sikokat addig forgatjuk a t me‘tszésvonaluk korul,

|
T



amig a zﬁp képe mevdlerasen nan welasi a A aikote Iildron

tovéhbra ig a A'l G A o ikol a % 'i‘,(‘;n('.\;(‘,‘lybgn malrigil

Q n:\
B

pa—

<

coywéot éo werdlepenck a A, wi

4

wa, tovéhhd a A.]gﬁzp Aq
gilkoknak egyctlen kdzis pontjiul létezik a pont. A A y |
nem illeszkedil erre a (Q pontra, mert kiilonben az o g

Q pontot fixen ha;-ynsd, ezdért a A:} s A 4 gilkok tp
mctuzdéavonala, 111l. a Z§1 ég Zﬁg gilkol tl netazdavonala
kitérd egyenesek. Ugyuuakkor a merSlegescéri vigzonyok uiatbt

a kivetkezd felcoeréléseket vépezhetjik el.

o= Ta, Ty, Ta ,Ta, :.(TMTAQWA , Ta ).

liivel A 41132 és AB"LAl , 6zért az o a fenti wdrd-

~

jelezés alapjén nem ude mint a s és t, tengelyekie vo-
natkozd tikrtzések szorzata, tehdt

Lesyen wmost 92 1 a tl lyeuesre 1illeonlkedd ég a t2

eoyenesgoel pdrhuzaunos sik, il1l. SE 5 @ tg €. yenegre Ll-

leszkedd €s a tl eoyenessel pdrlnzamos sik. ifa 2:1 1ill.
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Z, a %, ill. t, tengelyre illeszked és axz 521 és

922 gikokra merdleges sikok, akkor;
T =T, T T ;,Tz T
z, A2y o Ry

t ,”t2

1
s igy a merdlegességi-reldcidkbdl adddd feleserélési sza-

bélyokat felhagzndlva az

1

o & o
L -Ts LzlLQZTQ

oy
?(==7f2 2(t3222L z 1= >

1
egyen16ségst kapjuk. Egzerint az.- o¢ valddi csavarmozgés;
hiszen 52] I Q 5 , a 2 12 Z 5 Sikok merSlegesen mebszilk

an SQI)SBF,'sikokat, és egymést is metezik mégpedig a by

és  t, kitérd8 egyenesek norméltranszverzdlisdban. ]

Az eddigi sredményeket 6sszefoglaiva a kovétkezd téte~
leket kapjul. | |
2.6.11 |A térizometriék Ssszes.lehetséges esetéi a sikra
vonatkozd titkrozések, a feﬁgely e8riili forgésok,
a'péfthamos eltoldgok, a forgatva tlikrizések, a
ceusztatva tﬁkxﬁzések és a céavarmo%gésokf

2.6.12 |Béruely térizometria legfeljebb négy sikra vonat-

© | kozd tlkr8zés szorzataként &llithatd eld.
A térizometriék is két osztélyba'sorolhaték, mégpedig
a mozgésok ill. az irényitést fordits izometriék osztdlyd-
ba. Az erre‘vonétkozé tétel eldtt néhdny segédtételt igazo-
lun kA. o ' |
| 2.6.13 Hérom .sikra vonatkozd tiikrozés szorzata:csusztatu
| va tlkrozés vagy forgatva tukrGZés vagy pedig
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egyetlen sikra vonatkozd tiikrszésre reduksdlhatd.
Négy sikra vonatkozd tiikrdzés szorzata csavarmogze
g88oe

Bizonyités Ha a hérom siknak egyetlen kozds pontja 1éte-

zik, akkoxr a 2.6.9 tétel alapjdn a tiikrozéselk szorzata
forgatva tiikr'dzés. Ha a hdrom A.UA 2,[&13 gsiknak nincs
kdz0sg pontja, vagy egynél tiohb kizbs pontja van, akkor au
izometria sikra vonatkozd tﬁkrb‘zés vagy pedig csusztatva
tilkrozésa. |

Ugyanis, ha a hérom sik egybeesik, akkor a tikrozéselk
szorzata erre a kizds sikra vonatkozd tilkrozés.

Ha a ‘hérom. sik kozbs tengelyre illeszkedik, akkor a
Al és A , s®ikot a k6268 tengely kil addig forgatijuk,
hogy a A’z egybeessék g A.B si-klcal, és ekkor a sikokra vo-
natkozé tikrozések szorzata a A71. sikra vonatkozd tilkyiozds,
higzen | ’ & -
TA;[A Ry C=ta,Tay Tl < Tal

Ha pedig a hdrom siknak nincs k8z8s pontja és pdronként
pdrhuzamosgsak, akkor a Al és Az sikokat pdrhuzamosan tol-
juk el, egészen addig, hogy A’Z = AB teljestiljon, és
'I'ék.ko'r a tiik:r'dzések szorzata ismét a A;_ sikra vonatkozd
tilkrszéare reduké16aik.

Végilil, ha a}hérom giknak nem létezik kiOzls po‘n'bja, de
kbzlilik kettd egyenesben metszi_ egymést, akkor a 2,6;10
tétel bizonyita’sa’nak mésodik esete alapjén az of =

‘ LT g T N . - . .o ’
= AB A2 -LAl izometria csusztatva tiikrozés.
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Ezzel a hérom sik kﬁlcsﬁnas helyzéteinek lehetséges
egetelt éttekintettuk, és az elsb éllltést beblzonyitottuk;
Véglil teklntSUk a négy gik egetét és az izometrig 1egy6n az

o= Ta, Vo, Ta,Ta, .

Ha a Al’Az’ A - sikoknak egynél ‘cobb kozos pontja
:léte21k, akkor 8z ezekre vonatkozo gzorzat egyetlan slkra
vonaktozo tukrozesre redukalhaté, 1gy az a( vavy tengely
'korull forgés vagy pedlg parhuzamos eltolas. .

_ Ha a Al’ AZ’ A s:.koknalf efryetlen kozos pont.]a lete-» o
ziﬁ, akkorva 2. 6 lo | tetel 3. tesetenek blzonyitésa‘
,alabjén éz o< - csavarmozgés. Megjegyezzhk, hogy az ott kozolt
.3blzony1tas akkor is alkalmazhaté ha a A éthalad a kozos

Q ponton, csak ebben az esetben az o két egymést metszo

-.:tengalyre vonatkozé tengelyes tukrozes szorzatakent 811 eld.

‘Mivel ekkor az S? és 52'2 31kok egybeesnek, ezert ebben
: .az esetben az o( 1zométrla olyan tengely korull forgas,»
. ame1ynek tengelye ethalad a Q ponton. _ o |
_' Vegul azt aa esetet v1zsgalguk, am:.kor a Al’ Ag, AB '
'fsikoknak nem ' letezik kozos pontguk. Hag ezek paronkent pérhu—
ﬂzamosak, akkor a raguk vonatkozo tukrozesek szorzata egyet-
len sikra. vonatkozo thkrozesre Iedukalhato, ezért az o< pér~
 fhuzamos eltolés vagy tenbely korull forgés. Ha pedig a harom
7 sik kozdl ketto egyenesben met821 egymést, akkor ezt a let

- sikot metszesvonaluk mentén elforgatva elerhetguk ho gy a

3
. huzamos tengelyekhen.

'_A A A'  sikok paronkent messek egymast paronként par-
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Jeltlje t a Al ég A2 netszégvonaldt. la a 4,

/

2,

€y A4 pérhuzamosak, akkor a AB eg A4 alkolkat toljuk
addipg pérhuzamosan, migza.AB éa a t webtezele nem az U~
reg halmaz. lla pedig a AB éa A4 a by egyencoben metoni
egymdat, akkor a AI3 és A 4 gikokat a t ¢ tengely kirlil
forgasouk addig, hogy a Aza gik messe a t, tengelyt. Try
mindig elérhetd, hogy a Al’ AQ, AB gikoknak 1étezz‘ék
ktzba pontja, ég gy ezt az esetet a mdr vizspdlt esetekre

vezettilk visgza. D

Késbébb gzlikséglink lesz méy a kovetkezd tételre is.
2.6.14 Nésy sikra vonatkozé tlikrdzés szorzata nem helyet-
tegithetd egyetlen sikra vonatkozd tlkrozéssel.

Bizonyitds Négy sikra vonatkozd tiikrdzés szorzata csavar-

mozg8s, amelynek vagy nincs fixpontja /ha az o pérhuzanos
eltolds vagy valddi ceavarmozgds/ vagy pontosan egy egyenes
pontjai fixek /ha az o vélddi tengely koruli forgsds/ vagy
pedig minden pont fixpont. Ezért ez az izometria nem lelet
egyetlen gikra vonatkozd tikrvzds, mert ennél a sik pontjai
fixpontok. : N _ []

2.6.15 Péros szduu sikra tiikrdzés szorzata két"vagy négsy

sikra tikrozés szorzatdra redukdlhatd.

Bizonyitéds Ha hat sikra tikrdziink esymds utén, akkor az

elsS négy sikra vett tiikrdzések szorzatédt hozzuk csavarmosz—

g8s alaskra, és az ebben szerepld sikokat jeldlje rendre
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) ) 1 - o j
1,.2{,3,401\ 3 eg 4
gikokhoz vegylik hozzé az ere~
deti sikok kozlil az 5. dg 6.

gikokat. Exrre a négy sikra

vett tlikrozések szorzatét ig=

mét hozzuk cSavarmo7gés alake

' ‘ . » ra, és az ebben szereplo U1~
 kokat jeldije' 3 4" 5’ 6’. Eklor az 1, 2', 3", 4" sikolk~
ra vett tukrozesek szorzata pérhuzamos eltolas, hiszen ex
ket parhuzamos eltolas gzorzata.’ Dzzel a sikok széma vald-
- ban neayre redukélhato, ami esetlen még két tukrozes B80T ~
-zatara redukalhaté tovébb, |
Altaléban, ha egy szorzatban péros szému tényezl sze-
repel,vakkor mindlg hat szomszedos tenyezot negyre vagy ketm
tore redukalva veges sok 1épeshen az egész klfegezést kettd
_vagy négy tenyezos klfejezésre redukélhatjuk° Ezzel az élliw
| tésf bebizonyitottuk. R - . a Ej_ |

2.6.16,” Pératlah szémﬁ sikra ﬁett tukrﬁzés gzorzata nem
helyettesitheto péros szdmu sikra vett tﬁkro7ce
- szorzataval. ' ' '

Bizonxltas - Az ellitast 1ndlrekt modon blzonyltguk. Tepyhk

hfel, hogy

(T

. X

2n 2n+1

)T = Tl’ avo T , =TA TAQTA Taﬁ
telaeshl valamely szorzatra° Ha a zarogelben levo réozt '
M¢vatszorzasokkal a-gaobb_oldalra étvlsszak, akkor -a jobb
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oldalon péros sok tlkrdzés szerepel, -ami négy tUkrozés
szorzatéra redukélhaté vagyis
) ) )
T2n+1 Al TA ‘l’a Ta
teljeslil. Ez pedig egy kordbbi megéllapitésunk alapjén el-
lentmondés. Ezzel a bizonyitéetb befejeztilk, [J

Azokat az izometridkat, amelysk péros ézému gikra vo=-
natkozd tlkrtzés szorzataként sllnak 516, moégésoknak nevez=
zlk. Ezek nyilvénvaldan csoportot alkotnak,'amel&nek e}emei
a csavarmozgésok. |

Azokat agz izometrlékat, amelyek pératlan szdmu gikra vo-

natkozdé tlkrozés szorzataként éllnak eld, 1ranv1tast forditd

izometridknak nevezzﬁk¢ Mivel két ilyen izometrla gzorzata
mozgas, ezért ezek nem alkotnak reszcsoportot az izometxiak
csoportjdban. Az iranyitést forditd 1zometriék a sikra vett
tUkrozesek, forgatva tukrozesek és a csusztatva tukrozeseko
A térben az alakzatok egvbevagéséaét ugyanugy def1niél~
Juk mint a sikban. Ezekkel a fogalmakkal itt kiilon nem fog~
lalkozunk.

Még. néhény tovébbi megjegyzést teszlink.

///,ff’/’/‘ Ha a térben egy nyilt félsikhoz hozzé-.
1 A 4P vessgzlik az egylk zért hatérold félegyene~
¥ . B . _ ‘ .
'R sének a pontjait, akkor az igy nyert alak=-

4 : C
zatot zdgzldnak nevegziik. Az dbrén & nyilt
: , félsikot A, jellel, & hatérolé zért
;;k,/z’//’y ' félegyenast pedig’ lﬁ_ jellel JGlOlJUk,

és az utébbinak a végpontja a P pont.
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"2.6.17  |Bérmely két zészléhoz egy.és csak egy mozgiy lé-
tezik, amelyik az epyiket a méeikra transzfor~
mélja. | | ‘

- Bizongités Legyen (A4J‘I+)

T
v » 8 T  ég (Z+, @_*;) a két Za’?zléqr A
' A " .egzisztencia bizonyitdsdhoz le-
v o _ + o gyen o<l az a_pérhuzamoa eltom=

188, amelyres of (P)'i Q"+elje~

glil. Bzek ubdn 1epyen U( az a
.tengely korhll forgas, amelynek_ﬁ
'tengelye athalad a . Q ponLon |
. ég meroleges a8 &, ég- 0( (1 )
lfelegyenesekre, ey az‘*E‘(l+)‘_

‘ . felegyenest a g, vfélegyeneﬂbe;
fordltga. Vegul ha 0(3 zua g tengely Poih]l forgad, "
amelylk'az e e (A ) féls:.kot a I felsikha i’ordﬂ,aa,
akkor az O<30< mOZ&BS a tetelnek megfelelo mozgas.

Az unlcitas blzonyltasahoz, ha of és (f Kkét olyan~
mozgds, amelyik a (A‘ , +) zaszlot a (2:+, g+)A zaea]o»_
ra kepezm, akkor az o< Lf moz'as agz ‘l felebyenert is
és a A + felslkot is flxen hagyaa. by az o -1 ‘f sof
metxla vagy az ldentikus leLepezes /es akkor b( \f tqueh
sul/, vagy pedig a A sikra vonatkozd. tukrozes /A a AI
| tarté sikja/. De az utébbi eset nem &llhat, hiszen az o "1\f

leképezés mozgda. Dzzel agz unlcltamt 1s 1~azoltuk. : []’ '
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Végeuzctiil a térmongdsok invaridne sikjainak a kérdd-
aét érintjlk. 4 valddi csavarmozgdsoknak nyilvénvaldan
nines invaridns sikjuk. Igy a mozgdsok kizlil invaridng ol
Juk csak a pdrhuzamos eltoldsoknak én a tengely koriili for-
gdsoknak létezik. Mégpedig az clsé esetben pontogan aszol a
sikok invaridnsak, amelyek az eltolds irdnydval pdérhuzamo~
sak, a mégodik esethen pedig pontogan a tengelyre werdleres
sikok képzbdnek le Onmagukra. Az ig vilégos, hogy az inva=~
ridns sikokon az elsS esetben pérhuzamos eltolédgok, a mdgo-
dik esetben pedig forgésdk indukdlddnak, tovduhbd winden ine-

varidng sikhoz a hozzdjuk tartozd két £61tér is invaridno.

Ervényes tehdt a kivetkezd $11itds ‘
2.6.18 Ha egy térmozgds valamely sikot invaridngan hazy,

aklor invaridnsan hagyja a hozzd tartozd Télto-

K

reket 1ls, és magdn gz invaridng sikon sikheli dr-

telemben vett mozgdet indukdl.
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3. FEJEZET

szigEx

\

A sik minden (43 b ) rendezett egyneséhez rendeljlk hozzé az
'egy@ms egyik nyilt félsikjét. A hozzé.rendelést mozgdainvaridns

nek nevezzilk, ha valahﬁnyszor egy n‘a mozgés a (9,5) egyenest a
| (h. L) egyenesb@ viszi, mindannyiszor a (3 ) %) egyeneshez ren=
delt félaikot a (h ) -.-.) egyeneshaz rendel’c féls:u:ba, tramafemél«-
1u. . | | | | .

A ggggot irdnvitotine X #evezziik, ha minden (S ) & )  rendezett

it N e e

egyonsshes mozgdsinvaridns médon az egylk nyllt £élsikjét rendel-
A (%, ) egyeneshez rendelt fél-ikot a rendezett egyenes
go'bbgar Jénak mondjukg. B
3019191 4 siknak p@n‘%msa,n két iré.nyitésa 1étezik. -
Ez az &llitds specidlis kdve kkaménye az alvébbi tételnek,
3el0 20 ﬂ?@t%&eges‘ (?) 4) egyenéé Ar jobbpéré;jét 'k'.itﬁn.tetve poR=
tosan gy iréﬁgibé& letezik, amelyik a (9 ;. & ) egyeneshez a
A%_ félsikaa rendeli, ,
nyités: Ha (h, &) temzﬁeges mé.sik ‘rendezett egyenes, akkor a

: silmozgésolmél 1é.tot’calc alapjén
" minden olyen Y mozgés, amglyik 8
( 3 j 4 ) rendezett egyenest a

(n, L) r,endézett_egyenes‘be viszi,

a A >+.’ £élgiket mindig ugyanabba



a T, Y A,) félsikba trapszformdlja. Definidljuk a (h,4 )
jobbpartjdt a 3 + f£élsikkal. Megmutatjuk, hogy az igy definidlt
Jobb part-rendszer mo'zgéainvariéns. Tekintsilk ehhez a rendezett (b,4)
és ({, 4 ) egyeneseket, amelyek a (g ,’ﬁ ) rendezett egyenesbdl
a ill. th; mozgdsok transzformdltjaként Allnak eld. ELSbbL mogdl-
lepoddsunk alepjén a (h,4) Jobbpartjae Z 1= ¢ (A) £6-
sik, az ({,4) Jobbpartia pedig az G , : = G (A,) 2élsik.
Nyilvédnvald, hogy & )\ = Yy © ¢ =l mozgés a (h,'ﬁ) rendezett
egyenest az (l, 4 ) rendezett egyenesbe w;iszi. mégpedig ugy, hogy
a %, f£élsik ez Q , Téleikba trenszformdlédik. Ezért a (2.3.5)
tétel alapjdn miden olyan S) mozgés, amelyik a (h &) | egyenest az
(£,4) egyenesbe viszi egyben a pa , féleikot az (8] , félsilba
transzformélja. Ezzel a mozgéeinvaria.ﬁciét bebizonyitottuk. A konst- '
rukeciébdl az irdnyitédsra vonatkozé egzisztencia és unicités nyllvéne
valéan kovetkezilk, ' |
Megmutat juk, hogy az irdnyitott sikban minden kBrnek égy Wl

pozitiv kﬁrﬁl;jé;:ésa definidlhaté.

i Pekintsiink az irdnyi-

tott sikban egy O kii.zép—
pontu ktrt. Ennek minden
Ny P pontjédhoz & p = OP

’C 'p > egyenesen vdlasszuk ki azt a
& rendezést, ameiyre _
0 4P teljestil.
A kbr mdsik Q pontjarsl
definicié szerint akkor mond-

juk, hogy a P pontot megeldzi, ha a Q a (p,&) egyenes balpart-
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jdba esik. Ha pediga Q a (‘p',é) Jobbpartjiba esik, akkor azt
mond;uk, hogya Q a P mogdtt van. Az atmérdk végpontgait gzem=

kiztes pontolmak nevezzlik, ‘
Haa Q a P pontot megeldzi, vaéy 's'zémkt_&ktes» pontok, alkkor

!

ﬁj_.g pontjait definicié szerint & P olétti és a .Q_ migdtti
pcmﬁ:ok alkotjék. He pedig a Q a P int‘dtt van, vagy P = Q
akkor a 55 pontjait azok a ponﬁok alkotjék,‘""ameifyek a. P el&’i:i:,
vegy a Q mogott helyezkednek el. Vegylik észre, hogy a ﬁ 1v r
pom:ja:x, k6zé a P,Q végpogtogat nem sorol;]uk 'be. o C
zés 1is definiélhatcs. Az iv két XQY

Hinden

- pontjéra az X LY relé.cié definicié szerint akkor érvényes,, h.a 8%

XI iv a 1% iv egyik végpontjé’c sem tartalmazza. Kﬁnnyen me@mtabm

hatd, hogy ez a ::elécié az iv pont;]ai kdzott teljes rendezést eiefim

nifl. | B |
A 1’;3 ivet az el8bbi definiélt renﬁezéssel egyﬁtt pozgxﬂ,g kb=
mljggéau iw ek nevezzmz.
A definicidbél az is nyilvénvaléan kdvetkez:tk, hogy a silmazg&m
s@k p@zitziv koriiljé:résu :Lvei: pozitiv ktiruljérésu :vae tranazfomélm
nake |

A kbvetkezSkben az ;rggﬂtot;; sikgt (  O )
A tér 1rgmt§s§ hasomléan definidlhats, mint a s:l.ké.

Pekintsiink a térben oy (A"é) irény:ltott ailcot_ és ggy' i{’ ’
térmozgdst. A A sikban vegyﬁnk i'el egy (h, é ) ' égyenaaf,-‘ axﬁélynek
Jobbpartjét a A . jeldli. \f ( A) sikban azt az irényitést tew
kintsiik, amelynél a - ( (.f (n), &) rendezett esyenes jo'bbpartja a

({’ { A ) félsik. Kbnnyen megnutathaté a 'f( A) ilyen mddon dow ‘
Pinidlt iré.nyitésa nem fﬁgg a (h é.) rendezett egyenes vélaaz‘bésé« '



1
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i

t61, é3 a (\() (A ),é)) ivdnyltott mikot a (A ,0) irdnyitott
siknslk e §£ téxmozzdara vonatkozd képének meveszziil.

A tér minden (A,®) irdnyitott sikjdhoz rendeljiik hozzé a
sik egyik nyilt f£élterét. A hozzérendelést mozgdsinvaridnsnak mond-
Juk, ha minden Y térmozgds minden (A ,®) irdnyitott sikhoz ren=
delt f£élteret a («f (4 )9(5 ) képsikhoz rendelt £éltérbe transzformél-
jae

A_teret irdnyitottnak nevezziik, ha minden irdnyitott sikjdhoz
mozgésinvaridns médon az egyik nyilt f£élteret remdeljiik. A ( A, ©)
irdnyitott sikhoz rendelt félteret a sik jobbpartjdnak nevezzilk.
301.3d A térnek pontosan két irdnyitdsa 1étezik.
A tétel itt is'a ktvetkezS allitds kivetkezménye.
30l.4.| Tetszbleges (A, © ) irdnyitott siknak tetaz6leges. F_  Jobb-

partjdt kitlintetve pontosan egy irdnyitds 1étezik, amelyik a

(kaf§) sikhoz az F,_ félteret rendeli.
A tétel a sikra vonatkozé analdg tételhez hasonléan igazolbats, ezdrt

a részletek 4tgondoldsdt az olvasdra bizzuk.

A 8z6g fogalmat eldszdr a sikban defipidljulk.

Jeldljon az’ e, ill. b _ azonos kezdSpontu £élegyeneseket.

e (a,b,) alaku rendezett elempérokat eleni irdnvitoth szbselne
névezzﬂka
Az (a+b+) és (c%d¢) elemi irdnyitott azﬁgeket.ekvivalensnék‘“
mondjuk9 ha 1étezik tf sikmozgds, amelyre tf(aw) = e és
‘f (b+) =&, teljesiil. Nyilvédnveld, hogy az el&mi.iréngitott szogek -
K5z8tt o3 & reldcid ekvivalencia reldcid. Az ekvivalencia osztdlyokat
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- irdnyitots szbgelmel neveszziik, és valamély (a xL) +) elemi 828g dltel

zeprezentdlt irdnyitott ssoget az A (ab) jellel Jelsljik..
3.2.1.|Minden £ irdnyitott satghtz és 'a, félegyeneshez egy 63 csak

' egy.

ropresentdns létézikg o _
mm- Ieé'igyen.az. ‘(é;_’,_'b;)_ az
}WL‘# ({;;)- - 'a( tetszbleges reprezentéﬁsa, éa
L{) az a mozgas, amelyre t (a’) = e,
%e‘lgemﬁl, Ekls:or nyilvém'alé, hogy az
LA (b )) eleni irén.yitott BZOE |

' ’va,z o . szﬁgnek az az egyetlen repre-

4 zexrbénaa, amelynek elaé’ komponense .

: az a+ félegyenese . | ; [:1
Az K és ' (3 iréngitott szogekhez vé.la,eszunk

Lo k) e d )

alakn reprezentdnsokat. Az oK 68 /3

ge definlcié szerin’c

(3.2.1.)  k+f = £ (ap)+ AL (bo) =K (ae)

- irdnyitots sz6g. o |

3.2.2.] Az irdnyitott szagek Usszege fliggetlen é reprezeﬁténsok'vélaszté- .

8dtél. Az iré.nyﬁztott szdgek é.z BsQZeadésra néz#e Abel csoportot A

| aixotuak, o o o

N izomi:éso Ha az 6sézeadésné.l az A= A (é’ ,b’) 3 f A, ('b c,') :

reprezentmokbél indulani ki, a,kkor 1egyen (./7 az a mozgés, amelyre |
(_f (a+) = a.+ el‘;jesfila Az 18268 ﬁétel miatt gf)(b+) = b+ és
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Lf(c_'_) = cl is teljesll, ezért

£ (ap) + A (Bo)) = A (1) = £ (y(a), ¢ (b,)) =
] A (a+b+).
ami az els8 &llitdst bizonylitja.

Az U8szeadds asszociativ, mert az

0<ﬂ A (a+b+) ’ (5 L] A (b*,c"_) ’ 'X:ﬂ‘i (c+d+)

szbgekre tetszlleges zéréjelezés esetdén mindig
X + ﬂ + Y =4 (a+d+)
adédik.

Az egységelem szerepét az A (a+a+) un.n. nulla szdg Jjdtssza,
tovdbb4 valamely A (a+b+) 8z6g inverze a. A, (b+a+) 8258
Ezzel bheléttuk, hbgy az irdnyitott szdgek az Gsszeaddsra nézve csopor-
“tot alkotnak.

Még megmutatjuk, hogy az Osszeadds kommutativ.

c - '
+ | A y= & (ab) ésa
§ = £ (ve,) szdgekre defini-

cid szerint

Y -Hg-_azﬁ, (ac) .

¢ Y '
‘ Ha a félegyenesek kezdSpont jdt
Q

¢ Jjelsli, akkor legyen <X

111. # ez a C kbriili forgds, amelyre o (a,) =0, 111, F (b)) = a,

teljesiil. Mivel o<($ = (u , ezért
§iy= A (bo)+ 4 (ab) = A(be)+A (ka) (b)) =

= A (o) Ale, LB =4 (b L)) =& (f5)),
pre)) e A (Fm), L B = A (s, L () = & (a0 =

-Y-l-é_‘,
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‘eml ez &111tdst bizonyitja. R

Az :Lrényi’co’ct szégek. kozott regdezés is definiélhaté. _

A sikot irdnyitottnak tekintsﬂk, és x,/s | irényitott azogek- )

" hez tekintsiink of = .é, (a b, ) ﬁ £ (a ,90,) alaku reprezentdn-

sokat. Az ,b+,c félegymesek ¢ kbzos kezd6pontja; koriid ve~-

: gyﬁk fel az egység surgaru kort, amelyet a félegyenesek rendre az
A,B,C pontokban metszenek. N |

- a.;,,v- nak mond;]uk (;)elben

A /3 szdget az o« ezognél nagy '
{H:a( )s ha az ﬂ} iv az .@ ivet tartalmazza.,,

A def:l.nicié‘bél léthaté hogy az irdnyitott szogek kazbtt ilyen |
| médon teljes rend ezést definiéltunk. |
Valamely a_ félegyeneshez ;jelol;]e a_ a8 kiegészité’ félegyeneat.v

Az & (a, &, ) szoget Mek az .é, (a a ) szdget pedig eg;zegeg
£8z6gnek nevezzﬁk. Az egyenes szﬁgnel kisebb szdgeket _l_cm_ ek° a ;_
'nagyobbakat pedig kopkdvnak mond;juke ' ' o l

' Bﬁivel a konkév szogek: kbzti rendezés megvéltozik, ha a sik ellen-» o
tétes irényitéséra tériink é.t ezért a fent definiélt rendezés a sik |
irényitésétél nem fiiggetlen.

A kﬁvetkezﬁkben az irdnyitot : definiélduk- |
Az L= & (a bJ,) sz0ghtz az A 111, a B az a+ 111, by 261~ T
egyeneseken a kezdoponttél egysegnyi ‘bé.volségra end pontokat 331611,_‘ .
a B’ pedig a B pontnak az a tartéegyenesén vett mer6leges vetu-  '

1etét; :,]e:!.olio Ax o< 8208 einusa definicié szexrint a '

(3,22..) sin o : uZ(BBl

) érték ahol £== 1 s ba &z konvex, S w0, haaz of az'egyenes
8708, és 5- -1, ha az a( konkév. | :

A definiciébél nyilvénvaléan kovetkezik a
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(3.2.3.) sin £ (eb ) = ~ sin A4 (b,8,)

veszefiiggés,

Az alébbiakban a forgdsok szogét d’efiniél;]uk.

A ¢ centrtzmv‘. l( forgdshoz tekintsiink ¢ kezdSpontu a . Jel= |
egyenest, .
3.2.2.] Az A (a , L{?(a )) un.n. forgdsszdg az a, félegyenea vélasztd-
s84t6l fliggetlen.

Két azonos centrumu forgds szorzatdnak forgdssudge, az egyes

forgéeszigek Usszegdvel egyenld.
Blzonyitéds. Haab, mdsik C kezdSpontu félegyenes, és [3 az a C
centrumu forgds, amelyre {&(b,{) = a, teljesiil, skkor az X@ = /30(

felcserélhetSséget felbaszndlva a kivetkezSket irhat juks
A (b, % () =& (f(1,), px (b)) = & (s, «f (b)) =
- 4 (a, o (b)) .

Bzzel az elsS 4llitdst bebizonyitottuk.
A mésodik 411itds bizonyitdsdhoz legyen oL és f‘ két C centrumu

forgds, és a, C kezdSpontu félegyenes. Ekkor

+
A (3, 4 () + & (L (a),6(a)) = & (a, fix (a,))

ami a mésodik 1litdst bizonyitja. a
A kévetkezSkben az irdnyitatlan szdg fogalmét vezetjilk be, és

minden ilyen szdgh0z a sz6g U.n. gogipusdt is definiéljuk!;‘
Az elemi irdnyitott szbgek kozott ismét egy ekvivalencia reldci-

ét vezetiink be., Most aklor mondguk, hogy az (a ,b ) elani 8z6g re-

' 1éciéban 4All a (o od ) elemi sz6ggel, ha 1étezik olyan Lf dzometria,

- amelyre (,f (a ) = c, és (f (b+) = d_ teljeslil. Ez a reldcié nyilvénvaldan
| ekvivalencia, és az ekvivalencia osztdlyait ir tatl zogeknek ne-



vezzilk, Valamely (a b ') elemi szbg d1tal reprezentdlt irényitatlan
széget az A (a b+) szimbélummeal, jeldljﬁk.

Az irényitatlanség @lmvezést a kovetkezé’ sz:.metria indokol;jm
(32.4.) d(ab)e .i(ba ) .
,  szfrain vegylik fol
e C csuestdl egysegm %évol«

vBizogy;itéa. Az (a.+b) elemi 82z0g a, :1,11. b

ségra 16v6 P 111, Q@ pontou

\

htg ‘valamint legyen m a PQ

_ szakaszra mereleges ésa C
csucsponton &thaladd egyenss..
Ekkor az Sm( tikrozés az a_'_

_ ‘ és b, félegyéneéeémt sgynés-
'sﬁl felcseréii, am:!.az éllitést igazol;ja.‘ . ‘ | D ’
| Tekintsik most az o hényitatlan szog valamely (a 'b ) reprem '
- zensté.sat, és az & félegyenes "a" | tartéegyenasen tekim&sﬁk azt. a
< rendezést, amelyben a félegyenes a pvekvs: pontok irényébva mutato
Leg;ren tovébbé Q a 'b :félegyeneaen a 0 osucstél egységnyi tévolaégra
1évé pont, valamint Q ennek me:roleges vatﬁlete az "a"" agyenesen.
Az & szog coeirmsén a c és Q pontok: elSjeles tévolségét ért;jhk, :
.vagyis , : .‘
(3.244.) cOSo( = cosé. (a b ) : = z’lc Ql s

ahol E~a+1ha.c Qés i--s-l ha (,C.
\ Vilégos, hogy az elobb de:&’iniélt cosimzs értek a szog reprazentép

. sé.n.ak vé.lasztésétél fﬂggetlen. Igy pl.
/
(3.2.50-) cos A{, (a b ) = ¢Os 4 (b a )

szinnnetria is érvényes. '
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Még roviden a szdgfogalom térben torténd definicléjéra tériink ki.
Megjegyezziik, hogy a térben az irdnyitott sztg fogalma nem vezethetd
be, mivel minden (a+b+) elemi szbghdz olyen térmozgds is létezik,
amelyik az a és b + félegyenoseket egymdssal feleseréli. Igy a tér-
ben csak az irdnyitatlan szogeket definidljuk, és ezeket is a sikbeli
esethez teljesen hasonlé médon. Az ezekhez a szogekhez rendelt cosi-

me érték is az eldbb leirt médon vezethetd be.

Végil a Xkiilonbozd térelemek kiozti hajldsszdgeket definidl juk.

z
A . L
Ne, | b, &
e & e+
€. e
124

Két £élegyenes hajlisszigét ugy értelmezziik, hogy a két félegye-

-

nest pdrhuzemos eltoldssal kbzis kezdSpontu félegyenesekbe toljuk, éa
az igy nyert elemi szdg 4ltal reprezentdlt szdg a két félegyenes sz~
ge. Mivel ezek az elemi szdgek csak pé.fhuzamos eltoldaban kiildnbvznek
egyméstél, ezért ez a szdg egyértelmiien meghatérozott.

Petszdleges e félegyenes és Z  aik szogét a kbvetkezd képpen
definidljuk. Az e, félegyenes 2. sikon vett merdleges vetiiletét az
m, jellel jeloljiik. Ha az m, _egyetlen pont, akkor az e + éa a"‘ pa

+

merdleges, ha pedig az m, ponthalmaz £élegyenes, akkor az e, és a

7 szbgek definicié az e, és az m, szige.

A koz0s e hatdrold egyenessel rendelkezd 2 1 és Z , £él-
sikokbSl az e egyenesre merdleges sikok (mlgmz) félegyeneseket met-
szmenek ki. Ezek szbge egyértelmiien meghatdrozott, amit a =z 1882,

szdgének neveziink,
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. -amelyre vona.tkozé tikrSzés az a

egység suéamkﬁirt, amelyik éz Vﬁ-‘._a+' 111.‘

pontokban metszi.

Az e szagfelezﬁ azon 0 végpontu e,

ﬁ ivet metszi az (a b ) 3

3 _Az O csucsu (a, b ) elemi sz8g-

hoz 'bekintsﬁk azt az o egyenest,

+9

‘b, félegyenescket felcseréli egy-

*

' méssel. Az e egyenest az elani |
| . 8zdg sz0gfelezd emyenesének nevez-
'v'iff  zik, Ha az elemi szdg sikja irduyi-
 tott, akkor rajzoljwnk az O kiré

b, félegyeneseket a P ill. Q

£élegyenesdét, amelyik a

z{ik.

Tekintsiink gy O kozéppontu ﬁ ivet, és az iv rendezését figye-w

lembevéve vegyﬁnlc fel ezen az iven. egy

?—.-i? |

P9P4P5P~..._P Q

beosztést. A szmnszédos 08z~
vbtﬁsponto'kat_ 3sszék5tve az ive .
be irt Vol kszelitcs poligon

M2Q) jellel jelslt ivhossza

: hossza z l

definiciéd szerint ez

a.hol As beosztést jeldli, a szuremmn pedig az osszes beosztéara nézve

‘ értendﬁ .



A definlcidbél kdzvetlentt lathaté, hogy az izometridk az ivek hosz-
8z4t valtozatlanul hggy;jék. Egy teljes kor kerilletét az A (PP) szdm-
mel definidljuk. Nyilvénvals, hogy ez az érték fiiggetlen a P pont
vdlagztasitdl.
3¢3.1.] AZ ivhossz additiv, vagyis egy iv minden P<$Q<4R pontjéra

S (RQ) + X(QR) = ) ()
teljesiil.
Bizopyitdgs: Ha a ﬁ'l ivben olyan kdzelitd poligonokat tekintiink, eamelyek-
hez a Q pont t&i}réspontként tartozik hozzé, akkor az ilyen poligonok
ivhosszainak szuprémuma nyilvédn nem mds, mint a fenti egyenletben a bal-

" oldalon All6 Usszeg. Ezért

MEQ) + A(QR) £ ) (ER) .

De ha azt 1s figyelembe vesszlik, hogy a ﬁ iv tetazlleges kézeli«
6 ;;oligonjé.nak a hosszdt noveljik, vagy vidltozatlanul bhagyjuk, ha a Q
pontot kdzrefogé f;iiﬂ iv esetén a '13';1?1 4 burt kicseréljik a f‘-’i'cz és
a_fiq-l hurokra, akkor ebbdl mir megkapjuk a bizonyitandd azonosségot, hiszen
az utSbbi megjegyzésbSl ) (PQ) + ) (QR) 2> D(PR) kovetkezik. Ol
3.3.2|Minden £} iv hossza véges szém.
_Bizonyitds: Az el&bb igazolt additiv tulajdonsig miatt elegend§ csak az
olyan ivek hosszdnak kor‘.!.étosségét' igazolnunk, amelyekre az OP  és
OQ_I'_ f£élegyenesek a konvex vderéksziignél nem nagyobb sziget zdrnak be.
Tekintsil a P§ iv egy ‘B4R foue £ Pn-lé Q beosztdsdt (1ld. az
ébrét.)v és egy .1"_514_1 .hur Pi ill. .?:1.-4-1 végpont jain 4t huzzunk pirhu-
zamosokat az OP ill. az 0Q egyenesekkel. Ezek az egyenesek egy Ri

pontban metszik egyméat. A hiromszbg-egyenldtlenség miatt
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l i i+1[<l l"'l :5..;.11
és ozeket az egyenlo’clenségekat 6sszeadva a Z [P R, |= IOPI és 2. [R P ol =
= |0q| miatt |
Z | 2325402+ lle

addédik, Ezzel a tetel‘b bebizonyitot’tuka
303030 Ha a k6r valamely :mgz:;.tett P pcntjébél I:Lindulva. a.Q pon‘b pPo=
z:wiv irény'ba.n korbefu‘c, akkoz" az A (EQ) ivhossz~fiiggvény szi-

goruan monoton ndve a 0 és a kbr X keriilete kozttt minden értéket

felvesz. _ ‘
 Bizonyitds: Vildgos, hogy az ivhossz aaditiv'tﬁlagaonséga miatt e Fliggvény

szigoman monaton né, hiszen 8 Q

R* ' ' I S és Q pontok k8zt1 iv hosaza
AN A |
R \ S o nagyobb, aint a QQ’ ur hossza.
. \Y e : : T
s - Igy csak a folytonos nivekedést kell
AN 4 S o - s
D \ . ‘dgezolnunk, Ezt a tulajdonsdgot is
e T3 (e sdditiv tulajdonsdg miatt) ele-
0 P Py , - gend§ csak abban az esetben vizsgél-

mink, amig a Q pon’a pozi‘biv n.rény'ban addig az R po.ntlg fut, amelyre 8z
.OP_’_ felegyenes az OR :Eéleg;yemssel konvex derekszoget zé.r be@

| Legyen m & PR szakasz felezé"merSlegese, amelyik a PR ivet az M
pon‘bban metszi. Ez a pont :felez:. az ivet, mivel a PM iv egybevigb az M'R
ivvel. v N
Az N pohtban éllitsunkaz m egyenesre ééy mex"é’_leges egyenesi;g. émeiyik az
0P és OR egyeneseket a VI' % 11l. az ~R* ‘pontokban metszi. A i’;'ﬁ;
szakasz minden Qy pcntjéhoz rendeljﬁk hozzd 8 kbroek azt a Q pontgat

amelyben az 0Q % eéyenes metszi a kort. Ma.;ld a I’,,,~ Ry szakaszt a ZP,F pont-

-



bSl kiindulva paraméterezzilk & Py végponttsl mért tdvolssg szerint,
tehdt minden Q, pontot azonositsunk a [Py Q A,ltévolaéggal. Ez utédn
a —P;——f-t‘% szakaszt ugy telkint jiik, mint a valés szémok [O,d] interval~
lumdt, ahol 4 o IP, R¥| . Rendel jlik most hozz4 ennek az intervallum-

nak minden Q%pontjéhoz a 1;3 iv ivhosszit. Mivel a Qup—>Q

hozzdrendelés a P, R/(- szakaszt a ﬁ ivre kilcstnbsen egyértelmiien
képezi le, _sé't rendezéstarté médon, 0zért & \.f (Qp) = 2 (PQ) valds
szfmokon értelmezett vald fliggvény szigoruan monoton né és (.F(P %) = 0,

$Rg)= X/ 4 .4 tételink bizonyitdsdhoz annyit kell belétpunlk,
hogy a L( a [O, X/ 4] intervallumban minden értéket felvesz.

Az ivhossz additiv tulajdonsdga miatt vilégos a L{)(M) =X/ 8
azonossig is. A ?M és I?ft iveket ujre felezhetjiik, mégpedig a felezd-
pontok azok a pontok lesznek, amik az ivb8l a PM ill. MR hurok fe-
lezdmerSlegese kimetsz. Ezekhez a pontokhoz a X/ 16 4ill. 3 X/ 16
érték rendelddik. Ezeket a felezéseket vég nélkiil ismételve ldthatd,

xf"\ hogy a f fiiggvény felvett ér-

e

i

tékei k8z6tt minden m X/ 2K

alaku szém elSfoxrdul, ahol m & k

\

(]
i
¥
N l

nem—négativ egész szémok., Ezek a

]
R, |
: szémok [:O, X/ 41 intervallumban
J t . '
d. CO mindeniitt siixriin helyezkednek el,

ami annyit jelent, hogy az int er%rallumban minden pontnak minden kbrnyezeté-
ben 1létezik ilyen alaku szdm. De a ({(t) szigoruan monoton ns, igy az
elSbb latott tulajdonsdg miatt minden értéket fel kell vennie. Ugyanis

ha a L{’ (t) rfiiggvénynek létezne ugrdspont ja, akkor ismeretes, hogy egy
egész intervallumba esS értékeket Atugrana. Ez pedig ellentmondds wolna,

mert minden intervallumba esik m X / 2k alaku szém. Ezzel a tételt be=~
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bizonyitottuk.. . R I I []
'.L‘ekin‘csﬁnk egy 7L )0 valés szémot. Minden ye']pvams szémra .
y mod ¥ aut az egyértelmﬁ z e [0 XYy ve.lés szémot jeloli, amel yre
y= k)c + z \ valamely k egész azénra. ‘ _
Ennek a jelslésnek a segitéségével a [o X ) :Lntervallumon (emelyik
balrél zért jobbrél nyitott) a lmvetkezé’ * jellel jelolt mﬂveletot
| defiméljuk. Ha z,y € [0 7(), akkor definicié szerint z*y.- (z + y)modx

_ Ez a mﬁvelet asazociativ, ‘mivel bérmely y;z;v e [076 ) Va16B szémolcra '
(y x z)*‘v - yx(z xv) - (y+ z-+'v) mod X .

A mﬁvelet nyi.lvé.n komu’cativ, a 0 elem jétsza az egységelem szenrepét, :
valamint az y E (0 X)) elem inverze a x y € (0 X ) alem, és

0-1 =0, Tehﬁt a [0 x ) intervallum a . mﬁvelettel egyutt Abel cso-
- :portot a.lkot. . ' | ’ '

A szogek mérésére a. kovetkezo tétel vona.tl:ozik. Jelol;je I az iré.-

o n,yitott szogek halmazdt.

3. 3.4. Pontosa.n egy L{): I --9 [0 X) réképezés 1étezik amely
1. Nagyobb szoghoz nagyobb értéket rendel,

2. add.i'tiv, _vagyis ({J(o( +(1) - <f (o<) *C{(/’).
3. Az egyenes szoghdz a 7(/ 2 szdget rende).i.

Bizonyitds. A bizonyitést egy tetszé’legesen rbgzitett 2’0' >Q értékre

végezzﬁk el. Vélassmml: ki az :Lrényitott sikban egy a félegyenest, és

+
minden o( iré.nyitott szoget az (a_,_b.,_) ala.kban reprezenté.l;]uk. Irjuk

az a_ félegyenes 0 kezd0pont;ja koré a X Kertiletil kdrt, amelyet az
4G+ oAt S :
//»-J ’ v AR S a8 P pontba.n a b pedig a Q
' .GL | ) e pdhtbgn metsz. Ha az o( irdnyitott

825ghtz a 7§ iv hoés;ét rendel jiik,

o . /? }_ (_)‘*" o gvkl‘c_lolf _ez a fﬁ‘gg{ény nyilvanvaléan



-

an -

kielégitit a tételben megfogalmazott hdrom tulajdonsigot. Ezzel a
fliggvény egzisztencidjdt megmutattuk.

Az unicitds igazoldsdhoz paraméterezziik az irdnyitott szdgeket
az eldbb levezetett k{)o leképezés seglitségével, és tekintsiink egy
médsik, a tételnek megfeleld L(,\: leképezést. A paraméterezés figye-
lembe vételével a L{);t‘ ugy tekinthetd, mint égy [O Xo) interval~
lumon értelmezett valds értékil szigoruan monoton ndvekedd \{)dz(t) :
fllggvény. Az unlcitédshoz a (f%(t) = t azonossigot kell igazolnunk.
Vegylik észre, hogy az 1. és 2. tulajdonsigok miatt a konvex derékszig-
hoz mindig a Xo / 4 érték, és ennek xo / 8 pareméteril £élszt~
géhez a kf,z is a 2’0 / 8 értéket rendeli. Az utébbi szbget felezve,
és az eljdrdst tovdbb folytatva kapjuk, hogy a k-ik lépésben a

X/ 2¥ 4 pareméterti szvghtz a (fy is ezt az értéket rendeli hoz-
z4d. Ismét a 2. additiv tulajdonsdg felhaszndlédsdval kapjuk a

(fi/ (m ’Yo / Zk 4) =n Xo / 2k 4 (ahol m és k természetes szd-
mok) azonossdgot a [0 XO) intervallum minden mn Xo / 2X 4 alaku
diadikus raciondélis értékére. Ezek a diadikus raciondlis szémok a

[0 X o) intervallumban mindenittt siirtin helyzekednek el.

A %L(t) = t azonossigot a [O Xo) intervallum diadikusan irra-
ciondlis értékére kell mér csak igazolnunk, tehdt azokra, amélyek nem
&llnak e1ld m Xo /25 4 alakban, Ha t ilyen diadikusan irraciondlis
szdm, és tl » by olyan diadikusan raciondlis szézhok, amelyre
ty £ % L t, érvények, akkor a monoton novekedés miatt (f, (%) = t, €
P ()< %, =Lf¥(t2) is érvényes. Mivel ilyen %, és  t, egyméshoz
tetszbleges kozel vdlaszthats, ezért ({% (t) = t , és ezzel az éll:j.téat
igazoltuk. | ' D

A szdgmérést a L{’ leképezés segitségével definidljuk. Ha X = 27:",



tehdt amikor a szog nagysfgit az egysdgkdrbll kimetszett iv hosszdval
mérjiik, akkor az o{ irdnyitott szoghdz rendelt ¢ () értéket a
sz0gnek radifnban mért mértékének nevezziik. Ha pedig X = 360, akkor =
4 () érték a satgnek fokban mért értéke. |

4 ¢ Elemi tételek szbgelarsl

(3.4.1.)‘A héromszogek belss szdgeinek Usszege egyenes Bzig.

Bizopyitds: Legyen a héromsz8g4 ABC és legyen e, &8 B csucson kerosziil

az AC oldallal az a parhuzamesg &l
egyenes, amelyik az AB egyenesnek
# C pontot tartalmazd Lélsikjdba
esik. Ekkor az dbra szerinti of
és 5‘)szagek megegyezhek az < &u

b/ sz0gekkel, mert az a pdrhuzamos

Iy — ES e1tolés,-ame1yik az A pon#ot‘a“ﬁ

| ‘ péntba'viszi egyben az ol elemi azd-
get az 6() elemi szdgbe viszi, toyébbé ha 0 a  5§ szakasz felezdpontja,
akkor az O pontra vett centrélis tﬁkrﬁzés a Y elami'szﬁget a a')

elemi szSgbe viszi. Igy_ A + /? +.b/ =kX)+ /@ + 5’), ami az 411itdst ig&zle

Tl

Egy héromszigben valamely belsd szdg kiegdszitd sz6gét klilgd szignsk

Jja.

nevezzlik, Az el18z8 tétel bizonyitésébél azonnal megkapjuk a kbvetkezd tételt
is. | . |
B.4.2.) 1 & héromézagben barmely kiils§ szdg megegjezik a két.nem mellette 1évd
belsd szﬁg Bsszegéfelav 7 |

(3.4.3.)| Az egyenld szdru héromszﬁgekben az alapon 1év8, két (irdnyitatlan)

828g megegyezik‘egyméssal.
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Bizonyitags: A két szér kozds csucsa az alap m oldalfelezd merSlege~
s8ére illeszkedik, igy erre az m egye~
nesre vonatkozé tengelyes tilkrozés az
alapon 1évé belsd szogeket egymdssal
felcaseréli. Ez pedig az Allitdsunkat iga-

zolja. [J

(3.4.4,)lA hédromszogekben nagyobb oldallal szemben nagyobb szdg fekszik.

Bizonyltéds: Tegylic £el, hogy az ABC héromszdgben IAC]:>lBCl teljesiil.
Jelolje B) 8z KE szakasz belsejében azt a pontot, amelyre ICB)fu ICBI
grvényes. Ekkor az dbrdn 1év8 &
szbgek egymissal megegyeznek. Ugyan-
csak az abrdrél leolvashatjuk az
aldbbi egyenlétlenségeket.

ﬂ>£=o<+z > &,
ami éppen az dllitésunkat igazolja. E]

A fenti tételbSl specidlis esetként adbdik, hogy egy derdékszdgii hé-

romszégben a derékszoggel szemben 1évéE

gik két befogé. Ugyanis ekkor a mdsik két szig
dsszege derékszig, igy killon-kiilon mindegyik kisebﬁ

a derdékszognél.

A kdvetkezd tételben a hdromszdgek egybevdgésigdnak kérdésével fog-
lalkozunk. o
(3. 4.5. )| Két hdromszdg egybevdgd, ha _
L. két oldalak S az éltaiuk kozrefogott szoglik egyenld,
2. egy oldalak s a rajta fekvS két szdgilik egyenld,
3. egy oldaluk, a szemkozti szogilk az oldalon fekvd s8z6gilk meg=

egyezik,

4. két oldaluk, s ezek kozill a nagyobbikkkel szemben fekvs szdglik



Eegyenlé’a |
Bizonvitds: Az 1. &8 a 2. pontban szerepld két hjéroms‘zag két egymésnak
nalk m@gf@l@lﬁ eg&@nl& oldala legysn AB és FE. Ekkor a két hdrom-
szdget trividlis mddon vezy az o .iﬁazgés ‘E:raiisz:fcma’lja egybe, amelyilk
a% .E BZukapat az ﬁ szakassbe viszi, vagy pedig ezt a mozgdst

még sworoznl kell az A B  ogysnosre mna’t:kozé tengelyes tUkrizdéssel.

Tehdt ekkor e két héromezdy valdban egybevégs. -

A 3. pontban ézar@plc‘i 411i%4sban legyen & két héromszdg A:!_Blcl

ABoC, 2 Eﬁl (‘}l( mlBg ob !Zl m!ﬁ . éa o{ ‘ ‘“’(2 azom@ségmskale

B
751

&

Vegyﬂk az’c az izmnstmét amelyllk

1 1 szakaazt a Bzcz szakazszba

ég a/] 1 elezm.azoget a/@ , elemi

-aB

gztgbe 'bré.nszfaméljaé Ilyen 170w
metria egyértelmilen 1étezik. Hklor
& vomt A’ >

az Al» pont Ay képére Ay = A,

t@ljesﬁl,, mert ellaal:ezS ase"ben

as ‘A‘,L%AQ héremszigben ogy killsd szog megegyezne egy nem mellette 14évs
belobsziggel, ami 1@3&9@%@&1&&19 ﬂigdcn ng kiilsd szog & két nem wellette
18v8 belubsmbg 0352@@39

He & 4. pontban a két héiﬂ@m&zzﬁg@t isméb Al,BlgVGl éa AZQB?GZ Jje=
w1t a (5,00 2loynl, 2,040 =lB0,0. fy =fa o [ogay]= 10y0,] tulag-
dongdzokial, akkor immét vigylk ez 4,B,C4 hérom@ziiget iz@m@trilmmn
ugy tovdbb, hogy o @1 szakesz o ﬁt;{}g .s;akaszba és a [31 elemi szbg
& [Sg olemi E}zﬁgbg keriiljbn &t. Enndl az izemetridndl az A, pontnal
a% “'{2‘2 poni’:ba' kell keriilnie. Ugyanis indifcel:t feltevégként tegylik fel,

, — : .
hogy az A1 pont A,,; képe a BoA, szakesz belsejében van. (Ha Al
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a B.A, szakaszon kiviil helyezkedne el, akkor hasonldan bizonyitunk.).

272
Megmutat juk, hogy a CaBzAzzi = /32 s20g kisebb lenne mint a CZA&B Ai =
°<3.826g’ ami ellentmond a "nagyobb oldallal szemben nagyobb szdg fek-

gzik" tételnek.

Valéban, ez A2A10 hdromszdg egyenllszdru és ennek alapja az A2 l
gzakasz. Igy az alapon lévé 02A <{ szdg kisebb a derékszbgnél, és
ezért ennel cK)l kiegészitd szidge nagyobb a derékszognél. A héromszig

szogeinek szigbsszege miatt ekkor a (I > ﬂ 4 sz'dg):_lek kisebbnek kel-
lene lennie a derdkszognél igy valéban {4 2 L c{ teljestilne, ami a
fenti meggondoldsok alapjin ellentmonddsra vezetne. Ezzel a tétel bizo=
nyitdsdt befejeztik. []
Bebizonyitjuk a keriili szdgek tételét is.
Pekintsiink egy kort és abban egy hurt. A hur végpontja a kirs két

korivre bont ja. )

(3.4.6.)| A kbrben a hur dltal meghatdrozott egyik iv és annask a hurra
vett tiikdrképe pontosan azokat a pontokat tertalmazza, amely

pontokbél a hur két végpontja azonos sz6ghen latszik.



’ jﬁizggxiiégﬁ ieéyeh ; hur'két végéohtjaw:x 'éé B a kor kozéppontja ‘.,
| ‘valamint a kor egy. tetszoleges pontja C . Ha az AOB<f szog 2((( /7 ) =
1 = K (ld. az ébrét), akkor az ACB‘< szog az ébra alapjan vagy -
‘ <>< +(5 = X/2~vagy pedig ’1\' - (C’< + ﬂ) = ” - ()’/2_, attél fuggoen,
hogy a_ C pont melyik korifen helyzkedlk el. o
Vilégos, hogy a hurra tﬁkrdzott koriv p@ntjalbol a hur két végpont--
‘Ja 1smet usyanolyan 828 alatt létszik.. "_ 1 4' o |
De mas pontbél a hur mér més szog alatt latsz1k. Ugyanis, ha a te-.
kintatt ivre nem 1lleszkedo C’ pontra a. BC A<{_szog ia  3’- 2(d-+(J
1enne, akkor a: ACC héromszog egylk kﬁls6 8z oge egyen16 lenne az egylk
'.‘nem mellette lévo belsoszoggel ami 1ehetetlen. Ezzel a bizonyitast
_'befe;eztﬁk ""_ :”xj_ ;-‘fi -l'f:  f:  ?-,f;iF,;  ',' ;:' : "J[:J.A

Az elozo tetel speclélis eseteként Thales tétele adédik vagyis hogy

gy szakasz, mlnt étmero folé 1rt kor azokat a pontokat tartalmazza,
‘ amelyekbol a szakasz ket vegpontja derekazog alatt létazik.-:," o
A szogfelezo korabban adott definlcldjébol konnyen kimutathaté hogy

a szogfelezo pontosan azokat ‘a pontokat tartalmazza, amelyekbol a szog- ‘
‘ szérakra bocsatott ket merolegea sZakasz hossza megegyezik.:' |
| Ennek segitsegevel igazolhaté a kovetkezo tétel,_ ‘ ,.“
v'-(3 4 7. )ngy héromszog szogfeleloi kOZOu pontra illeszkednek.
. B '5;;B1zonxitas Ha P jeloli az ABC

' ?1haromszog A és ‘ .csucsébol kiinduléri
-;' f szogfe1e16jét és ennek a pontnak a |

':mqroleges vetuletei az oldalakon

S ALE L, akor 28] = (0] 7]

]vIgy:a .f 'pont‘illészkedik a C. csucs-

b6l kiinduld szégfelezSre is. Bz pedig éppen az dllitdsunkat igazolja. [ ]



He a P pont kdriil, mintcentrum kirill, egy » = IPA’I = [PB']= |PC'|
sugaru kbvrt rajzolunk, akkor emnek a kdrnek mindegyik oldallal csak
egyetelen kézos pontja lesz, mégpedig az A’,B’ ,0) pontok, hiszen az
oldalakon 1évé ’ctibi)i pont az r értéknél nagyobt tdvolsigra helyezkedik

el. Bzt ugy fejezzllk ki, hogy a kdr érinti az oldalakat. Ezt az egyértel-

milen meghatérozott kort a hiromszgbe irt kirnek nevezzilk.
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4. FEJEZET
 VEKTOROK

1. Vektorok definicidia Yekto ﬁveletek .

A (P Q) ala,ku rendezett pontp&'okat kotott vagy més széval 6lemi
ve orpak nevezzuk, de 2 "Q pontnak a P pontra vonatkozé helyvektore."
elnevezést is hasz.nél;juk. A P pontot kezdopontnak a Q pontot pedig
végpontnak hivjuk. ‘

A (P Q) és a (P’,'Q) )' élemi #ektoroicét ekvivalensnek ne've'zzﬁk,
ha létezik olyau Y parhuzamos eltolzis, "émélyxfe Y (p) = P" és

Y Q) = . telaesgl.\ | VV |

Nyi;.f“‘v-lé, hoéy az elémi vékforok k&izﬁft' 0z & :éelééid 'ékvivélen-‘ '

cia reldcié. Az ekvivaléncia osztélyokat M&Mﬂk vagy egyszeril-

en vektornak nevezziik, és aelolesdlcre aléhuzott latin kisbetﬁket haszné- v

1unk;(§,__,__,e.ﬂ.). »A (5,Q) eZ_Lani vekto::.é.ltal reprezentalt‘ vektort a
N jellel jel 1 tik, | o

. Egy kordbban b:.zony:.tott t6be1b8L nyilvénvaléan kévetkezik, hogy
egy ABCD paralelogramméban a szemkoztes (A,B) ’ (D C) elemi vekto-
rok ug;yanazt a vektort reprezentélaék mivel ekkor az _ A pontot a D
pontba tra.nszformélé eltolds a C pontot a B pontba viszi at.
4.1.1._ Tetazbleges P po.r;tra és g:_ _vek:to:pra pontosan o8y X = PQ :'réb..

rezenténs létezik. - ‘ |

Bizonzg_i,té.s: Ha (P’,Q’) Vé.‘z p.d te’cézé’lages reprezentbé.nsa,*bés \/ az a pir-
A huzamos eltolds, amelyre (((P ) = P tel;jesﬁl, akkor nyilvénvalé hogy
-'az b P kezdopontu reprezenté.nsa (a (P egyértelmiiaége miatt) az | egyér-

.te'.lmhen meghatérozott (P Lf Q! )) eleml vektor.”
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Minden x = PQ vektorra a [PQ| tdvolsig egyértelmiien meghatdrozott,
amlt az x vektor abszolut ériékének nagy mis széval noxméjdnsk nevez~
zik. Az X = PP vektor nomija zérus. Ezt a vektort zérus vektornak ne-
vezzllk és O jellel jeldjilk. Valamely AB # 0 vektor irdnydn az AB
egyenesek parhuzamossdgi osztdlydt értjiik.

Két zérustél killonbsz8 x,y vektor szdgét a kdvetkezs médon defi-
nidljuk. Tekintsiink két azonos kezddpomtu x = P9, y = PR reprezentdsnt,
és vegyllk a P kezddpontu PQ ill. PR félegyeneseket. Az x és X
sz0ge definicid szerint ezeknek a f£4legyeneseknek a szbge. Vildgos, hogy
ez a szog fliggetlen a reprezentdnsok vdlasztdsAtSél. Jelolésére az
£ (x,y) szimbélumot haszniljuk.

Most a yvekbtorok Usszeaddsdt definidljuk.

Az x és y vektorokhoz tekintsink x = PQ , y = QR alaku repre-

zentdnsokat. Az x és y Osszege definicid szerint az
(4.11) £+ X=20+ QR :=2R

vektor. |

4,1.2. |Két vektor Osszege fliggetlen a reprezentdnsok vdlasztdsitsl. A
vektorok mz Osszeaddsra nézve Abel csoportot alkotnak.

Bizopyitéds. Ha az x = PQ , ¥ = QR két mésik reprezentdns, 6és << az

a pirhuzemos eltolds, emelyre o< (P) = P’ teljeslil, akkor az o< (Q) = Q),

X (R) = R is érvényes. EbbS1 pedig a

29+ QR =2Ra < (P) X(R) =FR =20+ QR

azonossdg kiovetkezik, ami az elsd Allitdst igezolja.
Az Gsszeadds asszociativ, hiszen a PQ + QR + RS kifejezés birmely

zaré jelezésére

20+ QR+ RS =D5
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adédik. A9 5723 #ekto: az egységelem, valamint a P9 vektor inver%e
a QP vektér.'Eizel beléﬁtuk; hégy a vektorok az ésszeadésra nézve
csoportot alkotnak. . |

Még megmutatjuk, hogy ez a osoport kommutativ is. A

Az x = PQ és X = QE vektorokat tekintve legyen ¢ ill. (f"az
8 pérhuzamos eltolés amelyre LP(P) = R 111. (P (Q) = R teljestil.

Ekkor .
I+x= QR+ Q= 9...+_,\{L£_L5?.m 9_+R__gem
= ) = x X =

_Q«f(m. .‘?, (.Q)bi‘f‘ ?.(0) @Lg)_i{_{_‘ﬁ_m

= P gggIQ = PR'u,_Q + Qg =X+ X,

am1 az éllitésunkat igazolga° B | : | 7 . £:1-

Aﬂmrunk a vektorok Valos qzémmal vald szorgésénak definiciéjéra.

Ha .3 =0 , akkor minden :) valés azémra definicis szerint J} x = 0 .

Ha pedig azt X = 29 vektor nem a zerus vektor, akkor a kovetkezo
"képpen jérunk el. _ |

A PQ egyenesen teklntshk azt a é. rendezéat emelyre P4 Q telje-
siil. Mind.en' R,em pontra ;jelolje < \RB( sz R pontnek a P ponttdl
mért eldjeles tﬁvoiéégéf,ivﬁgyis :S:u i ,ha R>P, £=0 ; ha R = P
és &=~ 1, ha R L P, 'Ezellc utdn minden A €R valés szémre a Ax azt a
PR vektort jeldli, amelyre RE PQ est\lml -5 | erl teljostilnek.

A definlclobél kozvetlenﬁl l4thatd, “hogy a A x vektor nem fligg a

(PQ) reprezenténs valasztasétél.

4.1.3.1 A vektorok valés szammal valé szorzaséra nézve a kovetkezo azZono g-

sdgok érvényesek.

[zl=Al Isl

0'.25 = Q.




(4-12) 1. X = X
("((!)_}_[ = (X (/I _JE) ’ o, 3(36’{/2 »
Ax + ﬂ; ,qﬂﬁéﬂ? .

(L -+ (Z )_}_C

(%E‘*‘r“&/x ] 0<ETQ -

a

AL (X + ¥)

Bizonyltds. Ha az X = PQ vektorhoz a PQ egyenes minden R pontjiat az
gf(PR[ valés szdmmal azonositjuk, akkor az utolsé azonossdg kivételé-
vel a tdbbi azonossdgok a valés szdmok kozti milvelet tulajdonsdgaibdl tri-
vidlisan adddpak. Az utolsé disztributiv tulajdonsdgot a Hasonldésdgok cimii
paragrafusban igazoljuk. ‘ tl
Minden o£ parhuzamos eltoldsra a P ¢ (P) vektor fliggetlen a
P pont vdlasztdsdtél. Ugyanis, ha Q mésik pont és /Z az a parhuzamos el-

tolds, amelyre /K (Q) = P teljesiil, akkor

Q £(Q) = A(Q), f<(0) = L@, RA(Q) =2 < (P),
1 [ N {

ami az &llitast igazolja.

A P X£(P) vektort az o gltolds-vektordnak nevezzik.

4.1.4.)Két parhuzamos eltolds szorzatdnak eltolds-vektora az egyes eltolds~
~-vektorok osszegével egyenls.

Bizonyitds. Ha « és ‘4 a két pirhuzamos eltolds, akkor

o = P 0( P =P (P P D<P =
B, X (P) P‘_/3(P)+_#__(_) i/Z() !ﬂ 1+7&(_)_7£_L.1

ami az dllitést igazolja. []

2. £ Pérhuzamos szellk tétele
-

Mindenek el8tt olyan lemm&at bizonyltunk, amit kés8bb is t6bb Allitéds

igaioléséhoz felhasznalunk. Ezt a lemmdt figgvényegyenlet-lemmdnak nevez-

zlik,



4.2.1.| Ha velamely K : ')R — (IQ vé.klésv figgvény
1. monoton ng, R

2. additiv, vagyls

K( Dy +-/2)=K(A>+K<A). )1;} e’/?

|{akkor a K(}) fuggvény K(}\) = c/'\ ala.ku, ahol a8 C = K(l) 0

kons’ca.ns értek.
Bizonyitis A K()) = c) egyenloseget elosmraracionélis, majd az irracio-~
nélis A szémokra igazoljuk.

A =0 esetben

K(o) = K(b + o)-‘ = K(0) + ‘K(zo) , ’
bendt K(0) = 0. | | | |

Ha =nm tetszb’leges pozitn.v egész szém akkor :

K(m) = K(L + ... +1) = K(1) + b K(l) - i K(l) ,

vagyis K(m) = cm érv‘én;yes.

Minden A valds szémra .

0 = X(0) = K(>‘+'(-‘) )‘) -—-‘K(-)' )”:}K(‘-, ) .
tehdt K(-)) = - K( ) tel;jesuil.‘

Legyen m >0 tetszoleges egész szém ekkor :

m ‘l - . -l . v “, l

és a K(-)) = - K()) azonosség miat‘t minden m # O egész szémra
1 1 ’ | |
K s =°na ervenyes.

Véglil ha )a o tetszoleges rac:.onéln.s szém ahol m > 0 , akkor

m 1 ‘_1;__'-_;‘=_ -
KE=K + so0e + —mKn nK(l) ’

n n .
o N

Camivel a- K(QA) =c azonossdgot minden. )ﬁ% racionélis értékre bebi-
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mon citobbal. A kbvetkezbkben az irraciondlis esetre tériink 4t.

Ha ¢ = K(L) = 0, akkor K() ) = O mindeniitt. Ezért temyiik fel,
hogy o -+ 0 ,

Tndirekt foltevésként tegylic fel, hogy létezik olyan )\ irraciondlis
pzdm, emolyre K(D) £ o) teljestfl, pl. K()) { c A érvényes. (A
K()) > ¢} osetben hasonléan kell eljérnunk.) Ekkor a 2 korul
() - KL2Y

- gugaru kornyezetet tekintve, ebben a kirnyezetben a A elbtt

minden 1 raciondlis szdmra

S3a- (a- By (B

14

vagyls K(D) L ¢ r = K(r) teljesiilne. Ez pedig ellentomnd a monoton ng-
vekedds Teltételének, amivel a lemma bizonyitdsdt befejeztiik. ]

A pérhuzanos szelbk tételét elSszdr asikban vizsgdljuk. A tétel eld-
kéazitisdhez tekintsiink két kiilonbozd i, és i, irdnyt (egyenesek pér-

hunemensdg-oaztdlyat) és legyen 1 az 1, iradnydba mutatd egyenes. A sik

2
valamely P pontjédn
~ 1-’
Qr
W el e
e g 4—-—-—-——- 'R“
o
Fa— oy
4
o ) 9 ) ¢
P a fp,{ Qﬂ'
ik @ 7
]

keresztll az il irdnyu egyenest meghuzva ez a P) pontban metszi az 1

egyenest. Bat a pontot P pontnak az 1l ezvenesen vett i, irdnyu vetilleté~

nek nevezsziik.
Tekintsiink most egy Xx vektort és tekintslik ennek valamely (PQ)

reprezentinsdt. Jeldlje P és Q' a vekior két végpontjdnak az | = egye-



nesen vett il irdnyu vetliletét, és tekintsilik a »P‘g’ vektort. Megmutat-

juk, hogy ez az u.n. vetilletvekior sem az ié irdnyu 1 egyenes vdlasgz-

t4s8t61, sem az x vektor reprezentinsa vélasztdsdtSl nem fiigg.

Valdban ha 1 mdsik ':12 irdnyu egyénes,' és ezen a P éd3 Q .pon_

[ag] ooy

tok :11' irdnyu vetliletét B’ és Q Jelsli, ekkor aP Q Q'? pontok pa-
ralelogrammdt alkotvdn a __;é?_ __,_Q_ egyenloseget kapjuk.

Azonnal 14thatd, hogy ez a vetﬁleti» vekitor fuggetle.n az Xx vektor
reprezentdsa valasztdsdtdl -is,v Legyen ugyahis (2,Q, az X mésik
reprezentdnsa a J?ﬂ, és Q,(, vetiiletekkel. Jelolje tovabbé R és R,
azokat a pontokat, amelyeket a P 1ill. Py pontokra 1lleszkedo és az 1
agyeneséel parhuzamos egyenesek a QQ’ 1-13._. Q ,Q* egyenesekbol mefszenek
ki {(1d. a fenti olsd dbrdt). Ekkor az a péxhuzamqs eltolds, amelyik a P'E '
szakeszt a i’;ﬁ 4 Szakaszba viszl a PR szakaszt & 'i’:ﬁ,, szakasibé
transzforméja, mert a TR egyenes a P,Q, egyenesbe a QQ' pedig a Q,Qy
sgyenesbe keriil. Igy felhaszndlva, hogy a P’ Q‘RP és a P;Q;lﬁ,,Px négj-—_'
szbgek paralelogrammik, a kivetkezdket irhatjuk. |

?'Q'= IR = DsB,= ExBy .

Ezt pedig eppen e vetiiletvektor egyérte]mhségét igazolja.

Ezt az egyértelmiien meghatdrozott vetilletvektor fiiggvény alakban a

/u i35 (x) forméban :Lrjuk. ami tehét az x vektornak az :i.1 iré.nybél
az 1, irdnyra vett vetﬁletvektorét jeloli,

A k8vetkez8 téelt a pérhuzamos szelé’k tételéxiek nevezziik.

4oe2.2.A /Lk i (x) tliggvény add:.tlv és homogen, vagyis a

/l,ll.z(x+x)w/l»\ ‘(x)+/u

2. /Aili ()x)=)/uii @, deR,
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‘tula;jdonségok érvényesek.

Bizonyitds. Tekintsik az x = PQ , ¥y = QR vektorokat, ekkor a Fenti

médsodik dbra jeldlései mellett
)

\ ) ).
(z+3) =ER=20+9'R= k. (_:_:)+/u. (1)
/A ii, /A i1, 14, .

aml az additiv tulajdonségot igazolja.
Megmutatjuk, hogy a /lA i1 (x) fuggvény homogén is.
172
Ha valamely x vektorra /"i 1 (x) = 0 teljesill, akkor az x
172 :

vektor vagy az iy irdnyba mutat, vagy pedig x = O. Mindkét esetben

(Ax) =0=) (x)
/(11112 > //“1112 *
adddik.

A tovébbiakban ezért feltesszlilt, hogy /(,( i1 (x) # 0 érvényes.
172

A vetiiletvektorok egyiridnyuak 1lévén a

/4 iliz( A x) = K(D )/A 14, (x)

azonossdgot irhatjuk. A homogenitds bizonyitésdhoz a XK(D ) = . azonossd-

got kell igazolnunk.

/
11/ El8szor beldtjuk, hogy a K()) fligg-
4:’ Y vény monoton né. Ez a tulajdonsdg

s

/e
/o

Pasch axiémidjdbél kovetkezik, A bi-

/]
S
L / ! zonyitdshoz vegyllk az x vektornsk
?// / olyan (PQ) reprezentdnsét, amelyre
/ 2 "Q) ,E’l { a0 pont az 1, irdnyu ] egyenesre
—% 1 illeszkedik, tovdbbd valamely
>‘ 1 £ o Yvalés értékre a (PR, . (PR,) elemi vektorok a 2 1X és
) oX vektorokat reprezentidljédk. He . Q pont azt "Iﬁz szakaszrs esik,

) , »
akkor Pasch axidmédjit eldszir R)].R2R1 majd az R1R1R2 hédromszogre alkalmazve
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kapjuk, hogy a Q pont Q vetulete az . Rle szakaszra esik., Ezért wiéban

K() Y4 K() ) érvényes. Hasonléan blzonyltunlc, ha a Q az Rle 8Z8-

kaszon kiviil egik, es ezzel a monoton novekedest belé.ttuk. . B
A K(1) = 1 egyenloseg a /l( 1,1 (x) = //A lli (1 X) = K(l)//( 1 i (x)

azonossagbél adédik. | |

Végiil megmutat;;uk hogy a K( 3) fﬁggveny additlv is. A /A 14 | (x)

179
edditiv tulajdonsaga miatt az alabbla.kat 1rha+;juk.

KOy 32)/%1?2 (=) ;/xiii ((hy +.A_2>x) '-"/M ii (;\1; . 2-23_) _

“Jas, 01-’5)*/‘1:11() x) = KO, )/4i 7 (x)+K(/\2/uii(x) -
=(K(W1)+K(22)>/Mi —),", ST -

EbbSL egy\itthato osszeha,sonlltéssal a. K( 35 + ) ) - K( /\ ) + K( 22)
additiv tulaadonsagot kapjuk. ' _ _

A fuggvenyegyenlet-lennnébol a. K( )) fdggvényre K(A) —‘) azonosség
2dédik, emi 4111tAsunkat igazolja.. S :,_ _ B S C] |

A pé:rhuzamos szelok tetele a térben hasonloan tégyalhato mint a sik- ‘ |
ban. Ebben az 'esetbe.n a pontok vetltéséhez nan egyeneseket hanem 'sikokat
alkalmazunk. Ha most 11 a _sikoknak az 12 pedlg az egyeneseknek khlonbozo
: _iranyu parhuzamossagi osztalyat ;jeloli (vagyis az 11 osztély sikjai nem
parhuzamosak az 12 A oszté.ly egyeneseivel) akkor a/} -11-2 (JF) vetitést
u.gyan ugy def:.m.él;juk mint a sikban lattuk T‘kkor a pérhuzamos szelok tétele
en.ngk a /(L ili (x) f\iggvenynek az add:.tiv és homogen tulajdons agat 4llit~
ja. Mivel ennek blzonyltasa tel;;esen megegyezik a sukbeli eset bizonyltésa-
"~ val, ezért a részletek atgondolé.sé.t az olvasdra blzzuk.

A parhuzamos szelSk tetele a kovetkezo fomaban is 3.nterpretélhat6.

Legyen az1 €s az 1 ke’c egyenes, az A, B C el olyan pontok hogy.

B € AC tel;jesﬁlj‘dn, valsmint i az 1. és ]. irényé’cél (a térben ez i sik~
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cim e v e ) )
~-irdny!) kiilonbdz8 irdny. Ha A ,B),C‘ az A,B,C pontok 1 egyenesen
vett i idrnyu vetliletel, akkor a B pont az A'C’ szakaszt ugyanolyan

aranyban osztja, mint amilyen ardnyban a B az AC szakaszt osztja.

3. § Hasonldsdgok

El8sz0r az u.n. centrdlis hasopnldsidgokat definidljuk.

Tekintsiink a sikban vaegy a térben egy O

- pontot, és vegylink feél egy A 40 szé-
v \\ mot. Minden P ponthoz rendeljlik hozzd
' Q \\&Q) azt a P’ pontot, amelyre
0 \\2 ’\% Q£)= 3 op

teljestil. A pdrhuzamos szeldk tételébSl kdzvetleniil adddik, hogy a leképe-
zésnél minden ]~ egyenes olyan ]j egyenesbe transzformaldédik, amelyekre
]-“ l) teljesiil.

A most definidlt leképezést 0, jellel jeloljik, és O centrumu,

" paraméterii centrdlis hasonlésdgnek nevezziik.

4.3.1.| Az 04 leképezésnél minden PQ szakasz képe olyan P Q szakasz,
amelyekre
- lpal
teljesiil,

Bizonyitds. Ha a ?Q egyenes az O pontra illeszkedik, akkor a (4.3.1)
azonossdg trividlisan érvényes. Tegylik fel ezért, hogy a PQ egyenes

nem illeszkedik az O pontra. Legyen 1 a Q pontra illeszkedd, az OP
egyene ssel pérhuzamos egyenes,
amelyik a P'Q\ egyenest az R pont-
ban metszi. Ekkor a pdrhuzamos szellk

tételének kétszeres alkalmszdsdval a

kovetkezSket irhat juk.
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'l t2'el _ lodl | 19

el |P’rRl  oql
ami az 411itdst igazolja. - | O

‘A fenti tételbdl kﬁhnyen igazolhaté a (4.1,3) tételbén' slz:‘e;eélzé utol-
86" disztrilativ tulajdonsdg. | o '
4.3.2.)Minden _1_:_,3‘ ' vekozjra.ésA oL valés azfmra az

X(z+y) el X+« X
disztributiv tuléijdogség éﬁvényes. ‘ '

Bizonyitds. Az x ill. ¥ ,irem-ort' az x = PO ill. y - Qg alakban rep-
- rezentdlva x + y = IR adddik. Ha az ,x vektorok vala.melyike a zérus
| ' . X : »_ vektor, vagy % = Y akkor a
A cdisztributiv’ tu]ajdonség-trivi-
| élisan‘:te'ijesﬁi.’ Tegylik fel
: »ezért"holgy x;j ;4 0 és o{} 0.

Tekintsiilc az 0,,< centrélia ha-

‘“(5*”1)' - sonloségot. Eza Q pontot a
Q pontba az R pontot pedig az R pontba transzfoxmél;ja. Az eloz6 tétel-

b6l nyilvénvaléan adédnak az
R= L(z+y) 1 09 =oLx, R =y
azonosségok,_ amibll o X + o( x}-' < (x + x) kﬁvétkezik. o g
A sik vagy tér olyan tp : I =]l ponttranszformdcisjit, amelyre a.

e e Y@l
ol -

hédnyados a P # Q pontparok vé.lasztésétél fﬁggétlen konstané érték, '
hasonlgsgg nevezzilk, A >. értéke'l; hasonlosagl paraméternelc hiv:ju]s; s

a hasonlésdgot a \f;\ jellel is jelsljilk.



Minden centrdlis hasonldsdg és minden izometria hasonldsag.

Tetszlleges Lf) hasonlésigot tekintve az
01 = o
3
leképezés izometria, amibll k( m OyeX  adédik. Ezzel beldttuk a kdvet-
kez8 4llitést.
4.3.3.] Minden hasonldsig egy izometridnslk és egy centrdlis hasonldség-

nak a szorzataként 4llithaté eld.

FbbS1l az 411itdsbdl trividlisan adddik a kévetkezd tétel.
. /

4.3.4.] Minden hasonléség egyenes-és szogtartd bijekeid.

Az is kinnyen beléthats, hogy s hasonldésdgok transzformécid csopor-
tot alkonak, hiszen két hasonléség szorzate is és egy hasonlésdg inveraze
is hasonléség.

A Hl és a H, ponthalmazokat hamonldékmak nevezzilk, ha létezik
olyan L{’, hasonlésdg, amelyre 2N (Hl) = H, teljesil.

Mivel a hasonlésigok transzformdcid csoportot alkotnak, ezért a
hasonléség, mint relécid, ekvivalencia relécid.
4.3.5.| K6t héromszdg hasonlé, ha
1. megfeleld oldalaik ardnya egyenld,
2. két-két oldaluk ardnya s az ezek éltal kbzrefogott szdgilk
egyenls,
3, két—két)oldaluk ardnya és e két oldal kozill a nagyobbikkal

szemkdztes szbgilk egyenld,

4, két-két szlgilk egyenlé.
Bizonyitds. Jeldlje ) az elsd hirom esetben a megfeleld oldalak ardnydt,
i1l. a negyedik esetben annak a két oldalnak az arédnydt, amelyiken a két

egyenld szog fekszik. Ekkor tetszéleges C centrumra a C 3} centrilis



hasonldsdg a (2.5.1) és (3.4.5) tételek alapjdn az elsl héromszigeket

a misodikokkal egybevigd héromgzidgekbe transzformdlja. Ezzel a hason-

1

A hasonlésagok kozbtt irdnyitdst tartd és irdnyitést forditd ha-

16sagokat babizon&itottﬁk.

sonldésdgokat kﬁlﬁnbﬁztethetﬂnk meg. A sikban (a térben) irdnyitést
tarté'hasonléségoknak definicié szerint szokat a hasonléségokgt nevez-
-jzﬁk, amelyekhez a sik (a tér) barmely irdnyitdsét kivadlasztva, minden
rendeiett egyenes (minden irényitott sik) jobbpartja a transiformécié
gordn a képegyenes (a képsik) aobbpartjaba transzformidlédik. A smkban
minden ) # 0 értékre az 05 centrélis hasonlésdgok 1rényitas |
tarték. Ellenben a térben csak a } >»O pozitiv paraméterrel rendel»
kezd centrélis hasonlésdgok tart jdk meg &z’ 1rany1tést mig a 2 <_ 0
. - paraméteriiek megfordltaék..Ebbol nyilvénvaléan adédik, hogy a sik iré—
| uyitést tarts transzforméciéiAcentrélis hasonléségoknak mozgasokkal
vett szorzateként allnak 616 'ﬁig az irdnyitdst fordité hasonléségokat
a centrilis hasonlosagoknak 1rany1tést fordjto 1zometriakkal vett BZOTZ~
zataként adédnak. A térben pedig az irényltés tarté hasonloségok 02 vy
alakban kapjuk, ahol )} 5 0 , a tp pedig mozgas’yagy A0 a Y
pedig irén&itést fordit6 izom¢triao-Az irényitést_fordit6>hasonléségok
pedig 0y Y ala}cuak,.éhol A>0 és a \p ireinyitégt fordité izo-
metria vagy pedig ) {0 a tf pedig térmozgds.
A kbvetkezSkben a hasonldésdgok jelolésére haszndlt (f, jelben a

\ paramétert mindig-el6jeiensen érfjﬂk, mégpedig ’) >0, ha a \Y;

irdnyitdst tarts és A < O ha a (5 irvényitdst fordits.
Az §1ébbi tétel a sikban és & térben egyardnt érvényes.

 4.3.6. Minden nem izometrikus hasoniéségnak egy 6és csak egy fixpontja 1é-

tezik,



Bizonyitéds. A tételt eldszr a sikban iprazoljuk.

Iivel a hasonldésidg a pontok tdvolsdgdt megvaltoztabja, ezért leylel~
Jebb egy fixpont létezhet. Ezért miar csak a fixpont létezdését kell kimu~
tatnunk.

B18sz6r olyan &(A hasonldsdgot vizsgdlunk, amelynél minden v erye-

nes ({ (¢ ) képe pdrhuzamos a 1y epgyenessel.
J b

Legyen P és Q két killonbozé pont, amslyek képeit a Pw és a Q)

jeloli. Feltehetd, hogy P # P) ds  Q # Q‘ » nlszen ellenkezl esetben 1é-

tezik fixpont. Az is feltehetd, hogy a PP) i3 a QQ} egyenesek is killon-

bozGek. Ugyanis, ha minden P,Q pontokra a Ep’ egyenss a QQ’ egyenes—

sel egyezne meg, akkor a sik minden pontja a QQ) egyenesre képzddine le,

emi lehetetlen. E1l8szor mepmutatjuk, hogy a PP’ éa QQ, egyenesek met-

Y) ‘ szik egymdst. Valdban, a PQ szakasz

T parhuzamos a .55- szakasszal, ezért ha
a TP és QQ' egyenesek parhuzamosak
volnénak, akkor a PQQ P’ négyszidg pa-

- ralelogramma volna, és |PQ | =|P'Q’|tel~

[
Ay Jeslilne. Iz pedig lehetetlen, mivel a Y

15 A
nem izometria. Tehdt a PP'és a QQ) egyenesek metszik egymdst valamely M
p ) . . s
pontban. Vegylik még észre, hogy a PP egyenes invaridns a Lfgleképezesnel,
? r e 15
mivel ennek képe athalad a P ponton és pdrhuzamos s pp’ egyenessel. Ha-

sonldan adddik, hogy a Q' egyenes is invaridns. De ebbdl kovetkezik, hogy

z - .. . - :, , - rd . s
az M metszéspont kepe csak Crmape lehet mivel az ' képpont a PP’ és a QU

egyeneseken is rajta marad. Igy a tekintett esetben a bizonyitdst befejeztilk.

lost azt az esetet tekint jiik, amikor a (ﬁz hasonldsdghoz létezik

L

}

olyen m egyenes, amely vele nem parhuzamos m' egyenesbe transzformild-
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dik és ezért az m és ‘m’ metszik egymdst & P pontban. Legyen ren’
a P képe. Tekintsiink most az m

egyenessel pirhuzamos 1 egyenest.

- Mivel a hasonlésdgndl pé;rhtizamos
egyenesek parhuzamos egyenesekbe

transzfomélédnak (kiilonben a leké-

pezés nem lenne kdlcsdndsen egya-tel-

/

'mﬁ), ezért m' “ ]_ , é8 az l metszi
az ]. egyenest az R pontban. Legyen R' az R képs. Ekko:e a PR és
P'R egyenesek nem 1ehetnek pé.rhuzamosak. Ugyanis ha ezek pérhuzamosak
lennének, akkor a P PRR pontok olyan paralelogramét hatérozn.&nak meg,
amelyben a szemkdztes TR és PR oldalak hosszai megegyeznének. Ez
pedig lehetetlen, mer’c a % nem izcmetme..

~Tehdt a PR és a P! R egyenesek az M pontba.n metszik egymast. Meg-
-- mutatjuk, hogy az M pont fixpont _
A pérhuzamos' szelbk tétele miatt az M pont a PR szaké.s‘zt ugyan-~
. olyan ardnyban osztja, mint a TR szakaszt, hiszen 1 ll m'. Mivel a ha-
" sonléségok a szakaszhosszak aré.nyé:i; nem véltoztatjék neg, ezért az M pont,

képe :Ls ugyanolyan arényban osztja a TR szakaszt mint amilyen a.rényban :

az M & PR szakaszt osztja. Tehdt az ¥' ecsak az M pont 1ehet és a
tetelt a sik esetére bebizony:.tottuk.
A térbeli esetet az elé'bb:n. sikbeli esetre vezet jiik vissza. B
Tekintsﬁnk egy A pontot. Ha A = A ,‘ akkor létezik fixpont, ezért az
A ;G A esetet vizagéljuk tovébb. Az AR ‘egyenes Q pontjét a 2 hasonld-‘
| ség:i. paramé'ber fﬁggvényében a kivetkezs médon je16lj{1k ki. Ha 2 .> 0, .
akkor & Q. az AN  szakaszra illeszkedjék, ha pedig Ao . gkkor_éz vy
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szokeszon kivill essék, mégpedig ugy, hogy lQa’l/ { qal= (D] teljestilon.
Mint kénnyen lé&thatd, a Qq’,a ocentrdlis hasonlén_ég az A pontot az A
pontba transzformélja. Az is ldthaté, hogy a Qi aszerint irdnyitds

tarté ill. irdnyités fordité, hogy a (f;, irdnyitds tarté 1ill. irdnyltéds
fordité. Ezért az

ol = Qy, Y

grorzat mozgés. Az A pont ennek a
mozgdsnak fixpontja, ezért a moz-
gés olyan 1 temgely kixtili forgés,

emelynek 1 tengelye az A pontra

illeszkedik. Legyen /A & Q pontra
jlleszked§ és az 1 egyenosro merGJ.eges sik. A A sikot mind az ¢ izo-
metria mind a  Qa/y invaridnsan hagyja, ezért a Y, hasonldésdgra nézve 1s
invaridns. A fent bizonyitott sikbeli eset miatt a (f, leképezéspek a O
sikban fixportja 1étezik, aul a tételt igazolja. - m)

2y, e'Gzov zata

Belsdszorzattal két b 134 vekt orhoz egy (;,x) Jelleld delﬁlt valés

ﬂzémot rendeliink, mégpedig a kivetkezs mddon.
Ha a két vektor valemelyike zé’a:us, akkor (x,y) := O . Ha pedig mindkét

vektor lculiinbazik a zérustél, akkor definicié szerint
(4.4.1) - (zssx) 1= | zllz]  oos 4 (z,3)

A definicidbdl vilégoa. hogy minden vektornak onmagéval vett beladszor-
zata nem més, mint a vektor hosszlinak négyzete. Az is 1ld4thatd, hogy két

nullétdl k{ilonbozd vektor belaGBzorzata pontosan akkor 0 , ha merSlegesek

egynés ra.
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Tovibbi tulajdonsdgok egyszeril bizonyitédsa érdekében eldszér egy for-

muldt vezmetiink be.

Legyen y # Q0 tetsz8leges vektor, és i olyen irdny, smelyik nem
egyezik meg az y vektor irdnydval. Jeldlje i, az X irdnydt, vala-
mint e.’l s (1/)x)y ez X irén:}é.ba nutaté egységvektort. A 2. pragra-

fusban definidlt /(k ii,g(;) vektorértékll fliggvényt az

(4.4.2) /lL ii(g_t) = ‘iz(gg) o

alakban irhatjuk, ahol az 9 i (x) valds értéki fliggvény, az

14,4 (x)

fliggvény hasonld tulajdonsé.ga.i miatt, nyilvénvaléan homogén éa addbiv.
Ha az i dirdny az y vektor irédnyédra merdéleges, alkkor az "Liy(x)
mehnyiséget az X vektornak az y tengelyen vett algebrai mértékének
nevezziilk, és "'L Ly (x) Jellel jeldljiik. |

Jeldlje o, az x(#0) dirdnyu egységvektort. Ekkor a co.sinus flgg-

vény definicidjébdl az
(4.4.3) "ZLE(.X_) = "1J_ Z( lsle ) = [xl ’2.1. (e ) - 1x] cos A(x.x)
Ssszeflizgés adédik, amibll az x A Q , X A Q esetre az

(4.4.4) = (23 = \xlhx(rz) = |Z[7 ,;(x) .

formuldk addédnak.
4.4.1.|A belsdszorzat szimmetrikus és mindkét komponensében homogén és addi-

tiv, vagyis az
(£1) = (LX)
(48 ) (mp = (2 zD =@ » 2eR

(x+ 12) = (£2) + (12, (Bx+2 = (D + (%z)

| tulajdonsdgok é&vényesek,

Bizonyitds. A szimmetria kozvetleniil a definiciébél adddik a

cos 4. (x,3) = cos 4 (g,5) szimmetria miatt .
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A szimmetria miatt a homogenitdst és additivtést elegend§ csak az
elsd komponensre igazolnunk.

A (4.4.4) formula alapjdn a kévetkezSket irhatjuk.
D zp = 217, (28 = Az & =A@
(% + xo2) = |27, (x+ 3 = |2 @+ |27, = (z.x) + (2.0)

emivel a tételt bebizonyitottuk. ' (]
A bels8szorzés egyik alkalmazésaként a hdromszdgek cogimug tételdt
bizonyitjuk be.
4.4.2.\Ha az XYZ héromsztg 2 osucsndl 1lév6 szbgét ) Jelvli, akkor
|x¥l? «)xz) 2 + |2¥|® - 2|xzl [yz| cosY.

Bizonyités. Vezessilk be az x =2k , y=2Y , 2 = XY Jeloléseket. Ekkor

z =Xy =y ~-x, és ezért

|x¥]? = 1;!2 = (2,2) = (.x - %Y - X) = (LY + (%x) - 2(%Y) =
- |ZY(2 +lzx(2 -‘2[XZl|YZl cos)
 ami a tételt bizonyitja. (]

Ha a }f derékszdg, akkor a cosinus tételbdl a

|2x|° +{zx[2 - |xy|?

Pythagoras tételt kapjuk.
A kidvetkezd tételt az egyenesek és korik ill. a sikok és gdmbdk kol

caonos helyzetére vonatkozé tételnek nevezzilk.

4.4.3.] A sikban egy egyenesnek és egy giombnek vagy nince k6z0s pontja vagy
egy koz8s pontjuk van vagy pedig két pontban metszik egymést.

A térben egy gombnek és egy'siknak vagy nincs ktzds pontja vagy egy

k6z6s pontjuk van, vagy pedig egy korben metszik egymast.
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Bizonyitds. Jelslje O a kdrnek (giimbnek) a kozéppont &t és iegyen o’

az O pontnak az ] egyenesre (A sikra) vett merSleges vetﬁlete. Ha
a augarat r az |00'l tdvolsdgot pedig d Jelvli, akkor a d2 r
esetén legfeljebb az O’ pont illebzkedik a kdrre (gémbre), mivel
Pythagoras tétele szerint az egyenes (a sik) tabbil pontja d-nél
‘ nagyobb tédvolsdgra va.h az O ponttél. Ha pedig 4 £ r , ismét
'Pythargoras tétele ala.p;]zin az egyemb és kér (a sik"ésvg'dmb)‘ mefszetét

az | egyenesen (a [ sikban) az 0 poﬁftél £ - d2 t&volségfa
elhelyezkedl pAonto'k adjék. - - ‘ ' D

~ Haa sikban egy egyenesnek 'és egy kirnek egyetlen kiézUs pontja 1éte-.
-zikx, akkor a;z egyeﬂest a kor érintSjének nevezzilk. A fenti tételbdl kb'n},'--~

nyen beléthaté hogy a kor minden pontjéhoz egy és csak egy ‘érin't6 léte~
zik, amelyik mer6leges az ' érints ponthoz huzott sugdrra. |

' Hasonléan, ha egy gdmbnek és egy siknak egyetlen kozde pont ja 1éte~

zik, akkor a sikot 8 gogb érig’co gik ;]épak nevezzﬁk. Itt is egyazorﬁon
igazolhaté, hogy a gémb minden pontjdhoz egyetlen érint6 sik létezik,

smelyik merdleges az érintési ponthoz huzott sugdrra.

5. § Koordinitak

- A )12;_1 + }2_3;:_2'4--... + )k’-sk ’ )ie R, algku kife;jezéseketvlineérig
kombindcidnak nevezzik. A kombindcidt nem-trividlisnek mondjuk, ha az '
egyiltthatdk nem mixidegyike' zérus. Az x vektor az -}-Ci"""-&k vektorok-,
vtél lipedrigan fligg, ha az X az X, vektorokbél linedris kombindcidveal
élllthaté eld, és ligeérisgg i_{ggetlen, ha ilyen lineéris kombiné.cié nem

1étezik. Valamely Eireeesd YO torrendgyrt linedrisan gggoge k 111..
linedrisan fﬁggetlermek neveziink, ha va]mely eleme a tobbit&l 1ineéris

fligg, 1ll. bérmely elame a t6bbit61 line&risan fuggetlen,
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A Q vektor minden vektortdl linedrisan filgg. Az 1s konnyen be-
14thaté, hogy két x,y vektor akkor és csal akkor linedrisan fiiggd,
ha tetszdleges X = PQ , ¥ = ER reprezentdnokat vélasztve a P,Q,R
pontok kozds egyenesre illleszkednelk. Hérom Xx,y,z vektor akkor és
csak akkor linedrisan flUggb, ha az x = PQ , y = PR , 2 = RS repre-
zentdnsokat vdlasztva P,Q,R.S pontok kizds sikra illeszkednek.

Az EysoecrXy vektorrendszert bdzisnak nevezzilk, ha a rendszer
linedrisan fliggetlen, és minden vektor a rendszer elemeinek linedris
kombiné.oiéja_.lcént d11ithaté elS.

4o 5..1. A sik vektoral kdzott pontosan lfcett6, a tér vektoral kdzott
pedig pontosan hérom linedrisan flggetlen vektor alkot bézist.

Bizonyitds. Ha ez x= 0P ésaz y=0Q a sikban két linedrisan

' filggetlen vektor, akkor tetszlleges z = OR vektorra Jjeldlje R)'

ill. Q’ az R poﬁtnak az OP 1ll. az 0Q egyenesen vett y 1ll.

x irényu vetitletelt. Lathaté, hogy 9,13' m 3 Xy Q_O" n/'!x ds z =

= VNE+ /u y teljestil, tehdt a sikban hérom vagy t'd‘bb vektor linedrisan

flige8, vagylis a eilkban a biziselemek pzéma pontosan kettd.

Hasonldéan igazolha.t69 hogy a térben a béziselemek széma hérom. 1

Ha 82 XyoooorXy veltorok bézist alkotnak, akkor minden x vektor

(4+501) %= ?:L xigi

lakban irheté, ahol az (x ees,X') egylitthatékat a veltor adott '
bdzisra vonatkozd koord:!.nétéinak ﬁevézzﬁk. megjegyezzﬁk, hogy a Jeld-
1ésben haszndlt Xk szém vagy 2 vagy pedig 3 , attél fiiggben, hogy a
gik vegy pedig a tér vektorait tekint juk. o

4.5.2, A (4&5.1) kifejtésben az (xl,...,xk) koordindtdk egyértelmilen meg-

hatdrozottak.
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Bizonyitéds. Ha valamely - x vektorra két kiilonbozd
k
,:_.caixzi Zy

i= k=1

kifejtés létezne, akkor a

Z (x«y)x ==_Q

i=1 =
linedris kombindcidnak létezne zérustél killonbozd egyutthatoja. Tegyﬂk
fel, hogy xl - y #0 . Ekkor

_*___I_
Zl-li’

,xl i=2 x" -y

vegyis az X, a tobbi béziselemtSl linedrisan fiiggd lenne, ami lehe-

tetlen, és ezzel az indirekt bizonyitdst befejeztiik. [:]‘
Az gl’“"’gk bdzist ortogonméltn&k nevezziik, ha az 2 vektorok

pAronként mexrdleges egységvekforok, vagyis
(40502} ,_,i._.a) = Jij
teljestil, anol ¢ ,, a Kronecker 2610 O ~tiggvény ( ;=1,ba
i=3, és &ij;o,ha,i;éj). |
Tekintsik az x vektor
' k
x= p xie.
=1

kifejtését valamely el,.,,,gk ortonormélt bazisban. Nyllvénvaldan
ervenyes az

i

(405.3) - (mey)

egyenlet. Két ;33_ vektorvbels6szdrzétét pedig a'koordigéték segitségével
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L4 £ ka3 ¥
(4.5.4) (%3) = (Z Xa,, Z y;e_j) =2 xy =T vy
iml j=1 i,3=1 oy

alakban irlhetjuk.
Jelitliink ki egy © pontot ds egy EqoooorXy bdzist, Minden X

pontra az QX vekior

£y
(4.545) CX » 2. XX
1wl

alakben irhaté. Minden X ponthoz sz (xl,,”,,xk) koordindtdket hoznzd-
rondelve az U.N. (Oq_s_r:loow,,g_c‘k) rendszerre vonatkozd ferdeszogli

koordindéta rendszerhez jubunk. He 8z XjjeecoX) bdzis ortonormdlt,
akkor az (xlgoa.,gxk) koordinéte rendszert Descartes féie koordindta

repndszernok mxavazzﬁ:ko_

A koordindte rendszerekben e kitlonbdzd geometria alakzatol egyen-
lotek segzitsdgével irhatdlk fel. Példaként az egyeneselk. @ilok, kirdk €s
gombok egyenleiaitr vezetjlk le.

El8szdr a sikban vizsgdlédunk, és tekintslink ebben egy (xl,,:tz)
Nescartes £éle koordindte rendszert.

Ha P oegy pont v # O ©pedig egy vekbtor, akkor a P pontra illesz-
kedd, wy}iréxnml egyenss pontjait mindazok az X pontok, amelyek x = 0X

u.n. helyzetvekiors

(40506) Twp+t T2l $eO,

alakban #ilithetd e18, shol p = 0P . A (4.5.6) formuldt =z egyenss parsmé

teres_slakidnak neveszilk.
lLegyen az 50 a ¥y vekiorra merSleges vektor. A paraméteres

alakbdl 14thats, hogy az egyenes pontjait mindezok az x = 0X belyzet-
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vektoru pontok alkotjdk, amelyekre

(4.5.6) | QM -p) =0

teljestil. Ezt a formuldt pedig az egyenes HesSe féle norméla ;ggjénak

nevezzﬂk, amiben az n az u.n. nonmélvekuq;.

Ha nl,n2 az n az 9192)‘ bédzisra vonatkozé koordindtdit jelold,

valanint x},x? ill. pl,p2 ez X 4ll. P pont Descartes Féle kopr~.

dinétéi,'akkor a HesSe féle normélalak 8zerint, az egyenest mindazok
&z (x%xz) koordindtiju pontok alkotjdk, amely®k az

(4.5.7) nlxl'+ nax?'- (n;p14+'n2p2) = 0

~egyenletet’elégitik ki. Forditva minden

ntxb + n2i? +p=0, (nl’hz) # (0,0) , p€ ® .

alaku egyenleﬁ egyenest hatéroz neg. Mégpedig ez az egyenss az

(1, Z-(-‘—’-—i'—-l’-l )  pontra illeszkedik, ha n° £0 , ill. a ——Q‘«-—-ﬂl 1

n
pontra illeszkedik,aha : nl # 0, és norm&lvektora az (nl;n ) koordi-

natdju vektor.

A sikban az r sugaru és a P kdzéppontu kor pontjait azok az X

pontok alkotjék amelyek X = 0X helyvektoraira az

(% - psx - p) = r2

eg&enlet érvényes. EbbSl trividlisan kovetkezik, hogy Descartes féle

koordindta rendszerekben g kor egyenlete

1

(4.5.8) (= = p1)2 + '(:@c2 - ,pz_)2 = r°

‘ 1 2 2
Hasonléan kapjuk a_gbmb (x?‘ -2 4 (2® - p9)% 4 (L - p2)° =

egyenletét,
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A kbr- és gbmb-egyenletekbdl analitikus eszkizzel is kénnyen iga-
zolhatd a kovetkezl tétel.
4.5.1.| A sikban minden kor killsG pontjdbdl a korhoz pontosan két érintd
szakasz huzhatdé, és ezek hossza megegyezik.
A gomb valamely kiilsd pontjdbdl a gbmbhoz huzott érintdszakaszok

hosszal egymdssal megegyeznek.

A részletek dtgondoldsit az olvaséra bizzuk.
Végezotiil a sikok és egyenesek térbeli egyenleteit vezetjiik le.
A térben szintén egy (x1x2x3) Descartes féle koordindta rendszert tekint-

slink,

Ha a P pont, a AN pedig linedrisan filggetlen vektorok, akkor

mindazok az X pontok, amelyek X = OX helyzetvektoral az

(4.5.10) Z=p+ty +8y, , t;se(m)

alakban Allithatdk el8, a P pontra illeszkedd sikot hatéroznak meg.

A (4.5.10) formuldt a_sikok parsméteres alalkjdnak nevezik.

Legyen n #0 a Y, és ¥, vektorokra merileges vektor. A paraméteres
alakb8l léthaté, hogy a P pontra illeszkedd n normdlvektoru sik pontja-
it az

(4.5.11) (x - p,n) =0

egyenletet kielégitd x = 0X helyzetvektori pontok alkotjék. Ez az egyen~-
let a_gikok HesBe féle pormdlegyenlete. Itt is kSzvetlenil beldthatd, hogy

o sikokat az

(4.5.12) atxt 4 n2x2 + x> 4 p=0

. ' 2
elaku egyenletek irjik le, ahol (n*,n°,n’) 4 0
Az egyenesek a térben két metszl sik metszésvonalaként irhatdk le.

Ezért a tér egyeneseinek egyenletei
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(4.5.13) n%xl + nix2 + nixj +‘pl = 0

1.1 2.2
D X + nox” + 3x3+p2-0

alakuak, éhql 8z B, = ( ,na), ie=1;2, sorvektorok 1ineérisa.n fﬂgge't;-
lenek. |

A aikban ;]eloljﬁ.nk ki egy 0 pontot és vegyunk i’al gy (e R gz)

ortonomélt bézist. A sik minden PAO

@ B~ : pont;jéhoz rendel;)ﬁk hozzé az rm lOPl
, szémot és a 0= & (e,,0B) sziget. Az

b ' B (r,0) koord.inéta. rendszert ,g_;&___;g;gé_&

0 e ' rggdszernek nevezazlik, Ezek 8 koordinéték az

(o, 1275 __2) rendszerre vonatkozé (x » X ) Deace.rtes féle koordinétékkal az

xt cos @ , _;xzb-r_sine

egyenletekkel fliggnek Gasze.

A térben hasonléan jérunk el. Jelsljiink ki |
szintén'egy 0 pontot és egfy‘
E, = = O , ;_'2=9.E_2. 25 = O,

orﬂtonormé.lt bézis. V alamely P £ 0 - pontra

Jelslje P a P pontnak az 0E1E2 sikon

_ —E, vett ‘mer6leges vetiiletét. A P ponthoz
rendeljiik h_ozzé. az r = |0OP| s_zémot és a (f:= 4 (e OP’), "\9— A_(e OP)

szogeket. Az (r,kf' ) koordindta rendszert polérkoordigta regdszgrnek-
nevezziik., Ezek az (0 981 *z,e ) rendszer Descartes féle koordinéta rend—-

“szerével az
x s :‘sin'\} cos Y

xaa'rsin'@‘si.nq'

3

X 81‘»008\3‘



egyenletekkel filiggnek vssze.

(N é Kupgzeletek

Jeloljink ki a sikban egy © pontot, az O pontra nem illeszkedd
e egyenest, és vegylink fel egy & >0 valéds szimot. Jeldlje tovdbba
H valamely P pontnak az e egyenesen vett merSleges vetiiletdt.

Mindazon P pontoknak a halmazdt, amelyekre
(4.6.1) lop|l = £ |pul

teljestil, kupszeletnek nevezaziik.
Az e egyenest direktrixnek, az O pontot fékusznak, az &

értéket pedig pumerilkus excentricitisnal hivjuk. A kupszeletet ellipszig-

nek nevezzik, ha £ 41 , paraboldnask, ha & =1 és hiperbolinak, ha
£ >1 teljesiil.

?, e P liég néhdny jelvlést vezetilnk be. Legyen
- H« ..
[=Ed v v ¢ Hy az O pontnak az e egyenesen vett
0"4‘5- —9 s e—)m-—ﬁ My merdleges vetiilete, tovibba jeldlje d
*

az 0,Hy pontok tdvolségdt: d = |OH,]| .

?1. ﬁ"“ . o ﬁyilvé.nvaié. hogy az O pontra illeszke-
d8 © egyenessel pirhuzamos e’ egyenes |

~a kupszeletet két P,yP, pontban metszi, mégpedig ezek a pontok az 'O
ponttél az {= £ a tévqlésgr; helyezkednek el. A kupszelet tetszbleges
P pontjdra jelolje r az |OP| tdvolsdgot, O az OHy és OP félegyenesek
8z20gét, valamint P, a P pontnak az OH , egyenesen vett merSleges vetiile-
tét. |

Vegylik észre, hbgy az e direktrix O ponttal ellentéteé nyilt £é1-
sikjénak minden P pontjéra |OP| / |PH| >i teljestil. Ezért az ellipszis

és a parabola minden pontja a direktrixnek az O pontot tartelmazd f£élsik-
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jéba esik, m1g a hiperbolanak mindket félsikba eslk egy-egy éga.
Eldgzor a kupszelet olyan P pontjait vizsgaljuk, amelyek a direkt«
rixnek az O fékuszt tartalmazé félsikjéba esnek. Az dbra alapjén az

lOPl = \PHl egyenletet a

(4.6.2) r = -Z\PHI =£|RH,| = £(d -1 cos 8) =~ Exrcos 6
alakba irhatguk, amlbol az r véltozét kifejezve az
(4.6. 3) T = "Fcos 0+ 1

egyenlefhez jutuhk .

A hiperbola eseteben pedig az 0 ponttal szamkdztes felsmkba eso_ P
pontra az OP = & (m| egyenlet az - _ ‘ | ‘
(4.6.4)  r = & || = E|PyHg|= Z(z- cose -d) = Er cos ©- ¢
alakot ﬁlti, amib61 , | |
(4.6.5) = L

e : &cos @ -1 .

adédik. | _»

A.(4.6;3)‘és (4.6.5) égyenléfekva kupszeiéfeﬁtggyérfeimﬁeh'léirjék."
Ugyanis az r(8) g-;6  fﬁggvényébén aztbirja:le,'ﬁégy.a fékuézbéi kiindif
tott, az‘ OH 5 égyenessel Gblszoget bezaré felegyenesen a kupszelet P ‘

pontja a fékusztdl mekkora tavolségra helyezkedik el. -‘K

Ezeket az egyenleteket a kupszelet polér koordindtis egyenletelnek :
nevezzuk. ,

A polérkoordinatas egyenletben az r(e) érték nem 1§het ﬁegativ; Ezéit
. ezekbll az egyenletekbol lathato; hogy az elllpszis esetében mindenA'é l 
értékre az r(e) veges nem-negatlv érték. St az is léthaté hogy az

ellipszis korlétos ponthalmaz. Ezzel szemben a parabola eseteben az- r(e)

a 8=z szagekre nem értelmezett, és ha a.,e ezekhez az ertekekhez.~‘



tart, 2kkor az r(@) végtelenbe konvergdl. A hiperboldndl pedig a ©
érték a (4.6.3) egyenletre vonatkozéan a =~ 614,9<161 intervallumban a
(4.6.5) egyenletre vonatkozdan pedig a 6, “Tced W - 0, intervallumban
valtozhat, ahol ©, = arc cos (-1/€) . A el ég ~6, szogekhez tartozs
irdnyokat aszimptotilus irényoknak nevezziik. Ezekben az irdnyokban az
r(@) hatdrértékéke végtelen.

A definicidébdl ldthatd, hogy a kupszeletek sosem lehetnek korok.
Azonban a kdr-fogalom a kupszelet-fogalomba Fformé&lisan beilleszthets, még-
pedk a kdvetkezl médon. A direktix a végtelen tdvoli egyenes, az &
pedig a zérus érték legyen, valamint vdlasszunk egy r>0 szémot. Az O
kozéppontu r sugaru kért a
(4.6.6) lor| =€.pH|] =0-00i=r
egyenlettel definidljuk. A formdlis definicid mdgott a kdvetkezd geomet—
ria tartalom rejlik. Vilasszunk olyan 611>>0 és ’dn > 0 sorozatokat,

amelyekre

>
Ep=>0, a > é £d4 —> 1

teljesiilnek, és minden n természetes szdmra tekint siink olyan kupszeletet,
amelynek f£fékusza az 0 és az gn’dn megfeleld paraméterekkel rendélkezik.
Ekkor n - oo esetén ezeknek a kupszeleteknek a hatérhelyzete.az 0 ki~
zéppontu és r sugaru kor.

Nyilvédnvalé, hogy a (4.6.3) egyenletekhel minden kirt el84llithatunk,
hiszen ha &= 0 , akkor r(8) = r = konstans.

Mindezek alapjén a kBrSket olyan kupszeletnek tekintjiik, amelyek
direktrixe a.végtelen tdvoli egyenes, és numefikus excentricitdsuk az

£ =0 értéx.
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‘A térben végy(ink fel egy K kort és 1egyen m a
K sikjéré, meréleges, a kér O k’dze’ppon&:jéra il-
leszkedd egyenés. Bzt é_z egyenest“teggelznek-nevez— '
dik. Jeloljiink ki még egy Q€m , Q#O pontot

is. A QP (P€K) egyenesek pontjai. Altal alkotott

ponthalmazt egyenes-kupnak vegy 'egyszerﬁen kupnak

| . o , )
nevezzilk. A Q pontot csucspontnak, a QP (PEK) egyeneseket alkotdk-

nak, a K kor sikjdt pedig alap-silknek neveszzik.
A kup pontjait ugy is megkaphatjuk,"ho,-gy.v:a.lamely QP alkotdjat
a tengeiy koril kﬁrbeforgé.tjuko EbbSL léthaté, hogy az alkotdk a tengely-
lyel is és az alap-sikkal is azonos szoget zarnak be. |
A kupszelete ek az elgevezesuket amiatt a teny miatt kapté.k. amely sze=~’
rint a kupszeletek a kupoknak sikokkal valé metszeteként A1lithatdk el. A .
.jtovabblakban ezt az all:.tast 1gazol;}uk, |
‘Pekintsiink egy kupot és egy olyan = sikot a.tnely:l.k nem :.lleszkedlk
a kup csu.csara. Ha Z a csucspontra n.lleszkedo pa sikkal pérhuzamos sikot.
36101:., akkor a.z a kupbdl vagy csak a csucspon'bot vagy egyetlen alkotdt vagy.
pedig xét egymdst metszd alkotot metsz ki. Ennek megfelellen a z egyetlen
' alkotoval sen pérhuzamos s csek az egy:.k félkupot metszi, vagy egye’clen
alkotoval pérhuza.mos és ugyancsak az egylk fellcupot metszi, vagy pedig- két
alkotoval parhuzamos és m:.ndket felk:u.pba belemetsz.
A kovetkez6 lépésben a kup belse;jében vegylik fel azokat a gombiket,
amelyek a kupot is és a Z sikot is érintik. Ezeket a gombbket Dandelin
gv smboknek' nevezziik. A Dandelin gdmbdk 1létezése legegyszeriibben a kovetkezd
" gondolatmenettel mutathatd meg. | |
_ "Messﬁk el a kupot az m tengeljre_ illeszk'édé" A, sikkal. A A a

kupbél az a,,a, alkotdkat a 2. 8ikbél pedig az ‘s egyenest metszi ki.
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Vegylik fel asokat a kiriket auej.yek az s egyenest é3 az 8)+8, al}:otékat
belilr5) érintik. Ha az s mindkét alkotét metszi, akkor pontosan két
ilyen k&h-. ha pedig az s az egyik alk6t6va1 pérhuzamos, akkor csak egy
1lyen érintd kor 1étesik (1d. az a) sbrékat).

Ezeket a kortket az m tengely korill megforgatva a Dandelin gimbbket kap-

a) dbrék

Méé néhdny 50131‘651:' vezctﬁhi be. Ha két Dando‘.l:ln gdmb 13tezii:'; akkox;"
ozek & kupot a K,,K, kdrdkben érintik. Ezeknek a kdrdknek a aik;]ét z,
és L 2 ;leloli. A Z : sikok merolegesek a temolyre, éa ha a Z s:n.k nem
' -merolegea 8z m tengelyre. akkor a Z ill. a Z a Z s:lkot a dl
111, & d2 egyenesbe metszi. A Dandelin gombsk a 2? aikot az F, 431, az
2 pontokban ér:mtik. Kés&bb ‘megmutat juk, hogy a dl,da egyenesek a =z él— |
ta.l k:imetszett kupszeletek direktrixei. i11. az F 2 ‘pontok a fékuszai, ‘
qzért a d.l,d2 egyeneseket direktrimek, az Fl'Fz pontoht pedig fékuszok-

nak nevezziik.
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b)'ébfék,1 o S

Ha egyetlen Dandelln gomb létezik, akkor ez a Klﬂ " kb‘fben _ér’ini:i
a kupot, és ennek sikjat Zl jeloll. A dl d:.rektrixet a d - Z ﬂ Z
etszetkent deflniéljuk, a fékusznak pedig a Dandelln gombnek a Z sn.kkal

alkotott F er:mtes:. pont jat nevezzuk. '

Még egy tovabbl, a klmetszett alakzatra jellqnzo mennylseget vezetunk

le. o | | |
Legyen X =a Z és a kup metszetenek egy pont,]a. Az X pontnak a Zi
sikon vett meroleges vetuletét ;jelolje T ’ valam1nt a . d1 dlrektrlxen |
vett meroleges vetiiletét gelolae Y' A QX alkotova‘ Kl kort_gz~ Al 'pont-

1
héz huzott érintd szakaszok, ezért az \XFll / |1X¥| hényadosra a kivetkezd

ban metszi. Mivel az ,XF és_a'z XAI ) szakaszok ugyanazoh Dé.nde‘lin gb'xhb-

érték addaik (14. a b) sbrékat):

lXF | \XA L lXAll/lXTl 1 81n[‘ _sin
(4‘6f7) x| ~ IXY! ﬁ(Y[/[XTl = 1/slno< s:.n{l

aholpi aAZ és a 2. 1. 'siko-k szogét, valamint /l a QAl alkoté}nak a 2 1

alap-sikokkal bezdrt szogét jé1l61li. Mivel ezek a szb"gek konstansok, akdr-



milyen X pontbdél is indulunk ki, ezért az

\XFl‘ sin_ _ ¢

(446.8) 57 - sin(s

érték a metszet pontjaira nézve egyértelmiien meghatdrozott. Ezt az

értéket a Z 41tel kimetszett alakzat numerilus excentricitdsdnak nevezatik.

4.6.1| Minden kupbél a csucsra nem illeszkedd sikolk kupszeletet metszenek
ki. Mégpedig a metszet ellipszis, ha az metszd sik a kup egyetlen
alkotéjdval sem pdrhuzsmos, parabola, ha a P egyetlen alkotdéval

pArhuzamos, és hiperbola, ha két alkotdval parhuzamos.

Minden kupszelet lup - sik metszetként Allithaté eld.
Bizonyitds. A (4.6.8) formula alapjdn a metszet pontjal arra a kupszeletre
esnek, amelynek fékusza az Fy, direktrixe a d,, és numerikus excentrici-
tésa a (4.6.8) képletben definidlt érték. Az is léthatd, hogy §<1, ba a
z egyetlen alkotéval sem pdrhuzamos, $ =1, ha a pa egyetlen alkotéval

parhuzamos, és &> 1 , ha a Z. xét alkotéval parhuzamos.

Még meg kell mutatnunk, hogy metszetként mindig teljes kupszeletet ka-
pupk.

Ennek igazoldsdhoz a 7. sikban tekintsiink egy az Fl fékuszre illesz-~
ked8 1 egyenest. Az 1 egyenesre és a Q csucspontra illeszkedd sik
a kupbSl az  a,,a, alkotékat metszi ki. Mivel az §(1 esetben az 1
egyik alkotéval sem pérhuzamos, ezért az l 8% 84,8, alkotdkat metszi.
Tehdt az ellipszis esetében minden fékuszon 4dthaladd egyenes a metszet-alak-
zat két pontjét tartalmazza. Igy a (4. 6.3) poldrkoordindtds egyenlet miatt
s kimetszett alakzat nem lehet més, mint egy teljes ellipszis.

Az € 21 esetet is megvizsgdljuk. Ekkor é.z ]_ egyensa csak akkor

nem metszi az ‘a;,8, alkotdk valamelyikét, ha ez az alkotd péarhuzamos az

1 egyenessel és ebbSl kivetkezlen a I silkkal is. De az P, fékuszon ke~
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resztil az E 1 esetben csak °gy olyan 1 egyenes 1etez1k, a.mely:.k

pérhuzamos a ku.p valamely alkotéjéval, ill. az & > 1 esetben pontosan.

'két ilyen 1 egyenes létezik. Ugya,nis az 1 csak azokkal az alkotékka.l

lehet parhuzamos, a.melyek a Z_ slkkal is parhuzamosak, Osszefoglalva

megéllapthat;juk, hogy az & =1 esetben az 1 egyetlen helyzetben 1 pont-

ban a tobbi helyzetben pedig két pontba.n metszi a z altal k::hnetszett alak~-

zatot. Tsmét a (4.6.3) és ‘_(4.6._4) f&zﬁnuléb&l_ kbvetkezik, hogy a kimetszett
alakzat &= 1 "esetben teljés paraia"@la az £>1 ‘esetben pedig teljés hiper-
bole. | | ‘ '_ : o

_ Végezétﬁl bebi:zonyit:;vjuk,: hogyylmindéﬁhip;szeiet_' icap-sii: metézetként
éllithaté eloa | | L A Lo | |

A polérkoordinétés egyenletek alapjan minden kupszele'b az 5 és ‘{

: parame’cerei dltal (izometrla ere;jeig!) egyértelmhen meghatérozott. A (4.6 8)

keplet alap;;én tetszoleges £ 20 értéket el6irva, mindig 1etezik olyan

kup és b2 sik, hogy a réjulc vonatkozé kupszelet numeri]ms excentricltasa

| az elo:uct E( sin o /sin(S ) érték, Tegydk fel, hogy egy - ilyen kupsze-

letnek a mésik parametere i ‘ Ekkor a pérhuzamos szelok tetelebé’l trivi-

dlisan kovetkez:.k, ‘hogy a lup csucsé:ca mint centrumra vonatkozo ) (/ e*

v . ) )
pa.rametem centralls hasonlésé.g a Z s:.kot olyan _Z_ sikba transzfomalaa,

amelylk a kupbél Z € parameteru kupszeletet metsz ki. Ezzel a tetel bizo- '

n;y:.'tasat befeaeztﬁk._ R o L e B D

A fen‘b:. tetelbol 1ldthatd, hogy az ell:.psz:.sekhez és a hiperbolé.khoz Kbt
:t‘élcusz és ket direktrix tartozik és ezek az ]’:‘1 dl 111. 2,(12' £ékusz-
-dlrektrix parok egyenragnuak, 'n::.ncs,_ol'yan kanonikus tulajdonsdg, emi az
egylk part kitiintetné. - | | )

4.6. 2 Az ellipszis azoknak a pon’coknak a halmaza, amelye]cre a fokuszoktél

" |mért tdvolsigbsszeg 411lardé.
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A parabola azoknek a pontoknak a halmaza, amelyekre a fékuszoktdl
mért tdvolsdg a direktrixtSl mért tdvolsdggal egyezik meg.

A hiperbola azoknak a pontoknak a halmaza, amelyekre a f£ékuszolt-

t61 mért tdvolsdgkiilonbség abszolut értéke 41landd.

Bizopyltds. Térjink vissza a b) dbrdk jeldléseihez. A kupszelet valamely
X pontjdhoz jelolje Al ill. A, a QX alkoténak a K ill. K kSr-
rel vett metszéspontjit. Mivel az iﬁl,il

q 111. az iﬁz,XAz ugyanazon

Dgndelin gdmbhoz huzott érintd szakaszok, ezért
(4.6.9) [xp,] = |xa,] 68 |xp) = |xa]

teljestil. Mivel az A1A2 egyenes mindig alkoté, ezért nyilvdnvald, hogy
az \AlAz\:u 2 é tdvolsdg a kupszeletre nézve konstans mennyiség.

Az els6 b) dbrdrdl az
(4.6.20) |xpy|+ [xpf = |xal+ [xa] = (48] =2
azonossdg adddik, vagyis az ellipszis pontjainak a fékuszoktdl mért tivole
gagisszege 4llandd.

A mdsodik Abrén o(={3 teljesiil, ezéri ]XAll = \XY[ . Tehdt a para-
bola pontjai a fékusztdl ugyanolyan tdvolsdgra esnek, mint a direktrixtél.

A harmedik 4dbrardél pedig

(4.6.11) \\XFII - lXF21| = I[mzl - |XA11[= |A1A2[= 2 a

adédik. Tehdt a hiperbola pontjainak a fékuszoktSl mért tdvolsdgkiildnbség
abszolut értéke szintén konstans.
Még be kell latnunk, hogy csak a megfeleld kupszelet pontjaira érvé-
nyes a (4.6.10) i1l. az |XA,|= |x¥| 111. a (4.6.11) azonosség.
Inditsunk ki az Fl fokuszbdl a kupszelet sikjara illeszkedd e

félegyenest. Ha az e a parabola ill. a hiperbola esetében nem aszimptoti-
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kus irdnyu, ekkor az ellipszis és a parabola esetében az e az egész

kupszeletet, ill. a hiperbolg esetében az F, fékuszhoz kiézelebbi dgat

1
egyetlen A pontban metszi. Tekintsiink még az e félegyenesen olyan

A1 ;A2 € e pontokat, amelyekrg az Al pont‘az 'FI”K; szakasz belse]é-
 ben az A, pont pedig = szakaszon kiviil esik. A parabola esetében
~legyen a Po' az - A pontnak a direktrixen vett merfleges vetillete, va=-
lamint Pie FP &z a pont, emit az Ay i)onton keresztﬂl..'az‘ AOPO egye-
nessel parhuzamos egyénes az FP, eg&enesb61 kimetsz, tovdbbd legyen

Hi se AiI}.(\ d .

A kévetkezd &brdkrél ez A és"Az ‘pontokra vonatkozéan & héromszsg~-

egyen16tlenség'alapjén rendre a kivetkezd egyenl6flénségek adédnak.

¢c) 8brék

Lo A+ 1F2411<1F1Ai(+ lAlA°]+ |4, = [Py [+ \Fonl;aa ?
eyl \FzAzl; ENRTRIan |7kl 3 | Byl + [Bptg)= 28
é,”ﬁl““Fﬂ“uﬁhlﬁﬂh\%ﬁh‘lﬂw<°f 
|7, - | a8, = |Pa,] - 4,80+ IHéré];_lgéP2|'> 0,

3. |Fahyl - 7281 15]%28,] - \AoAl{';llEiAll.ﬂlﬁonl“.lFlel'
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lF2A2‘~ ‘F1A2|<lF2Ao'+ ‘AbAZ'- ‘F1A2I- lFZAo‘ = lplel'

Ezek az egyenlStlenségek azmt igazoljdk, hogy a megfelels azonossdgokat
csak a kupozelet pontjal eldégitik ki, [:]

Az ellipszisekre 1ll. a hiperbolélra a tételben azerepls
|l + |Poa] = 22 a1,
(4.6,12)

lz,a] - |2pal]= 2a

konstans mennyiségeket pagytengely-hosgznak nevezzilk., A £ékuszokbél a knpe
szelet pontjaiba mutaté elemi vektorokat pedig rddiugzvektoroknak

hivjuk,
Az _ollipgzls klilsejét definicid szerint azok az A pontok alketjdk,
amelyskre

(4.6.13) [FlA[ g-\lﬁzﬁ.g \ 2,

ill. belselét azok a pontok alkoetjék, amelyekre

(4.6.14) | 78] + P8 £ 2a
teljestil,

A hiperbola kilsS pontjait az
(4.6.15) 7,8 » |P,4]] £ 20
egyenldtlenséggel, 11l. belsS pontjait az
(4:6,16) \\FzAlF lFlA”> 2a

egyenlétlenséggel definidl juk.
. véglil paraboldt tekintve az A pont belsS pont, ha

(46417) |7al Lol

ill. kUlsé pont, ba

(4.6.18) | |ra| > |



teljeslil, ahol' H az A pont direktrixen vett mer6leg;s vetﬁleﬁét je=~
1614, '
Ha valamely kupszelettel egy egyenesnek egyetlen kozds pontja 1éte-

z1k e t0bbi pontja pedig kiilsd pont, akkor az egyenest a kupszelet

érintdjének nevezziik.

4.6.3. | TetszGleges kupszelet minéen pontjéhoz pontosan egy érintd huz-
‘haté. |

lMégpedig ez az érintd az ellipszisndl a réddiuszvektorok kill-
80 sz8gét, hiperboldndl a belsd szﬁgét, paraboldnil pédig a rddi-

uszvektor és a pontbdl a direktrixre merdleges egyenes belsd 8z6gét

felezi, : _
Bizonyitds. Eldszdr megmutat juk, hogy a tételben szerepld sﬁﬁgfelesz va-
16ban érintdk. A kupszelet valamely P pontjdhoz jelalje e a megfeiel6
szogfelezdt, Fg az F, fékusznak az e egyenesre vonatkozd tﬁkorképet,
ill. a parabola esetén a H a P pontnak a direktrixen vett meroleges ve-
tliletét jeloll. Nyllvénvalé, hogy az F, a PFl egyenesre illeszkedlk.
Vegyﬁnk ‘

d RN

d) dbrék

fel még egy P’(#P)(ge pontot is. A fenti 4brdrdl rendre a kivetkezsd egyen~

16tlenségek olvashatdk le.
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2 p! ), ) ) )
R A P 20+ [P'R] > |F Pyl= |7 2 +| PPyl = | B0 4 | P, = 2a ,
2. |#.P| - 12'El = |PH] ~)P'Hl >0 , mert & PH'H héromszog derdkezi-
g,

3. P 2] - 2" my = (2P - \B'Fy £ |7 Pl = |7 2| - eryl= |2 2| - [P, = 2a .

Az egyenlitlenségek alapjén a P pont mindig kiilsS pont, és ezért az
e 8z0gfelezd érintd.

Megmutatjuk, hogy a kupszelet minden pontjahoz egyetlen érintd huzhats.

A bizonyitdshoz a kupszeletet kup-sik metszetként dllitsuk ol8, és térjtink
vissza a b) dbrdk jeloléseihez!

Ha e a kupszelet valamely X pontjihoz huzott érint8je, akkor a Q
csucsra €s az e egyenesre illeszkedd ZS 8ik a kupnak csak az XQ alkotd-
jat tartalmazza, a tobbi pontja pedig a kup kiilsé pontja. Ezért az e’;=azqn;\
egyenes a K, kirt az A, pontban érinti. Mivel ez utébbi érintd egyértel-
mien meghatdrozott, ezért a /\ sik és az e = 2. (1A érintd is egyértelmii,

Ezzel a tétel bizonyitdsdt befejeztiik. : [:]

7. & Teriiletmérés
)

Valamely ponthalmazt konvexnek neveziink, ha bdrmely két pont javal egylitt
a pontokat UsszekdotlS szakasz pontjait is tartalmazza.
A ‘definicidébdl vildgos, hogy konvex ponthalmazok metszete is konvex hal-

maz.

A sikban véges sok zdrt f£élsik metszetét konvex pdigonnak nevezziik., A

A poligont 2-dimenzidsnak mondjuk, ha nem létezik olyen egyenss, amelyik a

poligon minden pontjat tartalmazza. A 2~dimenzids korldtos konvex rligonokat

konvex sokszGgeknek nevezziik.

Ebben a paragrafusban csak konvex sokszdgeket vizsgdlunk,

Ha a konvex sokszdg az B yeee, Py zdrt £élsikok metszeteként 411 elf,

i
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akkor az Py félsikokat definidld félsikoknak nevezzik. Az F, defini-

i
416 félsikot. lényegesnek mondjuk, ha hatirold egyenese a sokszdg két kil

16nbdz8 pont jit tartahmazza;'Az: Fl,.,;,Fk definiald renggzertmiglgé;is-
nak mondjuk, ha beldle birmelyik F; elemet elhagyva & visszamarédf f£él-
sikok metszete az Gsszes £éLltér metszetét valddi részhalmazként tartalmazza.
Konnyen megmutathaté hogy mlnlmalls definiilé rendszer letezik ég
egyértebmuen meghatarozott mert pontosan a 1enyeges definidlé f£élsikokat
$artalmazza. A részletek atgondolasét az olvasdra bizzuk.' |
A lényeges definidlé £élsikok hatdrold egyenesei a konvex éokszﬁg--

b8l egy egész szakaszi tartalmaznake ‘Ezeket a szakaszokat a8 kog ex sokszog

$leinek, ‘az élek végpont jait pedlg a kogvex 5okazog csucsa nak nevezzﬁk.

Az élek egyesitett ponthalmazét a Epnvexﬁgpkszog,hgtaranak, a sokszog ha tér-

pontoktél_kﬁlanbazs pontjal pedig & SOksz6g,be;séontjainak'mqndﬁuk.‘

Legyen P a 9qksz6g*b3156pontjé, és #égyﬂhk félfegy' P kezd&poﬁtu -
~ £élegyenest. A sbkszﬁg korldtos lévén az e félégﬁeneé biztbsap.tarfalmaz
(egyetleni) hatérfontot; Mégpedig az e vagy egj él’belsejébélvagy pedig
egy csucsba mefsz’bele. Forgassﬁk kdrbe az e;‘féiegyenest a P“pont'kﬁrul.
Ezzel a korbeforgatéasal a csucsok egy Pl,Pz,...,Pk sqrfandje définiélhéf&,

.ég az éleket rendre s

P P,, B,P

1P2s B PP

3’..‘9Pk—1Pk’ k l

 szakaszok ad jék. Vilégos az is; hog& minden ?‘ﬂi 1 él~egyeneshez a tobbi
csucs, az egyenes Altal meghatarozott egyik nyilt félsikba esik.

Ezt a felslkot a hatérolé egyenesével 1ezérva lényeges definiélé fél-
gikhoz jutunk. Léthaté az is9 hogy'minden 1enyeges definlélé félsik ilyen médon
adhaté meg. Ezért a lényeges definialo felsikok egyertebmﬁen meghatérozottak

- és minden konvex sokszbg a csucsai dltal egyértemmﬁen~meghatérozott.
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A  k-csucsu konvex sokezdgeket k~gzdgeknek nevezziik. ‘
A héromszigek és a paralelogrammgl definiciéjdbSl léthaté, hogy
csucspont jaik konvex sokszdgeket definidlnak.

A terliletmérésndl minden konvex solszightz nem-negativ szémot rende-
liink.

40T.1. |Pontosen egy olyan T(K) hozzérendelés létezik, amelyik minden X

konvex sokszighdz T(K) » 0 értéket rendel a kdvetlez8 tulajdonsé-
gokkal

l. Ha a K két olyan K._L,K2 konvex sokszdg egyesitett halma-

zZa, amelyekre a Klﬂ K, metszet kozds 61, akkor
(K) = T(Kl) + T(Kz) °

2. A T(X) fiiggvény az izometridiora nézve invaridns, vegyis min-
den Y izametridra
(¢ (K)) = 2(x)
teljosiil,

) 3. Az ogységnyi oldalu négyzethez & T az 1 értéket rendeli.,
Bizonyitds. Ellszdr a hozzdrendelés egzlesztencidjat igazoljuk. A bizonyitds
t6bb 1épésre tagozddik, és 8z egyes 1lépéseket sorszémmal vélasztjuk el egy-
mastél. |
1, Tetszlleges ABC héromszsgben je}._&ilje "a"  az egyik oldal hosszét, és
| m, az oldalhoz tartozé
megassdg hosszdt. |
Megmutat juk, hogy az
asm éﬂe’k fliggetlen az
oldal valasztdsdtdl,

c

. 8 Ha c,m, mésik oldal-

-magasség pér, és AysBy ,Cy a megfeleld magassigvonalalk talppont jait jelo-



11, akkor BAMY4 = Boc® 4 |, mert mindkét szt az 50 oldal £516 it
Thales karben-a E;K* hur lé4tészbge. Ezért a 'BA#A és a BOWU deréke
szogll hdromszigekben a megfeleld szbdgek megegyeznek, dao ezért a kéi
héromszdg hasonld. Az | '

m

¥
.

C
nzonossdgbbl a bizonyitands m o+ &=mn . o adddik,
e A T(K) filggvény definicid szerint minden héromsz8gin az egyértelmilen

meghatdrozott

T(K) = 2T

értéket vegye fel. ‘
EbbSl a formuldbdl nyilvédnvaldan adddil, hogy
ha egy hé;qmszﬁget csucsbdl kilnduld szakasze
szal kettévdgunk, akkor a hédromsztghtz rendelt

T érték a két héromszbghlz rendelt ériékek

Usazegével egyezik meg.

3. Tekintslink egy konvex négyszdget. Bbben béﬂhelyik dt1lét behuzva a négyszig
C } két hérdmsz&gre bomlik. A;négyszﬁgw

| htz a T fUggvény definicid sze~

rint & két héromezightz rendelt -

tékek Usszegét rendeli. Meg kell

mutatnunk, hogy a mdsik At16bS1

kiindulva a négyszdghbz ugyanaz a

T érték rendelfdik. Az dbra Jelslé-

sei mellett a kbvetkezbket irhat juk
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T(ABC) + T(ACD) = T(ABM) + T(BCM? 4+ T(AMD) + T(DMC) =

= T(ABM) + T(AMD) + T(BCM) + T(CDM) = T(ABD) + T(BC) ,

ami a bizonyitandé azonosségot igazolja.

4. Egy konvex k-szdg T=értékét ugy definidljuk, hogy egy osucsdbll min-
den &t16t behuzunk, és a sokszdghdz az igy keletkezett (k - 2) héromszog
P-értékeinek az Ssszegét rendeljuk.

Megmutat julk, hogy az igy definidlt érték fiiggetlen a csucs vdlapzté~
s4tél. Bzt az 4llitdst teljes indukeidval igazoljuk. A k = 4 esetre
vonatkozé bizonyitédst a 3. pont tartalmezza. Tegyilk fel, hogy ez az Alli-
tds minden (k - 1)-szbgre igaz.

Tekintsiink ezek utén egy (Pl,Pzgooo,B&) k-gzdget, ahol a csucsokat
egy koriljdrdsnek megfelelden soroltul fol. Az 411it4st olegendd két szom-
szédos, pl. a Py,P, pontokra vonatko-
z6an igazolnunk. Irjuk fel a T érté-
ket a P, csucsbél kiindulva. Az indukcide
feltétel miatt:

T(Pa,P ,ooonggpl) = T(PéP3P4) +

+ T(P2P49eaoquP1) = T(P2P3P4) +

+ T(P2P4P1) + T(P1P4P5,,..,Pk) =

= T(P1P2P3P4) + T(P1P4P590099Pk) = T(PIPZP3) + T(P1P3P4) + T( P1P4,.o.,Pk) =

= T(Plpz,noo ’Pk) 9

ami annyit jelent, hogy a P2 pontbél kiindulva a sokszOghtz ugyanazi az
értéket rendeljilk, mint a F, pontbél kiindulva.
5. Bddig minden K sokszoghtz egy egyértelmiien meghatérozott T(K) 2 O

értéket rendeltiink. Bebizonyitjuk, hogy & T(K) fliggvény a tétel l.,2.



éa 3. tulajdonséggivél valéban rendelkezik.

Minden egységnyl oldalhosszusdgu négyzethez 1 értéket rendeliink, mivel
ezt a négyszlget az egyik 4116 két olyan haromszdgre bontja, amelyek alap~
ja és magessiaga 1s egységnyi. Ezzel‘a 3. tulajdonsdgot igazoltuk.

A 2, tulajdonsdg is trividlisan teljeslil. Ugyanis az izometridk magas~
ségvonalakat magassdgvonalakbs transzformiljik, ezért a képhéromszagekmn
hez rendelt T-érték megegyezik az 8sképek T-~értékeivel. De ebbdl ai is
kovetkezlik, hogy minden konvex sokézﬁgre vons,tkozdan a‘ T flggvény az
i;ometriékra nézve invgriénsgimivel minden konvex sokszbdg haromszdgekre -
bonthatd, |

Még.az 1. additiv tulajdonsdgot kell igazolnunk.

Tegyiik: fel, hogy a (Pngaaeo,Pk)

caucspontok altal meghatarozott KX konvex
sokszbget olyan RS szakasszal vigjuk

két részre, amelynek R végpontja a soke-
27z0g PiPi+1
oldalak helyezkedik el. Az R

oldsldn, =z S pontja pedig
a Pij+1
és az S pontok a csucsok valamelyikével

is egybeeshet.

(3 2 P L Ky = (RBy q,.00,2,,8) sokezdg T(Fz)
értélére T(K,) = T(RgPi+1aom,Pj,s) = T(RE, ,8) + T(B, ,P js) +
+ ’.['(Pi+19 2,9@09P ) adddik, a K = (BSPj 1,9009P ) soksztgre pedig
T(Kl) = T(RSP ) + T(PJ+1 lR) + T(PJ+1Pj+2gae09Pi)
Igy a T(Kl) % T(KZ) Gaszegre a kovetkezbket kapjuk.
T(Ky ) - MK,) = T(P1P3+lgoo,, 1.1 * T(P 1B;R) + T(RE, 41 j+.) + T(I3+2PJ )

+ T(P 1999°9P ) = T(P P. ) + T(P P.R) + T(P ) +

i g+19’°"’ i=1 +174 3+1 i 1
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+ T(Pi+1SPj+l) + T(Pi 1 S) o§ T(Pi+l i+2gooapP ) = T( i+1 3+1 d+2gooo.P1) +

+ T(Pi+1 i+2.°°°'PJ 1) o T(K) °

Tehdt a T(K) filggvény valéban rendelkezik az 1. pontban foglalt addtiv
tulajdonsdgegal ls, és az egzisztencia bizonyitdsdt befejeztiik.
6. Az uniocitds bizonyitdsédra térilnk 4t.

™. Tekintsllnk elbszbr egy egységnyl hosszu~

sdgu szakeszt és szerkessziink P31éje

m megasségu téglalapot, amelyhez a tétol-

ben szereplé T fliggvény a T(m) érté-
ket rendeli.
1 Az 1. additiv tulejdonsdg miatt a

1 T(m) fUggvény additiv, monoton nd, éa a
&

tétel 3. tulajdonsdge miatt T(1l) = 1,
Igy a fliggvényegyenlet-lemmdbsl a |
T(m) = m
azonossdgot kapjuk, emi annyit jelent, hogy minden a tételben szerepld
T hozzdrendelés az egységnyl alapu és m magassdgu téglalaphoz az m
értéket rendeli,
Most az m magassigot rogziteilk, és az alap hosszé&t vdltoztassulk, Az
a alaphosszusdgndl kepott téglalaphoz a T fliggvény a T(a) értéket ren-
deli. Ez a T(a) fliggvény isﬁét additiv, monoton nS, és T(1) = m
teljestil. Ismét a fliggvényegyenlet-lemma slapjdn T(a) = m & . Bzzel neg~
kaptuk, hogy minden, a tétel feltételeinek eleget tevd T flggvény éz gt
alapu és m magassdgu téglalaphoz az a-m ©Ertéket rendeli.

A héromszigekre vonatkozd
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terlilet-képletet is azonnal megkapjuk, ha az
Mo,
dbra alapjdn az alap £51€ az m magassdgu
Q.
B Ay c _ v
hdromszdg a BAyA héromszbggel, ill. az A,CA héromszbg a CC'A hdromsztg~

- Bec'B' téglalapot szerkesztjiik. Ekkor a .BAB'

gel egybevégs. Igy a T fiiggvény gdditivitését és az izometridkra vonatkozd
invariancidjdt felhaszndlva kapjuk, hogy a ?CC’B’ téglalaphoz rendelt a.m
érték az ABC hdromszbghdz rendelt érték kétszerese.. '

Mivel mindén konvex sdkszﬁg héromszﬁgékre bonthaté, ezért a hdromszigekre
vonatkozd teriilet-képletbdl és az additiv tulajdonségbél a T(K) fliggvény

unicitdsa kdvetkezik. ' [:)

A K konvex sokszdghtz rendelt T(K) értéket a K teriiletének nevezuziik.
A fenti bizonjitésbél a héroﬁszﬁgekre vonaﬁkozé T = ﬁ-ma/z és a paralelogram-
mékra vonatkozéd T = a.m terﬁletképlét is adédik. Megjeéyezzﬁk, hogy‘ferulet~'
-mérték nemesak konvex sokszaéekheﬁ, hanem jéval bonyoiultabb ponthalmazokhoz,
igy pl. minden konvex ponthalmazhoz is definiéihaté. Azonban ezeknéllaz el ja-
rédsoknal az eddig lﬁtottaknél bonyolultabb médszeréket kellene alkalmaznunk, .
eéért ezek vizsgalatdaval nem foglalkozunk. Ilyen iréﬁyu részletés vizsgdlatok-

kal analizisben taldlkozhatunk.

o

8. § Térfogatmérés

A térben a konvex pdliédereket véges sok zdrt £éltér, az u.n. definidlé

félterek metszeteként definidljuk. A korldtos konvex poliddereket konvex poli-

topoknak nevezziik. |
A konvex ponthalmazokat az Affinitésok cimil fojezetben részletesen meg-
vizsgdljuk, ezért itt néhény tényt csek vézlatosan ismertetiink.

)
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A konvex poliddert 3-dimenzidsnek mondjuk, ha nem létezik olyan sik,

emolyik & poliéder mindon pontjst bertalmazza. Az P, definidls £élteret

i
iényepepnek mondjulk, ho hotérold sikja a poliéder hérom nem kollinedris pont-
jét tartalmezze.

Bobizonyithet6, hogy minden 3-dimenzids polidderhez a lényeges definiilé
éltorek ogyér olmiion meghatdrozottak, és a polidder ezek metszeteként 411it-
haté old. |

A lényoges definidlé £élterek hatdrold sikjai a 3~dimenzids konvex poli-

topot konvex sokszbgben metszik, amiket a politop oldallaepjainak neveziink.

Az oldallepok gleit ill. csucsait a polikp éleinek ill. csucsaeinak nevezaziilk.

Itt is boldthatd, hogy minden 3-dimenziés konvex politop egyértelmiien
meghatdrozott a csucsal dltal.

Ezoknek a ténysknek részletes bizonyitdsa az 5.4 pargrafusbaﬁ taldlhatd.

A konvex poli#opbkra példaként a tetraddereket és a paralelepipedonokat
emlitjilk.

Tekintstink o térben négy, nem egy sikra illeszkedd pontot, és jelsljik

AH ezeket az Al’AZ’AB’A4 jelekkel. Hé?oﬁ ki~

16nb6z8 Ajshiohy pontra jelslje Figc 8%t
a zdrt félteret, ameljik a héfqm pontot a
hatérin a negyediket pedig a bplsejében tar-

talmazza. Az igy definidlt négy zdrt £61tér

‘ AQ A, metszetét tetraédernek nevezzilk. L&thats, hogy

a tetraéder csucspontjal az A; pontok.

A A paralelepipedon definicidjdhoz ismét te-
13 :

U kintsiink négy nem egy sikra esd pontot és

jeloljiik ezeket az O,Al,Az,A Jjelekkel. Az

3
Aij (1< j) és az A123 jelekkel azokat a

ponxokat Jjeloljik, amelyekre



OAij = OAi + Eﬁi ’
OAlz3 = OAl + OA2 + OA3

teljesilil. Az igy kapott nyolc ponthoz pontosan hat olyan zdrt £éltér tartozik,
-amelyek négy pontot a hatdrukon a t6bbi négy pontot pedig a belsejlikben tar-
talmazzdk. Ennek a hat zdrt f£éltérnek a metszetét paralelepipedonnak nevez-
ziilk. A pafalelepipedon csucsal az O’Ai'Aij’A123 poptok.vHa a paralelepipedon
egy csucsba befutd élei pdronként mer6legesék,akkor a paralelepipedont tég-
latestnek, az azonos élhosszal rendelkezd téglatesteket pedig kockdnak nevez-
zitk, . |

A konvex politopokhoz szintén egy egyértelmiien meghatdrozott V térfogat-
- érték definidlhatd. A V térfogatfuggvény hasonléan vezethets le, mint a
4.7.1 tételben‘a T teriilet fiiggvény, azonban a pontos bizdnyités sordn lénye-
ges nehézségbe litkoziink. Roviden ezeket a felmeriild6 nehézségeket taglaljuk.

A V térfogatfliggvény egzisztenciéjét itt is ugy biztosithatjuk, hogy

a tetraéderekehez az egyértelmiien (!) meghatdrozott

Lom
3

szémot rendeljﬁk'(T egy alap teriilete, m pedig a hozzd tertozd magasséé‘h058za),
majd egy tetsz61eées konvex politopof valamilyen médon tetradderekre bontunk,
és a politophoz rendelt térfogat é;téket a tgtraéderekhez rendelt‘térfogat
értékek Osszegeként definidljuk. Ez a tetradéder felbontds lehet pl. olyai, hogy
 a politop egyik céucsét kijeloljiik, és az ehhez a csucshoz nem csatlakozd -
lapokat, egy csucsukbdl kiindulé étlékk#l héromszagékre bontunk. Ezek utén a
politop olyan egymédsba nem nyulé tetraéderekre bonthats, amelyek egyik csucsa

a kijelolt csucs, valamint éleik a politop élei, ill. a behuzott lapitlék.
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Azonban ha ezt garjuk bebizonyitani, hogy a tetraédgrtérfogatok depzege
a osucs vélasztdsdtSl Pggetlen, akkor a 4.7.1 t6tel 4. pontjban L&totbt
indukeids 1épés nem alkelmazhats, és az A1llitds bizonyltdsa lényegesen kiriil-
mén&eeebbé vAlik.

Az lgazdn lényeges elvi nehézségek az unicitds bizonyltdsdban jelentkez-
nek.

A,téglalapokhozvhasonlégn (a figgvényegyenlet-~Llemma, segltudgdédvel) minden
nehézséé né Lkiil bebizonyifhété, hogy minden, & feltételeket kielégitd térfo-
gatfliggvény a téglatestekhez a V = T.m szdmot rehdeli. Azonban a tetradderek
T « m/3 térngqtképlete igazolasihoz nem alkalmazhats a héromszsgekndl al-
kelmazott lépés, ahol is a héromszdget téglalapba "daraboltuk" dt. A tetra-
édereknek téglatestekbe vals "dtdarabolhatatlansdgdt" Dehn német matematikﬁs
bizonyitotta 1901;ben. Megjegyezzlik, hogy ez a probléma Hilbert hires prob-
lémdinak egyike volt, és ez a probléma az els6képt megoldott Hilbert problé-
ma. Tehdt a tetreéderek térfogatképlete elemi, &tdaraboldsos médszerrel nem
vezethet§ le, hanem approximédcids médszerek szﬂkségesék a bizonyitdshoz.

Ezekkel a kérdésekkel a hosszadalmas térgyalésuk miatﬁ nem foglalkozunk.
A kbvetkezd %éfelt is bizonyitds nélkiil kazsijﬁk;
4.8.1 Pontosah egy o1yan V(K) hozzdrendelés létqzik, amelyik a tér minden
korldtos konvex K ponthalmazdhoz V(K) > 0. értéket rendel a kﬁvet-
kez6‘tulajdonségokkal: | _ -
1. Haa K két olyan konvex K,,K, ponthalmaz egyesitett halmaza, amelyek-
re K N K= @ | akkor

V() = V() + V(K,) .

2; Minden ({ izometridra és K konvex ponthalmazra

VY () = V(K) .«

3.‘Az,egységkocka V-értéke 1 .
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A V(K) értéket a X ponthalmaz térfogatdnak nevezzilk. A kiivetkez8 tételt

"dtdarabolédsos" mdédszerrel igazoljuk.
4.8.2.| A paralelepipedonok térfogata
(408-1) V = T+ m 9

ahol T az egyik oldallapjdnak teriilete, .m pedig a hozzd tartozd

imagassig.
Bizonyitds. Kordbban 1éttuk, hogy a téglatestek térfogatképlete a V = T « m
képlet. Ezt felhaszndlva a tételt ugy bizonyitjuk, hogy a paralelepipedont azo-

nos alapteriilet! és magassdgu téglat?stbe daraboljuk ét. Ez az atdarabolds
P ‘ : 6 B -A I F)

F
A= Gt
W E D E ¢ Zdby_LD
Wm - / T / T

» T |

A R 1

3 1lépésben torténik. Az egyes lépések a fenti dbrikon is léthatdk. . 5
Induljunk ki az (ABCDEFGH) paralelepipedonbdl. Elsd 1épésként az

AABCD pontok sikjdra éiiitsunk meréleges sikokat az AB ill. CD egyeneseken

keresztlil, amelyek az EF és HG egyenesekbSl az E ,H ill. az 7 ,6) pontokat

metszik ki. Ekkor az (ABEHE'H') -hasdb egybevégé a (DCEGF G') hasébbgl,

iéy az (ABCDEFGH) paralelepipedon térfogata megegyezik az (ABCDE’F’G’H))

paralelepipedon térfogatdval, és kizben az (ABCD) alap T terillete is, és

‘8z m magassdg is vdltozatlan. A mésodik 1épésben az E'® i11. é' n'a egyenese-

ken keresztiil '‘411itsunk merSleges sikokat az alapra, amelyek‘az Aﬁ és a DC

egyenesek a B',¢' 111, az 4',D’ pontokban metszik. Ekkor az (AADDH'G')

haééb egyﬁevégcs'a (BB’ ¢’ CE! 5') hasdbbal, igy az (A'B O'D'E F"G‘H‘) parale-

iepipedﬁn térfogata megegyezik az el8z6 pa;alelépipedon térfogatévgl. Végﬁl

a G'D i1l. F\C‘ egyeneseken keresztiil Allitsunk merdleges sikokat az

1 ' 1 '- : -
A'B'E'H pontok sikjéra, amelyek az A'B 11l. H'E egyenesekbsl az A" ,H'
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i11. az E,B pontokat metszik ki. Blkkor az (A'B'C'D'E'F @ ¢") parale-
lepipedon mér téglatest, aminek térfogate megegyezik az ©18z8 paralele-
pipedon térfogatévael, ugyanis az (4 A"D' H'H"G’) hasdb egybevigé a

(B'B"C’E'E"F') hasébbal. A végeredményil kapott téglatest alapjdnak te-
rilet és magassiga a kiinduldsndl tekintett paralelepipedon alapteriile-

tével és magassigdval egyezik meg, amivel a (4.8.1) formuldt bebizonyi-
tottuk.

9. § Teriilet és térfogatfomma

Az irényitott sikban egy x = PQ, y = PR bdzist ;jobbsodrdsunsk ill.
balgodrdsunak nevezzilk, ha a Q pont a (PR,<) , ahol P< R , rvende-

zett egyenes jobbpartjdba ill. balpartjdba esik.

Az irdnyitott térben hasonlé médon jérunk el. Ha az x = PQ, y = IR, z = BS

vektorok a térben bazist alkotnak, akkor a P,Q,R pontok sikjit ugy
irdnyitsuk, hogy az X,y vektorok benne jobbsodrdsu bazist alkossanak.
Az X,¥,z Dbizist jobbsodrdsunak ill. balsodrdsunek nevezzilk, ha az S pont

» ennek é.z irdnyitott sikmnak a jobbpartjdba ill. a balpartjdba esik.
Konnyen megmutathaté, hogy a bazisok sodrésa a reprezentisnok vdlasz~
tdsatdl fliggetleniil egydrtelmiien meghatdrozott, és csak a sik ill. a tér

irdnyitdsdtél fiigg. , ‘
A bazisok sz i1l. & 2 eldjelét a +1 szimmal def:.nial.juk, ha. jobb-

sodrédsu, és a -1 ertékkel, ha balsodrasu.
A tovdbbiskban egyeldre irdnyitott sikot tekintlink, és a sik minden u,v

vektordhoz Fu,¥) Jellel jeldlt valds szamot rendeliink.

Ha az u ¢és y linedrisan fliggék, akkor definicié szerint F(u,v) = O .
Ha pedig liedrisan fiiggetlenek, akkor tetszdleges u = PQ, ¥ = PR repre-
zentdnsokat vdlasztva jeldlje T(u,y) az u és y 4ltal kifeszitett
P,Q,5,R (ahol u + ¥ = P3) paralelogramma teriiletét. Nyilvdnvals, hogy a
™(u,y) érték a reprezentdnsok vdlasztdsdtél fiiggetleniil egyértelmiien meg-~

hatdrozott. Ezek utdn az F(u,v) éxrtéket az



- 149 -~

(4-9.1)‘ P(u,y) = fﬂT(g,g)

szammal defin:.alauk.

Az F(u ¥) fliggvényt teruletfomanak nevezziik. ,v
4.9.1| Az F(u,v) teriiletforma antiszimmetrikus, homogén és additiv, vagy-~
is minden u,¥,w vektorra és A €T|2 valés s/zémra az
1. Fu,y) = -F(x,u),
2»1ﬂl&ﬂ=ﬂ$)x%=)ﬂbﬁw

3. Flu+ y,w) = F(‘_u.zv.) + My,w) , F(u,y + w) = F(g,z) + F(g,z!)‘

azonossdgok érvényesek.
Bizonyitds. Az & gy ©18Jelet vdlt, ha az u _é's 'x' ve;ctorokat felcsgrél;juk,
anibSl az antiszin-;etria trividlisan kovetkezik. ' '

A homogenltas tula jdonsdga pedlg annak az egyazerﬂ ténynek a kovetkez-—
ménye, hogy az elo;eles teriilet A -szoroaéra valtozik ha valamelylk vektort
a kifejezésben } eszoroséra nyu;j’c.;juk. Az additiv ‘cula,jdonségot is egyszerii

geometriai ténynek magyardzzdk. Mindkét. sbrédn a bevonalkdzott két héromszig

egybevédgd, izy a PQSR és az RSIM lparalelogram_mék eléjeles teriileteinek az

Y
]

1=
fo)

1

Osszege megegyezik a PQML paralelogramma él6;jeleé teriilétével. De 6z ‘éppen
a terilletforma additiv tulajdonsdgdt jelenti. - - ' ' D
Vegyﬁnk fel a sik vektorai kozott egy (e ) brtbnomélt, jobbsodrdsu

bézist Az e18z8 tétel miatt



F(g’])g’l) = 1"(?_2,.9.2) = 0 9 F(.@Mgg) = 1 9 F(ng‘l) m el

teljoeslil. Igy ha az u = ulgl 2 u2 P és a v = vlgl + vzgg kifojtdseket a
terliletforméba helysttesitjik, akkor o homogén és vz edditiv tulajdonsdgok

miatt az

n (r]
(4.9.2) Play) = w'o' = wlvt e | L 2

v, T,
képlethez jutunk.
A tertiletforma definiciddbsl nyilvénvaldan kovetkezik az
(4.9.3)  F(uy) = |u|[x| sin 4 (u,x) képlet
is.
d i / EBonek lgazoldsdhoz csek annyit kell
= o= I Anel : C

- 'észrm‘renhﬁnk,, hogy az 1 és y Altal
o / :

L%
>

“ kifeszitott peralelogramme alapja |u | és

magességa m = |y | lsiné: (39.;21)‘!. o | |
A térfogatfornst hasonld médszerrel vezetiil be, mint a terilletforméb. A
teret irdnyitotinak ﬁekint;jiikg és minden X,y,z vektorhdrmashoz egy (x,3,2)
jellel jeldlt valés értéket rendeliinic.
 Ha a hé.fom vektor linedrisan fugé6kg
@kié@r”deﬁn\icié szerint (x,¥,2) = 0 .

Ja pedig a hérom vektor linedrisan

fiiggetlen, akkor ezekhez az x = PQ ,

s

P * & ' Y=X , 2 =25 reprezentdnsokat vdlaszt-

va jeldlje V(;_c;xg_z_) a vektorok altal kifeszitett paralelepipedon térfogatdt.
Ez a térfogat nem fligg a P pont vdlasztésdtél. Mindezek utén az XoNoZ

vektorokhoz rendelt érték definicid szerint az

(4.9:4)  (mwm2) = € o, V(Ex.2)

valdés széam.
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Az (X,3,2) 'fﬁggQényt'térfbgatforménak nevezziik. .
4.9.2.|Az (g,x,g) térfogatforﬁa bénmely két kdmponensének cseréjére
.ﬁézve elijelet vélt (anfiszimmetrikus), tovdbbd mihdegyik koﬁ~
ponensében homogén és additiv. ° |
. Bizonyitds. Az & p— e16jelet'véit ‘ha a vektorok k&zﬁi ke tt 5% feloserélink,
am1b01 az ant1821mmetria trivialisan kovetkezik. |
A homogenltés tulajdonsaga itt is abbdl az egyszerﬁ eszrevetelbol
k6vetkezik, hogy egy parallelepipedon elojeles terfogata )-—szoroséra

véltozik, ha valamelyik definidlé vektort :X-szoroséra nyujtunk meg.

Az additiv tulajségot itt is
: K-

o de

/-

1

ébrékrél olvashatjuk le. Ha u=4AB, ¥ = gg', W =AE és x = EI, vala-
mint a tobbi pontot az dbrdk alapgan jelsljik be, akkor az AIEDLH hasédb
‘egybevagé a BJFCKG hasabbal, ill. az AIEBJF hasgdb egybevégo a DLHCKG

hasébbal, igy terfogatuk megegyez1k. Ezekblsl pedig azonnal kovetquik az

(u)x i

W + x) = (u v,w) + (u x) | _
| additiv tulajdonsdg. A tobbi komponens additiv tulajdonséga mér az anti-

':sz1mmetrabol is kovetkez1k. “';' ; o ', []

Tekintslink a térben egy (el 2_3) ortonormilt bézist. A térfogatforma-

definlcléaabol a kovetkezd azonosségok'adédnakz
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(-e-'i'-e‘jﬁk) = 0 , ha két index megegyezik,

(2h858) = € o oo + baazindexek killonbszdek
21257k

Ezért ha a térfogat formdba az
i k
u=2Z ue , x=2vj9_j y wa Zwe

kifejtett vektorokat helyettesitjlik be, akkor a homogén és additiv tulaj-
donsdgokat és az el8bbi formulédkat felhasznilva az

123 - 300302 & u2eked 4 n2ednd o wdvhe? - udelyl

(uvw) =u wvw 4+ utvIwT o+ wlvwt - wtvwT =

ul u2 u3
Wl W2 W3

képlethez jutunk. Ez a formula a determindnsok geometriai jelentésére
nutat rd. Ugyanis az el6z8 formuldk szerint a determindns nem mds, mint
a sorvektorok (vagy osziopvektorok) 4ltal kifeszitett parallelepipedon 0l6-

jeles térfogata.

10, Vektorszorzat

A vektorszorzis milveletét csak a hérom-dimenzids térben definiéljﬁk,
és feltessziik, hogy a tér irdnyitott. A vektorszorzdsndl két, a &s b
vektorhoz az g x b Jjellel jeldlt vektort rendeljiik, mégpedig a kdvetkezd
médon. |

Ha az & és b vektorok linedrisan filigglek, akkor az g x b vektor
definicié szerint a 0 vektor. Ha pedig fliggetlenek, akkorvvegyﬁnk ezek~
ﬁek k6z6s P kezddpontu (PQ) és (PR) reprezentinsat, és az ezek altal

kifeszitett parallelogramma teriiletét jelolje T(a b). Legyen tovdbba
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At , m 2 b az az egyértelmiien meghatdrozott
egységvektor, anialyik mer6lege's az a és

b vek'torokra és az a,b,m a b rendszer

.jobbsodré.su bazist alkot. Ebben az’ esetben

az ‘'a xb vektor d.efinicié szerint az

(4.10.1) . axb:=T(adb)mabd. e ,

- vektor. Ha a P,Q,R pontok sik;jét ugy :i:cényit;juk hogy benne az (a b)

rendszer jobbsordré.su béz:Ls 1egyen, akkor a vektorszorzatnak az

(4.20.2) axb=Fab)mabs= la”b[ sin .i (g b) mab
formuldjéhoz Jutunk.
A vek’corszorzat igen szoros kapcsolatban éll a térfoga’cforméval.

‘Ugyanis minden a,p_,g velctorra érvényes az
(4:20.3)  (gp)e) = (2 xbye)

azonossé.g Ennek blzonyitéséhoz csak azt kell észrevennﬁnk, hogy az’
(m g jg’ c) belsoszorzat nem més mint az g,b, -3 vektorok kozos kezdopontu o
reprezenté.nsai éltal kifeszitett parallelopipedonnak az a és b vektorok
altal meghatérozott oldallapjé.ra meroleges magasséga.. Mégpedlg -ez elSje~ -
lesen érhemiG vagyis ez a ma,gasség pozitxv elojelti ha az a,b & Jjobb-
sodrdsu és negativ elojelﬁ ha. balsodré.su. . » ' |
- Eppen ez utbbi képlet mlatt a térfogatformét vegyesszorzatnak is
‘_nevezik mert a aobboldal szerint a forma a két szorzésmhveletbol (belso-
és vektorszorzésbél) éplil fel. ' -
4.10.1. ') A vektorszorzat a.ntisz:immetr:.lms homogen és az osszeadésra nézve
disztributiv muvelet vagyis m:mden a,b,8 velkt or;:'a érvenyesek a

k6vetkezl azonossagok.



(A a)xb=D(axp), YeR
(4.10.4) a2 x()b) =2 (axb), AER
(a+b)xg=axg+bxg,

a x(b+g)=gx

- —

o

+axg.

Bizonyités. Az els8 azonossig az mp = -mhﬂ felcserélési szabdlybdl
adédik, a mésodik és harmadik egyenldség pedig az F(a b) terilletforma
homogén tulajdonsdgdnak a kiveikezménye. Végll az utolssd két AZONoBsHg
pedig a térfogatforma additiv tulajdonsigbél adddik, hiszen minden 4

vektorra

((g + b) x g,d)

Mivel az elsd és utolsd tag kozdtti egyenllség minden ¢ vektorra érvé-
nyes, ezért az (a + b)xgc=axc + b x ¢ disztributiv tulajdonsigot
is igazoltuk. Hasonldan bizonyithatjuk a tétel utolsd azonossigit is, de

az eldz8 disztributiv tulajdonsdgbdél és az antiszimmetridbdl azonnal kdvetke-
zik. a o [:]

Tekintslink a térben egy 218,24 jobbsodrdsu ortonormdlt bdzist, és

fejtslik ki az a és Db vektorokat ebben a bizisban az

3 i 3 i
a=2 &g, b= 2 be
i=1 , i=4

alakban. A térfogatformdndl bizonyitott formuldk alapjdn a kdvetkezlket

irhatjuk.

al 8.2 8.3
. . 5 Q." O,"

(..a'_ x 12.9..9.1) = (g.'.’_b.)el) = b b b Xrl L’ ’
v 0 0

és hasonldan a tobbire



(8 xbiey) = - | - o (& x 2,63)'5

-

Ezért az axph székaszt_a_kﬁ#etkezS_formélis determindns segitsé-

- géve irhatd fel:

8

' ' ‘ : : 1 =3
(4.20.5)  ambe | 2 .
IR S

A kovetkezo tetelt kife;tesz tetelnek nevezmk.

4 10.2. Mlnden a,b,c vektorra-i

(4-10-6) (8. X 'b)x c = (a, c)b - (b c) .

Bizonxités. Ha‘az a é b vektorok llnearisan fﬁggoek akkor a fenti
azonossag: tr1v1allsan teljeaﬁl. Ezért tegyﬁk fel hogy az g és b vek~

torok. 11nearlsan fuggetlenek, és olyan aobbsodrasu ortonormélt el= OP1

= 0P, gj = OP3 baz1st teklntsﬁnk, amelyre az ;21 az g irényaba

._2'
’:mutasson, valamlnt a b _Q vektorhoz a Q pont az O Pl’PZ pontok
sikjara 1lleszked3ek.;Azf- |

A S -?QE'??QEQ ‘éfﬁ s+ o=

Ip

3 v
_ . T 2
gﬂ N LiTE = C el + c 62 + [ "8y kifejtésekbol és
A T (4 10. 5) formulébél
~a.-',g,.a£x!??b%f1g“
' : > R S
S0 a g o _ . és igy'

‘(E'x‘g)x‘g = clalbzeL - c2a1b2e4 = clalb_ - (clb:L + ¢ b ) a-=

= (ca)db ) (b c) a adodlk ami a (4 10. 6) osszefuggest 1gazolja. []

Ak ovetkezo osszefuggest Jacobl azonossggnak nevezik.

4.10.3 Mlnden g, )< ‘vektorra

Mloﬂ igxhﬁ§+(§#gkg¥ngQ£§eQ» '
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Bizonyitds. Ha baloldalon a kifejtési tételbdl nyert formuldkat irjuk,
akkor az egyes tagok péronlgént kiejtik egymést, ami az azonossdgot
igazolja. | : 1

A Jacobl ezonossig baloldaldt ciklikus Ssszegnek nevezik, és a
O (a x b)x ¢ jellel is jeldlik.

A Jacobi azonossdgbdl igazolhatd, hogy a _vektorszorzés nem gsszoci-

ativ milvelet. Ugyanis a Jacobi azonossigbdl
(axbl)xc-ax(hbxe)=(axb)xc+(bxc)xa==-(cxa)xh

adddik, és a jobboldalon szerepld vektor altaldban nem & Q vektor.

1l. Kvaternidk

A belsd és vektorszorzds egyik alkalmazdsaként a kvaternidkat tar-
gyaljuk. | .
Tekintsik az (o »8) pé?ok halmazdt, ahol &« € R valés szdm, és az
a pedig térvektor. Ezeket a péroké.t kvaternidknak nevezziik. A kvaternidk
k6z6tt az Osszeadds és a valés szdmmal vald szorzdst az
(ot ,2) + (fo0) = (X +f1,a + b)
Yk ,8) = (Das 28)

(4.11.1)

képletekkel definidljuk.

Minden (o ,a) kvaternié az

(X,a8) = (o,0) + (0,2)
alakban irhatd, ezért a kdvetkezd egyszexﬁsitS jeltlés vezethetd be.
Az (A ,Q) alaku elemeket az o Jellel az (0,a) alaku elemeket
. pedigez & je'llel jeléljik. Igy minden kvaternié egyértelmilen az o+ &
alakban irha'bé. |

A kbvetkezd képletben a kvaternidk szorzdsdt definidljul.



~ 157 -

(4.11.2) (K +a) (/Z+b) t= o} ~(g,:g)+/z§+o<'g+axg .

Algebrai médszerekkel igazol@até, ﬂogj a kvaternidk kozott ez az
egyetlen olyan miivelet, amelyik az Bsszeadésra‘hé2ve disztributiv,
asszociativ 6s & 0 + Q zérus kvaternidtél killonbozd kvaternidk a 8z0x-
zdsra nézve csoportot alkotnak.

Mi esak snnyit mutatunk meg, hogy a mdveletek ezekkel a tulajdonsé—
gokkal valoban ‘renc‘ielkeznek.

A tétel bizonyitdsa elé’tt'néhény fogalmat vezetiink bé;

Az oL+ a kvaterg:.é abszolut értékén vagy noméjé.n az

(4.11.3) lo( + al ~=,/,,(2 + la]

mennyiséget értjilk. Ugysnennek a kvatefhiénak a konjugdltja pedig az

L+8 1= L~ 8 : 3  _ .; ~":
kvaternié. A konjugdltakra nézve konnyen adédik az
Y v o 2 4,2 - :
(o<+g_)(o<+a)=(a<+a)(o<-9_)=o< +]al “+a~- ota+a x(-g) s
= o+ [a = | + a|
azonossag.
Hasonléaﬁ kapjuk az

.(o<+_é._)((-‘_+_£‘) =Lo<(3 -~-ab+ /Z

*+ X b+axb=

[

(4.11.5)~ =o(f( '-=(_a_,3_>)- Fé fx.@"gxhé (ﬂ -h)v(o( -g,) -
= ((1+_1o_)(o< v a) 4‘

azonossdgot is. Ebbdl az azonossdgbdl pedig az

(4.11.6) I(o<+a)(ﬁ+b)l o<+a|[(! + Db

azonossdg kivetkezik, ugyanis

v prm]?- <o<+g)<(5+g)<o<+.g_)((s+g> .

]

(£ 2)(f+ 2 + (< +2) = (w+ 2) 1p +2f? v a) =

m+gﬁl«+gl



Most pedig bebizonyitjuk, hogy a kvatermidk valdban rendelkeznek

a kordbban leirt tulajdonsigokkal.
4.11.).] A kvaternidk az Osszeaddsra nézve Abel csoportot alkotnalk.
A szorzds agszociativ s az Usszeaddsra nézve disztributiv.

A zérugtdl killonbszd kvaternidk a szorzdsra nézve nem-kommutativ

csoportot alkotnak.
Bizonyités. Ellszor vegylik észre, hogy #z Osszeadds asszociativ, kommu-
tativ és invertélhaté, ahol a zérus elem szerepét a O + Q kvaternis
jdtesza. Problematikusabb részleteket csak a szorzéds miivelete okoz.
A szorzds az Usszeaddsra nézve mindkét oldalrdl disztributiv. Mi
csak a baloldalrdl vett disztributivitdst igazoljuk, mivel a mdsik ol-
dalra nézve a bizonyitdsnal teljesen azonos médon kell eljdrnunk.
(oL +8)(f +Bb+ Y+ ) =(ct+ &) /l+b'+_b+_o_)= o<(/1 +Y) -
~ab+e)+ (f+ryla+rL(b+e)+ax(b+e)=cf ~(ad)
+ Lfa+ o«b+axb+Ly ~(8,2) yat+tLc+axg = (e +8)(f + D)
+ (L +8)(y +2¢2),
ami. éllitésunkaf igazolja.
A definicidbdl azonnal 1ldthatd, hogy a szorzds. nem kommutativ. Viszont

asszociativ, amit az aldbbiakban bizonyitunk be.

(L +2)(f +2YY+e) = (X ~(aR)+ flarcR+axd)Y +e)-=

= «fY - Y(ab)- (3(@,2)~ oL () (g)k)0) + fya+o(yb+ <@ o -
~(gple+ yaxb+ faxo+ oL bxe+ (axb)xe.

Ha az (L + g)((($ + b)( ) + g)) szorzatot imdnk ki hasonlé képpen,
akkor csak ennyi vdltozds tdrténne, hogy a fenti (g x b)x ¢ - (g,h)e tag
 helyett az ax(bxge)- (973) a tag 4llna, a tobbi pedig vdltozatla-

nul ngyanugy szerepelne. De a kifejtési tételb61

(axb)xge ~ (a
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adédik, tehdt a szbrzés valdban asszociativ mﬁvelét.

A tétal'teljes bizonyitdsdhoz mir csak az invertdlhatdsdgot kell
igazolnunk; A ézorzésﬁa vonatkozd egységélem az 1 kvaternid. A (4.11.4)
azonossadbdl pedig nyilvénvaié, hogy a zérustdl kiilonbszd o + 8§ kvater-

nié inverze az

1
\o(+g_[2

(4.12.7) (of + g)'l (A + 8)°

kvaternid. Ezzel tételiinket bebizonyitottuk. [:1
Ha a tér vektorai kozott egy i ik ortonormilt bAzist tekintiink,
akkor a szorzds definicidjdbél a kvaternidkra vonatkozé kovetkezd gzor-

z6tdblat kapjuk:

(411.8) 1i=k,ii--k k=i ,ki=-i
ki=i dk=-i-

EbbSl specidlisan az iés. 14thaté, hogy az o(+/1 i (,(.-,{3 ‘e'm‘)
alaku kVatefniék k6zﬁ1>egyik miivelet sem vezet ki. Ezt a részhalmazt ﬁ
benne definiélf mﬁveietekkel (bsszeadds, szorzds) egyﬁft komplex szém-
testnek nevezziik. | | | '

A kovetkezo feategetesekben a tér izometrlkus lekepezeseit kvaternl—
észorzéds segitségével fejezzilk ki. Az ide vonatkozé tételek elokész1tesé—
hez tekintsiink egy’tetszoleges a=0+28 vektor-szerﬁ kvaterniét és
legyen y = f +b tetszbleges masmk kvaternid. Megmuta#auk, hqu az
y"l 2y kvaternié is vektorazeru.

Ez 8z éllltas azomnal kiolvashato ‘az aldbbi azonosségokbél-

-1 - _ ' :
y ay=y G(2¢)+ g+gxh)= 2(((& - 15158 +
e p° tbl

+ﬂ%yg+2f.gx§f.
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Rogzitseiink le a térben egy O origdét, és a tér pontjait azonositsuk

az origdéra vonatkozd helyvektorokkal. Ezek utén rogzitett y kvaternid ese-

tén a
(4.11.9) P:g —— yﬁl a J

loképezést a térben hatdé leképezdsnek tekint jilk.

4.11.2, | Minden y # O kvaternidra a

(4.11.9) p:a - >y lta y

leképezés irdnyitdstarté izometria (mozgds), amelyik az origdt

fixen hagyja.
Bizonyitds. A % leképezésnél az origd nyilvédn helyben marad. A tovAbbi
részletek igazoldsdhoz ellszdr azt mutatjuk, meg, hogy a e lelcépezés
transzfommdcid. .

A §> kiilonbdz6 pontokhoz ki;l‘dnbﬁzé’ pontokat rendel, mert ha az g
és a'! pontokra

yltay=5"12 3

‘azonosség 411, akkor ebbdl egyszérlisitéssel a = _a_," is kovetkezik., A P
rédképezés is mert a ¢ vektor Ssképe az y ¢ y-l vektor,

Az ly—ll = 1/|y) felhaszndldsdval adédik, hogy a @ leképezés

izometria. Ugyanis ha % és Z, két vektor, akkor

\y‘lzc_l y -yt xz‘y\ _ ly..]_» (_;_;l -52)y|=\y"]][§1 - 5|y =1z - x| -

% Mér csak azt kell igazolnunk, hogy az izo-

metria mozgds. Ennek bizonyitdsdhoz eldszor
azt kell észrevenniink, hogy ha y = [.( + b,

és b = OP , akkor nemcsak az O pont, ha=

nem az egész OP =]  egyenes is fix a

izometridndl, hiszen

ey e ot (pT P elfp e
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Ezért agz iZometria‘vagy az 1 ‘tengely koriili forgés, vagy
pedig olyan sikra vonatkozd tikrtzés, amelyik az ]L ten-
gelyt tartalmazza. Most.az utdbbi esetet Zérjﬁk ki |

Legyen a a b vektorra mer8leges, egyébként tetgzl-
leges egységvektor.
Ekkor axz

L - ( -
al =y ay /Hlb ((s l_jza+2(lgx._

azonoggégot kapjuk. Ebb8l azonnal léthatd, hogy az 'a és

o
N’

1o

vektorok (f ‘pzlgére

R | ‘ cog § = %iﬁ", sm(f Eﬁ—%

&
gf& 4 adddik, és igy .
“ (4.11.10) tgf = Bl ng pro és
N . £
a

g =T, ha ) =
Mivel a (§ = 2 arc tg |zl /ﬁ sz6g konstans minden
fenti a vektorra, ezért a 9"izometria ceak az | ten-

gely koriili LF gzbgli forgds lehet. ]

| Megm'utatjuk az elébbi tétel megforditéssdt is.
4.11.3 | A térben minden o izometridhoz 1létezik olyan
ggyértelmliien meghatdrozott ¢ . vektor és konstans
5201206 eregelg ebyertelmuen meghatarozotﬁ y kva~
ternid, hogy az o izometria vagy
A(z) =yt zy+ e,

vagy pedig_
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®E) = v T EY 4o

alakban 811 e16, annak megfelelben, hogy az o

mozgés, vagy pedig4iréﬁyitést forditd izometria
Bizonyltds Legyen az o tetszlleges mozgds, és tekint~
sk @ ¢ = 0 «K(0) vektort, valamint az o(’(g) = o (x)= ¢

mozgést. Az &' az O pontot fixen hagyja, ezért nem més,

mint valamely +t tengely koril, (( gzigll forgds. Legyen
b a t +tengely irénydba mutatd:egységvektor, valamint
f = 1/ tgfg . Ekkor a (4.1l.lo) egyenlelek alapjén
L) =yt xy, shol y= o+ b, és igy () = ¥ x g
+ ¢ adddik, ami az elsd formuldt igazolja.

A wdgodik formula igazoldsdhoz tekintsik az o(kgj =
= = (X) dizometridt. Mivel az o irdnyitdet v4ltd, ezért
az o nyilvén irdnyitést tartd, hiszen az «' az o -nak
és egy centrdlis tikrtzésnek /ami a térben irdnyitdst for-
dit!/ szorzataként 811 eld. Az el6z8 S1llitds aiapjén
x)=ytxry+g ~
 dik, ahol ¢ = -¢!. Ez pedig a mdsodik formulét igazolja.

, €8 igy (X)) =~y "Xy + g, add-

A tételben szerepl8 ¢ vektor nyilvén egyértelmiien
meghatérozott. Még annyit mutatunk wmeg, hogy az y kvater=-
nié csak konstans szorzé erejéig egyértelmi,

Azonnal léthatd, hogy az y és az :y’ = Ay kvatex-

niék ugyanazt a § izometridt indukidljdk.
Tegylik fel, hogy az y és y' kvaternidkra minden x
vektor esetén y L x y = gt x vy , vagyis dtalakitva az

2=y ¥ T x vt
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azonossig teljesul..Csak annyit kell beldtnunk, hogy ekkor
a z = y’ yfl kvaterniod valamely ,4. skaldrral egyenlé;

= ﬂ + b, és x a Db vektorra merdleges tet-
gzéleges vektor, akkor az . |

x =5 x Z=ﬁ \bl - (2 - l212)£+2ﬂ5@)

egyenletbdl egyutthatoosszehasonlltaqsal a lb[z =0

i}

vagyle a b =0 azonossdg adddik. Tehdt y ¥y -1 (f ,'
vagyls y’ = F y'. Ezzel a tétel bizonyitésst befejeztik.

O

12, § Hiromgzogek és tetraéderek nevezetes pontjai -

Korébban megmutattuk, hogy avhéromszﬁgekben a magasség~
vonalak, a gzdgfelezd és az oldalfelezo merolereueh rendre
kozds pontra 1lleszkednek. ‘Most a sulyvonalakla blzonyltunk
egy hasonlo.allltast. |

Mindenek el6t% egy egysszeri éllitést igézolunk;

4.12.1 | Ha valamely R pont egy 0 'szakaszt /a: )
/ahol /u,) > 0o/ afényban.oszt, akkorAtetSZ6leges

0 pontra vonatkozdan az R helyvektora az

(4.12.1) | o - 0P + M OO
= Y

\vektor.

O
0

Biaonyités' Az P -

.

= RP és az 0Q - OR = RQ vektorolk

arénya wmiatt

CD\

parhuzamosak,es az oszt

D (op - ) = - mlog - g
‘teljesiil. EbbSl az OR vektort kifejeuve

a (4.12.1) adddik. - g
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A héromszOgek sulyvonalailt a csucsokat a szemkiules

oldal felezlpontjéval Osszekits szakaszokként definidljuk.
4.12.2 |4 héromszdgek euiyvéﬁélai kdz0s pontra 11leszked-
nek. Ez a pont a sulyvonalakat harmadolja.

Bizonyités Az ABC hdromszlg csucsainaek valamely O

pontre vonatkozd helyvektorait jelaljuk az 8, by g Jelsek~
kel(

Az e18bb bizonyltott E111tés
alapjén az AB szakesz T fe=-

1ez6pontjén§lc £ helyvektora

ez =% (a+b)

Ysktor, valemint a 5?’”szakasz

F ponthoz ktzelebb esb.'S har—

madolopontganakw.s helyvektora

az
(4.12.2)
1+ 2

A wésik két sulyvonalra is 8 harmadolépontokat kigzéuwitva
az el8bbi formuléhoz gutunk. Tehét a sulyvonalak harmadolo—‘

pontjai egybeesnek, aui az éllltast bizonyitja, :'jijf[:]

4.12.3 | A héromszdg M magasségpontja, S sulypontja és
kbrilirt korének O kszéppont ja k@?ﬁs egyenasre,

az u.n. Euler egyenesre illeszkednek.-Azf‘S<Jpqnﬁ

harmadolja az oM szakaszt, és az. . ngpqgt”"

lesik kozelebb.



Az origét helyezzﬁk az’ 0

pontha, és a héromszdg cou-
‘cgainak helyvektorail leg ye~
nek az g, b, c vektorok.v

Ekkor a sulypont g hely-

vektora az

2-1(s
-4

+ c.z.).

e o

+
1 vektor, és azt kell mégmutétnunl, hogy az = 3
=(a + b + ¢g) vektor az M magas sagpontba mutat.

Ha m = QM’, akkor az M = M azonosségot, Vagyis_azf
kell belétnunk,‘hogy azvlﬁm),fBﬁl“gM) vektorok_rendre a |
BC, CA, 4B vektorokra»mer6legé8ek. Csak az AB 4s o’
mer616gésségét igazoljﬁk, mivel a‘tﬁbbi esefben.hasonléan
kell eljdrni. . ) -

Az dbra alapjén

G =m=-c=a+Db, AB=Db-a,
amibSl az |a| = ]b[ miatt.

(CM AB) = (a +b,b —'§>==—lg|2 + [§[2 =0
ad6dik. Bzzel & tételt bebizonyitottuk. iR

A héromsz8g nevezetes pontjaira vonatkozéen‘egy to-

vébbi érdekes Ugszefliggést Feuerbach tétele éllapit’meg.
Az ABC hdromszdghen jeltlje 4, By, Cy a.@egfele-

18 maﬁasségvonalak talppontjait AZ; B2, 02 a megfeleld

oldalfelezo pontokat, valamint AB’-BB’ 03 a csuésokat

2
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az M magagsdgponttal Usszekitd gzakaszok felezGpontjaits
Az O tovébbra is a korllirt kor kozéppontjsdt jeldli.
4.12.4 Az Ai’ Bi’ Ci s 1=132;3 , pontok kivzés kibrre, agz
uen. Feuerbach féle kirre illeszkednek. Ennek a

kornek a kozéppontja az ON wszakasz felezdpontia,

sugara pedig a kdriilirt kor esugardnak a fels.

Bizonyitds

w—

Jelolje T az Ol gszakasz
felezbpontjét, és az oripdt
helyezzik ignét az O pont-
ra. Ha a csucsok helyvekto-

rai ismét az g, b, c vekto=

rok, akkor az els6z8 tétel bhi~

zonyitédsdbdl agz

+ b+ g)
5(a+b+g)+d@a+n)-=
-l
Ky=3¢

azonosségok addédnak, ahol az utolsé azonossdgot abbél‘kap-
.juk, hogy az FBB szakasz az ONC hérouwszdg kdzépvonala.
Az utolsd két azoﬁosségbél_azonnal kovetkezik, hogy az P

pont felezi a 8;52' szakagzt, és [F03l = lFCzl =-r/2;9 ~
‘ahol r a korilirt kor sugara. De a C301024i_ sz8g derék-
sz0g, ezért Thales tétele szerint a C, pont 02; c

3
pontokkal egyiitt az F kozéppontu =x/2 sugaru korre



- | - 167 -

1lleszkedik.
Az A; és B, pontokra vonatkozdan az 811ités ha-
sonléan igazolhatd, amivel a hizonyitdst befejezt&k;_C]

A tetraéderek nevezetes pontjainak vizsgdélatdra tériink

a"tb
Kozds € hatdrold egyenessel rendelkezl = 1° Zz

félsikok gzdgfelezd sikjén azt az egyértelmiien meghatdro-

zott 2. sikot értjik, amelyre vonatkozd tikrdzés a két
félgikot égyméssal felcseréli.

Ez a sik az e egyenesre illesz-

=N
5 kédik, ég az ig léthatd, hogy as
Zﬁ egyiki e‘~ve1 hatérolt félaikja
¢ ’ | pontosan. azoknak a pontoknak a hal-
I | maza, amelyekbdl a ff 252 £E1m
|| [ | ' - gikokra bocséjtotf;meroleges gza-
?M kaszok talppontjai a Z ZEA

f6181k0kr8 esnek, by a keb s”akagz

- hosggza megegyezik. Ezt a f8181kot belso szowfelezo giknak

nevezaziik. o S

4.12.5 A tetraéder 1apjaihak'b8156 sz6gfe1ez6 gikjal kozos

pontra-illeszkednék;

Bizonyitds Két belsd szgfelezd sik félegyeneaben metszi

egymdst, ami egy harmadilk belsé szogfelezd sikot egyetlen
pontban metsz. Konnyen belafhato, hogy ez a pont mlnden lap-

61 azonos tavolsagra helyezked;k al, ezertkmlnden belso
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ouipfelealre illeszkedik, nlt ez a pont a belol szvgfeleudl

srryetlen kvze pontja. [J

A tetraédernck a fenti tételben weshatdrozott pontja

nem més, wint a tetradderbe irhatd érintd cumb ktzéppont;ja.

4.12.6 |A tetradder éleit fclezd merble;es sikok kizis
pontra illegzkednek.

Bizonyitds

Vegylk a tetraéder egyik oldallapjdt. Innek a héromgni -
nek két tetwzbleses oldalét felezl merbleses sikok epyenes~
ben metgzik egymdst. Erre az esyensre a harmadik oldal fele-

z0 werblezes sikja is illeszkedil:,
mivel ennek az egyenesnek a pontjai-
t41 a héromszdg csucsai azonos tévol-

gdgra vannak. Egy negyedik oldalfe~

lez8 mer6leges sik ezt az egyenest
egyetlen ponthan mstszi, amelyik a tetradder mindegyik csu=-
csdtdl azonos tdvolsdgra helyezkedik el. Ezért ezen a ponton
az Osszes oldalfelezl merlleges sik dthalad, és ez a sikolk

egyetlen kbzds pontja. : [:]

Ebben a tételben meghatdrozott pont a tetradder csucsai-

ra illeszkedd koriilirt gomb kdzéppontja.

A tetraéder sulyvonalait a csucsokét a szenkdztes hé-

iomszﬁg-lap sulypontjéval Usszekdtd szakaszokként definidl-

Jjuke
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4.12.7 |A tetraéder sulyvonalai ktzSg pontra illeszkednek.
Ez a pont a sulyvonalakat negyedeli.

Bizonyitds Ha a csucsok valamely origdra vonatkozd hely-

vektorait x, y, 2z, ¥ Jeldli, akkor kinnyen belédthatd,
hogy az
3 X-l—é s +2

341

T(z+z+z+u)=

helyvektoru pont minden sulyvonalra illeszkedik. Ez pedig -

az $1litdst igazolja. ' | E]

Végil megjegyezzlk, hogy a tetraéder magassdgvonalai

§1taldban nem illeszkednek kozts pontra, ezért a tetradde~

rek magasgdgpontja dltaldban nem definidlhatd.

13. § n -dimenzids_euklideszi terek

Az §1ltaldnos n —diﬁenziés euklideszi tereket nem az
el8z6 fejezetbenblétott sziﬁtetikus axidmékkal, haném éna-
litikus médszerrel vezetjlk be. Azonban ez a feiépités is
axiomatikusnak mondhaté, ezért még kell mutatnunk a két fem
1épités ekvivalencidjst. | |

Valds vektortéren-olyan halmazf értﬁnk,vémelyben_kéf_

mivelet definidlt, az 6sszéadés és a valds szémokkaljvalé
szorzés, és ezekre a kaeﬁkezS fulajdonségék érvén&esek._

A halmaz az Gsszeaddsra nézve Abel csoportot alkot, a ,
valés szdmokkal vald szorzdsra pedig ai élébbiak te1jesﬁl~

nek:
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O »

i
(e}

1l

(¢ pE=

(e4fdz = xx+ gz,
X (X + W= o

TR

(4.13.1)

A fenti egyenletekben az Xs ¥ vektorokat, az «,
valés szémokat, a Q pedig az Abel cgoport egységelemét
Jeldli, és zérus vektornak nevezalik.

0 .
EL;\iﬂi ’ )1612 ’

alaku kitejezesl linedris kombindcidnak nevezzitk. A kombi-

ndcidét trividlienak mondjuk, ha minden A;  egylitthatdja
nulla, és nem-triviglisnak hevezzilik, ha az egylitthatdk k-
att 1étesik nulltdl kUlonbizd is. Az gy, 8preee, g,
vektorokat linedrisan fliggetlennek nevezzﬁk{ ha egylk vektor
sem fejezhet6 ki a tobbi linedris kombindcidjaként, vagy -
ami ezzel ekvivalens - a Q vektor ezekbdl a vektorokbdl
csak triviélis linedris kombindcidval d1lithatd e1l8. Az

81s Bpreces 8 vektoxren?szert bézignak mondjuk, ha Li=-
nedrisan fiiggetlenek, és beldliik minden vektor linedris

kombindcidként e18811ithatd.

A vektorteret véges dimenzidsnak nevezzilk, ha benne'
véges gok elembll 8114 bézis 1étezikf |

Algebrai eszkozbkkel megmutathatd,/1d. Kuros:Pelsdbb
algebra/ hogy ebben az eset%en a bdziselemek szdma egyEx -

telmiien meghatérozott. Ezt a szdmot a vektortéf dimenzidjé-

l

nak nevezzike.



- 7L =

Az n ~dlmen21os vektortereket A jellel jeldljﬁk.‘
Az n —dlmen21os vektorterekben a kiilonbozd dimenzids

affin alterek ig definidlhatdk.

Ha az g tetaz8leges vektor auz Baesry 8 pgdig

linedrisgan fliggetlen vektorok, akkor az

@.13.2) | a_. + E.‘ %t Ql »xie_@“

-0
i=1

alakban el6éllithat6 vektorok halmazdt k ~dimenzids aiﬁér~

nek nevezziik. Az (n-1) ~dimenzids altereket hipertergknek,

az 1 —dimenzids altereket pedlﬁ egzeneseknek mondguk Az
egyeneseket a kovetkezokben az
@«13.3) o I+ ty

alakban irjuk; és.mindig kozzdértjlik a vy £.Q g —e0 ¢ t< o0

feltételeket. Ezt az alakot az_egyenes paraméteres élakjé-
nak nevezik. . | |

Az A?‘X An Désoartes,szorzatoh éitelmézéﬁt
SR -Anlx'An —>» R valds fiiggvényeket az W(x, y) alak-
ban irhatjuk. Az O  figgvénythilinedrisnak ‘monciijﬁ.k, ha

mindkét komponensében homogén és additive Az . W bilined-

ris formét szinmetrikusnak nevezziik, ha minden x, y vek-
torra | | o :

@4.13.4) Soow (s 3) = w(x, X) |
telaesul, és egy sz1mmetr1kus blllnearls format 9021t1v
definitnek mondunk, ha minden X # O vektorra:

@135) b (2 2) DO o

- érvényes.



- 172 -

Minden A" vektortérhez létezik pozitiv definit gsim-
metrikus bilinedris forma.
Ugyanis, ha 3y,++., 8, a tér tetszbleges bézisa, és ebben

az X, y vektorokat az
x=ZXigi ,y:Zylgi

alakban fejtilkk ki1, akkor az
n .
(4.13.6) L (% g) := ;Zl Xyt
o=

képlettel definidlt fliggvény nyilvénvaldan szimmetrikus,
pozitiv definit bilinedris forma.
A konstrukcidbdl 1ldthatd, hogy minden valds vektortér-
hez végtelen sok, egyméstdl kiilénbdzd ilyen forma létezik.
Ha az A" vektortér pozitiv definit sziumetrikus bili-
neéris forméi kozll egy (¥,4) formét kitlintetink, akkor

az {An, (,) } rendszert euklideszi térnek, pontosabban

kipontozott euklideszi térnek nevezziik.

A kitintetett origd /zérus elem/ miatt a vektor és a
pont fogalmakat azonog értelemben hasznéljuk. Az ,
formdt pedig belslszorzatnak nevezzik.

Az euklideszi térben valamely x vektor abszolut éxté-

két az

(4.13.7) \zl = (& =)

gzdmmal, két x, y pont tdvolsdedt pedig az-
(4.13.8) |z zl:= |z - g

szémmal definidljuk.

A belsbszorzatra a kovetkez8 u.n. Minkowski egyenldt-

lenség érvényes.
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4.13.1 [liilnden x, y vektorra axz
(4.13.9) (€2 ISR FIRF|
egyenlbtlenség teljestil, amelynél az egyenldséy

| pontosan akkor é1l, ha a két vektor linedrisan

fliggd.

Bizonyités Ha valamelyik vektor a 0O vcktor, akkor a fen~

rd

ti képlefben egyenl8séy 411. Ezért tecyuk fel hogy az 2,{1
vektorok egyike sem tlnik el. Ifinden t valds szdmra
(2-t3 x-53)=]zl® -2t (z 5) + (52 20
teljesiil, és egyenléség ceak akkpr 511hat,Aha _gx ty ér-
vényes. Ez annyit jelent, hogy a=z | | :
ly,2 - Q (x, 1) t 4 ‘v

a t =-re nezve masodfoku_egyenletnek vagy nlncs valos me-

o,

it

.boldaea, vagy egy valds megoldaﬂa let621k. Ezert a fD
diszkrimindnsra _ |

=4 (2 0° -4 \5l° \y_\so |
édédik, ami a Minkowski egyenlotlenseggel ekv1valens. hiVCl
a Dhs 0 égyenlpseg pontogan 8Z,'§ =ft A ‘esetben'all, iy

az §11ités mésodik felét is beldttuk. O

A kovetkezokben megmutatauh hovy a két—'és:héiomdiﬁene,'
z1ds euklldesz1 terek 321nuctlkus ax1omak1a1 t01teno felc—
pltese ekvivalens a. fent kozult analitikus fslepltessel.

Korabban 1attuk, hogy a uulntetlkus a3 1omakbol lcve-'
zetett vektorok valoban mebfelelo dimenzids valds vektorbe~

ret alkotnak, és origd kltuntetesevel a pontok a8 vektoroL

kal azonosithatdk. A vektorok kGzott olyan;belsoszorzatot
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is levezettlink, hogy a pontoknak a vektorokkal wvald guzo-

nositdma utén a pontok tdvolsidgdt az

\% 1l = {(z -3 - 1)

képlet adja.

Ezért csak annyit kell beldtnunk, hogy a beladszorzal-
tal ellétott két- és héromdimenzids vektorterekben a benniik
definidlt egyenesekrs, sikokra és a metrikdra a szintetikus
axidmdkban megfogalmazott tulajdonsdgok érvényesek.

Itt csmak a sik egetével foglalkozunk, mext a tér vizs-
ndlatdndl hasonldan kell eljdrnunk. |

Tekintsiink tehdt egy két dimenzids, bels8szorzattal el-
18tott valds vektorteret, amelyben az egyeneseket és a uet~
rikdt a kordbban leirt mdédon értelmezziik. |

Nyilvénvald, hogy végtelen sok egyenes létezik, és min-
den egyenesre végtelen sok pont illeszkedik, ezért a vektor-

sik egyeneseire gz lq. axidma valdan érvényes dllitds.

Ha x és y két kiilonbtz8 pont, akkor rxdjuk egy és

cgak egy egyenes illeszkedik, mégpedig az
(4.13'10) It tzg - Y) =% X 4 (L - t)!fj

egyenes. Ezzel azAl;z axidma teljestilését 1s megmutatituk.

Tekintsik az x + t y egyenest és az r* pontot. Ia
a y¥# 0 vektor a gw vektortdl linedrisan flgg, akkor az
r+ ty ésaz x*+t y* egyenseknek vagy wminden pontjuk
kdzbs, vagy pedig nincs kozds pontjuk, annak wegfelellen,
hogy az x* az x + t ¥ egyenesre iliesZkedik vagy nem il~

leszkedik. Ha pedig a 1y, v¥ vektorok linedrisan fiiggetlenclk,

-3
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akkor ezek bdzist alkotvén, az x ~ x# sgyértelmiien az
‘ ) ~ ~
R A R AL
alakban irhaté. Nyilvénvald, hogy ekkor az x + t vy és az

¥4+t v* egyenesek sgyetlen kizbs pontja az Y+t

1<
i

x* 4 TE X pont. Bzzel megmutattuk, hogy a vektor81kon a

wi

psrhuzamossdgi axidma is ervenyes.

i [f . ., ’ N " ’ . .- e ‘. '
A rendezési axidmak vizsgdlatdhoz tekintsiik az r + ty

egyenest. Eunek minden x pontjéhoz rendelahk hozzd az ia

t(x) valds gzdmot, amelyre x = r + t(x)y teljesiil. Az
~egyenes két  x, y pontjéra az x4y 'relécié definicié

t(y) ervenyes. honnyen

Ny

szerint akkor teljesiil, ha +(x)
mecmutathato, hogy ez a 1913010 telges rendezés,. amelynch
inverzét ugy kapjuk, hogy az ellbb leirt eljdrdsndl az egye—

nes x = r - t(Xx)v el681l1litdsdbdél indulunk ki. Az is kony-

nyen megmutathaté, hogy az egyenes mdgik r# + % v¥ elé-
allltasabol nyert t’(g)l paranéterezésre - |
£* (Y =a t(@ + b , a;beR . a # 0,

linedris Osszefiiggés érvényes,. ezert az egyeneseken deflnl—
81t két rendezés az egyeneg eloallltasatol fuggetlenbl egyér—
telmiien meghatarozottak. A |
Mint az els8 fejezetben lattuk, a renaezembol a szakagz~
~fogalom mér bevezethetd. A (4.13.10) ¢18811it8sb61 trivid-
lisan adédik, hoéy az X, y pontokat Ssszekstd siakasiv
pontjait a | ' |
(4.13.‘12) tx+ -t)y , 0& % él

pontok alkotjék.



- 176 -

A ktvetkezlkben a Pagch axidma teljeslilését mutat juk
mag |
Tekintsilk az x, y, 2 hé-

romsziget, ég emnek X z oldala

X, belad pontjdn &t olyan

0

&
A

; Eo t v egyenest, amelyik a

héromgzig egyetlen caucsidra scw

X M illeszkedik. legmutatjuk, hozy
) 6z az egyenes pontosan wmdép
egy masik oldalt is mefsz. bz y -x ¢ég a % = x vekborok
bézigt alkotnak, ezért a v velitor

y= vty - x)+vF (g - x)
alakban irhatd. Vildgos, hogy vl # 0 , uert ellenkezd eset-
ben az egyenes dthaladna a z csucson. Feltehetd, hogy

vt > 0 érvényes, mert ha vt

negativ lenne, akkor az egye-
nes paraméteres alakjéban-csak a -v vektorra kellene &t~
térnlink. Nivel az x  vektor x = Qx + (L -)) z /ahol
0O L N <1/ alakban 411 el8, ezért ‘

g+t = Ax+ (1=2)z+ 3(vig - x) vz - x) =
(4.13.13) = () = vt - vz + vt 3+ (1-2+tv2)z

i~

Vegylik észre, hogy a jobboldalon az x, y, z vektorok
egylitthatdéinak sszege 1 , és az x  + t ¥ pont akkor il-
leszkedik valamely oldalra, ha a két végponttdl kiilonbozé
harmadik csucs egylitthatdja eltiinik, tovabbéd a mdsik két
egylitthaté nem-negativ. Az is 1léthatd, hoéy létezik olyan
t > 0 szém, amelyre vagy az X vagy pedig a 2z oegylttha-

téja O.
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Ugyanié s o és O L H; (L -2)< 1, ezért ha 2( O
akkor a g , ha pedic V2§ 0 = akkor pedig az "X esryut‘c-
hatoaa tunlk el valamely t > 0 értékre.
Legyen. T, > 0. az a 1egklgebb olyan ertek amelyre
vagy az X vagy ﬁedlg a 3  yutthatoga eltuan‘ Latha~

£4, hogy ekkoxr csak az egylk egylitthaté nulla, mert kulonn. ‘

ben az X, + by L=t yl y=3 telaesulne és az.eg gyenes 8t -
haladna az’ y ‘csucson. Tehat az X, + t pont vagy az

Xy oldalra vagy pedlg a z.g oldalra 1lleszkedik annak

o~

megfelellen, hogy a 2 ‘vagy 8z X egyutbhatoaa tunlk el a
b, értéx mellett. L

A Pagch fele tulagdonsag telaes blzonyltasahoz mar cesalk

annylt kell belatnunk, hogy az ebyenesrol még pont nem 11~
'-leszkedlk a haromszog oldalalra, csak az ;6" ég az

%, + ?o v pontok. _ _
Ha 1t 4 0, akkor a (4 13. 13) egyenlet Jobboldalan az
¥ egyilitthatéjdra v (rO telgesul, 1gy az . X, + ot

pont sem az yz' sem az» Eﬁ oldalra nem 1lleszLedlk De az

Xz oldalra sem 1lleszkedhet, mert az ¥ egyutthatoga a nul-

18561 kulonb021k.v_ v '
Ha 04 t <ty telgesul, akkor az - %, +t L pont
'(4 13.13) alakgaban az X, y, Z . vektoroh egyutthat01 p021—

tivak,'lgy a.pont egyetlen oldalra gem 1lleszkedlk.:Ha pe-

dig % > t , akkor vagy az x vagy 2 Z eﬂyutthatoga ne-
' gatlv, amlboi ismét az kovetk621k, hogy az Xd + t v " pont
~nen 1lleszked1k a haxomszog ezyik oldalara sem.

Tzzel a Pasch—fele tulaadonsavot meemutattul



- 172 ~

A félaikok i1l. g Felberek fogaludt lordhhan a rende;d-
ol axidmdk utén vemetbtik le, & Lenti bizonyitdans ldthato,
hosy as n ~dinenzids vektorterekhen a Pageh xidma nindey
2 ~dimenzids affin altérben icau, ¢zdri wéd nyilik a hipey-
terekre vonatkoud réltersk definidlésdra ig. 1[a [ ag A

. n
hipertere, akkor ay A

I halmaz pontjait osztdlyolkba
gorolhatjuk oly mddon, hogy Lét pont akkor kerll egy omui-
tdlyba, ha az Usszekité szakaszuk nem metszli a M hipsrte-
ret. Megmutathats, hogy ennek gz 03ztdlyozdsnak pontosan

két osztdlya van, amiket Dyilt féltereknek neveziink. A rdén; -

letel dtgondoldadt ag olvsagdra bizmzuk.

A metrikus axiduwdk visgrélatdra térink gt.

A (4.13.8) Képlettel derinidis tévolodgra an i, L, ¢q
M4 axidmdk trivigligan érvényesek. Ay MB héromsztc ¢ yen-
18t lensézet jelentd
(4.13.14) lx+ 3¢ 1zl + g

exyenlStlengé;: pedig a Miﬁkowski esyenldtlensérbdl a kivet-
kez$ wédon adddik:

|z + 31% =(x + g, x + g:) 121% + 2(x, p) 4 131° ¢

1z1° + x|yl + |y|° = (1=l + lz1) @
Léthatd, hogy itt agm egyenlésé; pentosan aklkor teljesiil, ha
az |x| és |7| linedrisan fiipqdk.

’

Vésezetiil a_tengelyes tlikriizdgek axidwdjdhosz cmak any-

nyit jegyzlink mey, hory az + bt v egyencshern a

(4.13.15) ¢ (z) = 2(z, vy -~ x+ 2(x - (z, v)v)

leképendés eleget tesz az axidma Povetelmenyelnek.

=

Ezzel beldituk, hogy a kipontozott euklideszi sikolk es be-

L6h KetIdle felépitége egymdssal ekvivaleng.
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5. FEJEZET

AFFIN GEOMETRIA R

1§ n —dimenziés affin terek’és affin altereik

Ebben a fejezetben a véges dimenziGS‘vélés'Vthbr-\
tereket metrika nélkil vizsgdljuk, vagyis bennﬁk-kitﬁnteé
tett belsészorzat nélkil. Durvén fbgélmazva az ilyen iré- .
nyu vizsgélatok.alkotjék éz'affin'geémetria térgyéf; |
n

A'kﬁvethZSkben"A mlndlg n -dlmen21os valos vek-

teret Jelol es klpontozott affln térnek vagy egyszerden

affin térnek nevezzuk. '

; A kltuntetett origo miatt a vektor és a QQEE fogalmakat
.azonos ertelemhen hasanaljuk. Jelolesukre is megtartguk ‘
- korébban hasznélatos mindket modozatot Tehét a pontokat
~vagy latln nagybetukkel 4, B C,...‘ vagy pedlg alahu— o
zott, kisbetukkel a,,b, c,... Jelolguk. Valamely A

pontbol a B pontba mutato vektoron a. b - & vektort B

ertguk, ég Jelolesere az AB sz1mbolumot isg alkalmazzuk..

Az An tér  a‘

~o’ al,..., ak pontaalt affln fugget—

leneknek nevezzuk ha az 2, - ao,...,‘ak ' 6 vektorok
linedrisan fuggetlenek.‘ | N | |

A affin fhggetlenseg tulaadonsaga nem fugg a pontok |
'vsorrendgetol._Ez az allltés kozvetlenul adodlk a soronko-;f“
' vetkezo tetelbol. |

' Teklntsuk az (3,«) alaku rendezeft elémpéfbk
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halmazét, ahol a € A% vektor és oL € W2 valds azém.
Ezek a pérok a koztiik bevezetett
(8:¢) + (B 1= (2 + by < 41),

Meast) = (28, 2) , XeR,
miveletekkel (n + 1) -dimenzids vektorteret alkotnak.
5.1.1 | Ag 80 8ys+++» 8, pontok akkor és csak akkor

affin flggetlenek, ha az (a,»1), (8751)s.es,
coey (gk,l) vektorok linedrisan fliggetlenek.

Bizonyitds Legyen a :%t oL 5 (gi - go) tetszlleges
i=1 .

linedris kouwbindcid. Ezt a

X k k X
E < 3(85-8,) = -iz__jl"’( 18y '(glxi)go B j%oﬂjgj

' n
alakban irhatjlﬂ‘.{, ahol ﬂo = —.i%idi, /i 30(1 (j.:l,cot,k))
k .
és igy a :Z:/Zj = 0 azonossdg is érvényes. Ezért a
J=o0

k k '

ZZ'/G. a.,1) = (= £.a.,0) = 0

j=o J( 3’ (j=o/3 dJ .
azonosgdg pontosan akkor teljesiil, ha a Z /jgj = 0

azonoggdg érvényes. Vagyis az 8) = 8yseees 8 ~ 8

vektorrendszer pontosan akkor linedrigan fliggd ill.

fiiggetlen, ha az\ (8g21)seees (8ys1) rendszer is lined-

risan fiiged ill. fliggetlen, awi &11itésunkat igazolja.E:]
Tekintsiik az A" térben n + 1 szdmu

Bos Byseces 8 affin filiggetlen pontot. Segitségiikkel a

<0
térben u.n. affin koordindta rendsgzer vezethetd he..
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Mivel az gy - a, 5.0y @ - a, . vektorok az alaptér-

ben bdzist alkotnak, ezért wminden "X vektorra az X - a_

vektor az- : " o
'.}E.' —Z’X(Ql"a),XGTP,"'

alakban 1rhato. Igy mlnden X vektorhoz az (xl 2 .;;,.kn )'
koordlnatak rendelhetok, amlket a vektornak az : ,al,...,a
alappontokra vonatkozo affin koordlnataknak nevezunk.'
Lathato hogy az go vektor affln koordlnatéga zerus,.»v.
ezért ezt a pontot a koordlnatazas orlgoganak nevezzhk.

n ter'

5.1.2 Legyen (xl,...,x ) (y ,...,y ) ‘827 A
. ket affln koordlnata rendszere. Ekkor az azonos

* |pontokhoz rendelt x és y koordlnatak kozott az‘

5'1‘1 . 1 5:’ A XJ + p

1ineérls osszefugges ervenyes, ahol (Al) nem~el—

fagulo, nxn tlpusu matrlx, valamlnt

pl;..-.; pn eR . | a
\_Forditva, az. (xl,..., xn)"affih kobrdiﬁéta

rendézeIekal az (5 1.1) formulakkal szarmazta-ﬂ

tott (y yeoso y ) fuggvenyek affln koordlnata

rendszert deflnlalnak.

Blzonvltas Az . x 1ll. y koordlnatazas alappont rend- .

‘szerét Jeloljal'g y gi,,..,‘gn lll",hq’xgl’fff’ gn',."A

.AZ alaptér g‘l - aO’OO" an - §Ol 111- ‘t_l'l:.‘,"".p.o';".".’.t.)n b_.Eo

b321sal x5zttt az v ‘ ' S
n s



Ueszefliggést irhatjuk fel, ahol az (Ag) métrix nem-el-
fajulo.

Valamely 2z vektor (xl,..., x") koordindtdit a

képlet adja, ezért

1 n noo. .
i
z2-h, = ?Z: x"(a; - g,) +(§o - }-3'0)= gzi(fzgéixl + Pj)(?j - b,

i=1
n .
ahol g, - kb = jZTpJ(g. - b,)- Bz utébbi képletbSl pedig
- - ,j-'=1 J 0

éppen az (5.1.1) transzformécidt kapjuk.
A fenti képletekbdl az is ldthatd, hogy eldirt

8 secey 8 alappontok, (Ag) métrix és pl,..., pn

=0 n
valds szdmok esetén az (5.1.1) képletbdl szérmaztatott

yi koordindték pontosan az affin fliggetlen

ooy _li '
by, = &, 'é%é% Pr AT (8 flﬁo)

(5.1.2)

n i n i
a, + E(A lj - kz-;-l P lk)(gi _go)

. <11\ i
alappontokra vonatkoznak, ahol az (A lj ) az (Ag)

inverz wmétrixa. []

Attérink az affin alterek vizsgélatdra.
Tekintsiink az A" térben  k + 1 affin figget-

len pontot és jeloljik ezeket az go; Bpseees 8y
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Jelekkel. Ezek segitaégével képézzﬁk az
(5.1.3) a, + ézg x (g; -a) » x el
alakban €18811ithatd vektorok halmazdt. Az igy el841lit-

haté halmazokat %k -dimenzids affin altereknek nevezziik.

Nyilvénvaldan adédik, hogy_ezek az altersk'az éo; gl,;.,, a,
alappontokat tartalmazzdk, ezdért az alappontokra iliesz~
kedd affin altereknek neveszazik. -

Az altér vektorainak f(5 L. 3) elédllitésa egyértelmu.

Minden vektorhoz rendelguk hozzéd az- (xl,..., x£) koor=-

. dindtékat. Bzeket a koordlnatakat a7 alappontokra vonat—.

kozd affin koordindtdknak nevezzik. Az (5.1.2) tételhes

“telgesen hasonloan beldthatd, hogy valamely altér két kii-
1onbozo koordlnatazasa kozott az (5.1.1) “alaku transz-
formécidk érvényesek. 'V | .

| Az (5,1.3) képletben vezessiik be az xo'= 1,~‘2: %
Jjeldlést. Ekkor az '(5.1,3) formula a E?;x a; alakba

irhaté ét, ahol = % = 1 teljesiil. Fordltva,az ig vi-
: - i=o0 ' ‘ ‘

ldgos, hogy az 8o 8ysesey gk' alappontokra illeszked6
affin altér pontjait p@ntosan'a' |
Dy - k. , k -
(5.1.4) . Z x a; » ahol' X ‘xt =1,
. 1=0 " . 1;0 . . .
alakban el8511ithaté vektorok alkotjék, EbbSl a megdllapi-

' t4sbdl azonnal kovetkezik, hogy az alappontdkra;illesZked6
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altér nem fligg az alappontok sorrendjétsl.
Az altér pontjainak (5.1.4) el841llitdsdbdl nyert

1,..., xk) koordindtdit, illetve ezek ‘tetszbleges

(xo, X
zérugtdl kiilonbszl konstansszorosait a pontnak az alap-

pontokra vonatkozd baricentrikus koordindtdéinak nevezziik.

Az alappontok és a baricentrikus koordindtdk az altér

pontjait egyértelmlien meghatdrozzék, hiszen valamely

K _
1,..,, Xk) , Z. X £ 0 , baricentrilkus koordind-

(XO, X
i=o0

t8k csak az altér

(501-5) 22 = kl Z‘ Xj?.'
S oxt  d=0 !
i=0

vektorshoz tartozhatnak. Ez utébbi képlet miatt valamely
(x°, xl,.,., xk) baricentrikus koordindtsdju pontot az
xi sulyokkal sulyozott 83 pontrendszer sulypontjénak
is nevezik. '

Megjegyezzik még,‘hogy-az AR alaptér tetszbleges
8,s 8yre++ 8, affin fliggetlen pontjaira vonatkozdan az
alaptér pontjainak baricentrikus koordindtéi is definidl-
 haték. Bzek definiélésénsl szintén az (5.1.4) képletet
-alkalmazzuk a k = n esetre.

Rogzitsiik le az A" alaptérben az Bor Byseees By
affin fﬁggetlen.pontokat, és tekintsik az dltaluk defi-
nidlt "(xl, xz,..., xn) affin koordindta rendszert.

A kovetkezlkben az affin altereket ilyen koordindta

rendszerben vizsgdljuk.



5.1.3 |4z A" tér winden k -dimenziés AX affin alte-
réhez 1étezik‘olyanA n =k egyenletb6i 8116

, n X A | ,
(5.1.6) 2’_’1 ABxJ +p =0, l=k+ 1, k+ 2,000,n
linedris egyenlefrendszer, amelyre az

3 1 '
A =.A§.,o-.’ -An ] l=k+ 1,"‘»’_n’.

sorvektorok linedrisan fﬁggetlenek,‘és az‘egyen-
letrendszert pontosan az Ak altér pontaainak

I xn) affin koordindtsi elegltlk ki.

(x , X
Fordltva, mlndazok a pontok, amelyek koordinétél

egy (5 1. 6) tlpusu,egyenletrendszert elegltenek

ki, k ~dimenzids affin alteiet alkotnak.

k

Bizonyitds Legyen az AF k ~dimenzids affin alter,‘es

b

vélasszunk 8z A" térben olyan 'bo, Byseees bk’ by qree0s By
~affin fuggetlen pontokat hogy koziilik a bo’ bl""’.bk

- pontok az A¥ 'alterbe essenek. Ha (y , yz,..., y )
pontokriak a b or e hn alappontokra vonatkozé affin
koordindtsit Jeloll,‘akkor az Ak alteret pontosan azok

a pontok alkotjék,‘émelyék koordindtéi az |

k k+2 - _.n _
y+1=y 2‘_:.‘."=‘y =O

‘egyenleteket elégitik ki. Igy, az- (5 Le l)' képlet segit-
ségével az (xl,..., b d )koordlnatakra dttérvs, pontosan

- az A% pontjaira’ ervenyesek az
n 1 J 1 . .
Z ij = =P l'—"-k’,*‘,la-'-a‘n’

- ggyenletek, ahol az A} =, Ai,,..,»A

ﬁ ’ 1=k+ 1,.0;93 n’
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gorvektorok linedrisan fliggetlenek, hiszen az (Ag)

métrix nemw-elfajuld.

Forditva, ha adott egy (5.1.6) tipusu egyenlet-
rendszer, akkor az (Ag) egyltthatd-~métrixot egéeszitsiik
ki n x n -tipusu nem-elfajuld (A% ) métrixd, valamint

a pk+l,..., p" valds szdmokat egénziteiik ki a

pt.eee, pE, p 1 ..., p® ezéusorra. Ha az affin fliggetlen
bys Byseees b pontokat az (5.1.2) formula alapjsn ké-
pezzik, akkor azonnal léthatd, hogy az (5.1.6) egyenlete~
ket pontosan a Dy» Byseess by pontokra illeszkedd altér

pontjainak koordindtdi eldgitik ki. ]

Az A" tér n -1 -dimenziés affin altereit
hipertereknek nevezziik. Ezeket n sgzdmu affin fiiggetlen
pontok feszitik ki, és a fenti tétel alapjdn egyetlen
linedris egyenlettel irhatdk le. .

5.1.4 laz A% tér valamély (xl, xz,..., xn) affin

koordinata rendszerében a ho’ gl,..., En-l

affin fiiggetlen pontokra illeszkedd hipertér

|egyenlete: _
xt, x5, 2, 1

1 .2

n
bo’ bo,..., bo, 1

(5.1.7) adet t= det(xl bolsees by 1 1) =

* & o o

=0,
| S T 1
ho1oBamy bRy
. 7 )
ahol a .b%, bia,...,»bi a gi pont affin koor-

dindtdit jeloli.
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Bizonyitds : Vilégos, hogy'a .hi s i=0,e04,n-1, pontok
affin koordindtéi az (5.1.7) egyenleteket kielégitilk,
higzen azekeﬁ behelyettesitve windig két azbnoé Sor sze=-
repel a determindnsban. Ezért a determindng kifejtve

1+0X2+ ...+Oxn+'0'lf—=0;'

vagy a trividlis Ox
egyenlefhez jutunk, vagy pedig az xl,...,'xn véltozdk -
egyitthaté-vektora kiilonbbzik a zérus vektortdl, és ekkor
az egyenlet a ‘Eo’ gi,..., Qh-l pontrendszerre fektetett
hipertér egyenlete. Az elgd eset az  5.1.1 .. tétel miatt
nem fordulhat elé. Ugyanis aa"gdl',...;, b,.;1 vekto-
rok linedrisan fﬁggetlenek, ezért4hem,lehetéégés, hogy a
kifejtéssel felirt linedris egyenlet minden egylitthatdja

eltinjék. Ez pedig az d1litdsunkat igazolja. 1

- 5.1.5 ”Legyének a 'Eo’lgl’;}’?\bk pontok affin fﬁggetlef‘
: nek, és egészifsﬁk ki a rendszert a Eo’ El”"'
ooy Ek’Abk+1””’lbn affin fliggetlen pontokks.
Ekkor a tér (xl,.., xn) affin koordindta rend~
gzerében a Doreees By ‘ppntokra'illeszked6
k -dimenzids altér egyenletei a kbvetkezdk: |
- det (gl,pol,...,lefhk+21,...,§nl) =0,
(5.1.8) *  det (;l;hol,...,le,hk+ll,hk+31,..,pn1)= o,

det (_}Sl’b_oly ...’Ekl,b‘l{+11,....’En—ll) = O °

Bizonyitds Vegylik észre, hogy a fenti baloldali kifeje~

zégek mindegyikére és tetszlleges o valds szdmra
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érvényes a
dot (W &y Bolseessas) = K dot (21, b lyeeness )
azonogsdg. Az ig léthatd, hogy a bo, El""’ Ek vekto~

-

rok affin koordindtéi az (5.1.8) egyenleteket kielégi-

tik. Ezekb8l pedig nyilvénvaldan adddik, hogy az Ak

k ,
altér tetszlleges dab. ()€ R, ZA =1
%E% 1= ( i ’ i )

pontjénak a koordinétdi kielégitik az (5.1.8) egyenle-

teket, hiszen

X | X
det (iZ (Ms8;) Lib Lyeee. )
=0

= Z det(dybydysh 1 eeee )=
1=0

k
= EO Aidet(pi 1,90 ,1’°°° )= O e

Még megmutatjuk, hogy més pontok koordindtdira nem
igazak az (5.1.8) egyenletek. Ehhez vegyiik észre, hogy
ha a8 Byyqs Brypoeres
tekbe helyettesitjlik, akkor a by . pont koordindtéinak

b, pontok koordindtdit az egyenle-~

a behelyettesitésénél minden azonossdg teljesiil, kivéve

az 1 -ik egyenletet, ahol is az QS.l,l tétel miatt

det (p'ﬁ,§-\: l,holgoot;.b_‘..'i;ql,l?{““l,ooo,hnl) = nl i A O
érvényes. Jeldlje 7 , azt az n -k komponenghdl

8116 sorvektort, amelynek minden komponense zérus, kivéve

az i =-ik komponensét, amelyik 7, , vagyls 7; =

—~

= (O,ooo, nl’i,ooit O) L] Vilégos’ hogy as ’vl'lgooo, AZ n"‘k
vektorrendszer linedrisan fliggetlen.

Tekintslink most egy tetszlleges
n

z__-:i‘:"i.:cﬁi b, (e, Z dy=1)

1=0
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pontot, és ennek affin koordindtsit helyettesitsiik be
rendre az (5.1.8) egyenletek baloldalaiba. Az i -ik
behelyettegitésnél egy V; szduot kapunk, és tekint-
sk a Y =(\}l,..., \)n_k) sorvektort. Mivel az‘ |

ot

i =ik helyettesitésndl

Vi=aot(Z (gaftongtieees )= a0t (D 0 D gL enn )

=) k+i i
addédik, ezért : '
| V=221, -
Mivel agz ’1 ; Vektorok linedrisan fliggetlenek, ezért a
Y =0 pontosan akkor teljesiil, ha )k+1? >k+2=”'=)n= o,
vagyis ha az x pont a 20,..., Ek pontokra fektetett

affin altérre illeszkedik. Ezzel a‘bizonyitést befejez—

ik . - | . ]

A fenti tétel azt a szemléletes tényt fejezi ki,
 hogy egy k ~dimenzids affin altér mindig n - Kk gzdmu

hipertér metszeteként §1lithatd eld.

Az affin alterek kozttt kilonbozd illeszkedési viezo-
nyok definidlhaték.

Legyen az . tetsz8leges hipertér, és az Ak(k Z n)

pedig tetszbleges affin altér. Ezeket pérhuzamosoknak'

mondjuk, ha vagy Ak,g_.Anhl vagy pedig Ak{\ ARl [

k

teljeslil. Ha pedig A" ds 4% két tetozbleges affin al-

_tér, akkor ezeket abban az esetben mond juk pérhuzamdsnak,
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ha létezik olyan Al affin altér, amelyik mind a kett&t
tartalmazza, az egyik alté; az A1 ~ben hipertér, valamint
az A ~ben az eldbb leirt értelemben p8rhuzamosak.

Két affin altér kitérS, ha nem pdrhuzemosak &g met -
azetiik az Ures halmaz. Két affin altér metsz8, ha nem
pérhuzamosak és metszetiik nem Ures.

Az altér-egyenletek lehetdvé teszik, hogy a kiilsnbszd
1lleszkedési tételek bizonyitdséndl a linedris egyenlet-
rendszerek elméletét alkalmazzuk. Ilyen mdédon igazolhatd
a kiovetkezd 811litéds is.

5.1.6 | Két affin altér vagy pérhuzamos, vagy kitéré,
vagy pedig olyan altérben metszik egymést, amely-
nek dimenzidja kisebb mint a mésik két altéré,
Egy an-1 hipertér és egy A¥  aiiér vagy pérhue-

zamog vagy pedig k - 1 ~dimenzids affin altdér-

ben metszik egymést.

A tétel bizonyitését, mint egyszerii feladatot, az ol~
vaséra bizzuk.

Az 1 -dimenzids affin altereket egyeneseknek nevez-
ziik. Ha X, és X két affin fiiggetlen pont, akkor rijuk
egy és csak egy egyenes illeszkedik, amelynsk pontjait az

-t 2 +tx ,cogtsos |
alakban el88llithatdé pontok alkotjdk. Ebben a képletben a
t paraméterérték nem mds, mint a pontoknak az x,, x,
alappontokra vonatkozé affin koordinsdtdja. Ha ez a pafae

méter-€éxrték csak a O és 1 gzdmok kbzott viltozik
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O 4t 41, akkor az igy leirt ponthalmazt az x - ésg X
pontokat ©esszekstd gzakasznak neveizﬁk. Szakaszbk Jjelo-
lésére késbbb az [x; xy] Jeldlést is alkaluazzuk.

Tekintslik most az egyenesnek egy tetszlleges x
pontjét, amelynek affin koordindtdja a t érték.
| Az /ﬂ_; t/ (L - t) értéket az x pontnak az

X, X alappontokra vonatkozd ogztdvigzonydnak nevezzilk,

és (Eo’ Xqo go) jellel jeloljiik.

Az osztdviszony geometrial tartalméra az

I R
E =X ¢ oTop (EF - E)

azonossdg mutat, wmivel eszerint

a /u annyit jelent, hogy asz

x - x_ vektor hényszorosa az

0
X = X ‘vektornak.

Az (ﬂo! Z1,%) ogztdéviszony .a /ﬁ értéket a /M /gﬂ + 1)

_ parameteru pontbhan veszi fel, ezért az ooztov1szony a - 1

érték kivételével minden valds értéket felvesz. S6t az is

1dthatd, hogy az [:30 gll gzakaszon kivill az osztdviszony

negativ, az x, pontban 0 értéket vesz fel, az X

pontban pedig az 1 : O ardmmyal je161jlk.

2 § Konvex alakzatok, konvex burok

Az A" - affin tér valamely K reszhalmazat konvexnek
nevezzik, ha bdrmely két pontaaval egyutt az ezeket o8z -

gzekdt o szakasz pontgalt is tartalmazzaf
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Wyilvénvald, hogy konvex halmazok metszete is konvex
halmaz, higzen a metszet bérmely két pontidt Ssszekitd
gzakaszt mindegyik konvex halmagz pontonként tartalmazza.

Jeldljon S tetszbleges ponthalmazt. 4z S konvex
burkén mindazon konvex ponthalmazok metszetdt értjik, ame~
lyek az S halmazt tartalmazzsdk. A konvex burok jelolésé-
Te a conv S jeldlést alkalmazzuk. A konvex burok minimdlig
abban az értelemben, hogy ha valahdnyszor 68y konvex hal-
maz az S halmagzt tartalmazza, akkor tartalmazza a conv S
halmazt ig.

A tér tetsz8leges s Xyseesy Xy Vektorait véve a

. i k i
Zx x,aholx eR , x*>0 , = 1t
i=o0 1i=0

alaku linedris kombindcidt konvex linedrig kombinéciénak
nevezaziik. |

A pzakasz definiciéjéﬁél'léthaté, hogy egy szakasz
pontjai végpontjainak konvex linedris kombindcidjaként
§11ithaték eld.

A kbvetkez§ tételben a konvex burok pontjait az a-
laphalmaz pontjainak konvex linedris kombindcidjaként
dllitjuk el8. Az erre vonatkozd kivetkezd tételt

Caratheodory tételnek is nevezik.

5.2.1 |4 conv S konvex burok winden pontja az S alap-
halwazba esé legfeljebb n + 1 gzdmu pont konvex
linedris kombindcidjaként 41lithatd eld, vagyis

LconvS{)x +...+)Xn‘x ES,',\ OZ)




A
1

Bizonyitds Jeldlje p ¥ azoknak a pontoknak a halmazdt,
amelyek , o |
)01)+)1J. "‘+>n51’ X, € 5, Aiz(D’ZAi” L

alakban 8llithatdk eld. '

Mivel minden x € 5 elem X = 1-X+ 0-xy + ...
~es + 0%, X, € S alakban irhatd, ezért a ¥ 8z S
halmazt tartalmazza.

A kovetkezl lépésben megmutatjuk, hogy a X pont -
‘halmaz konvex. Ehhez e18szdr a K6vetkezd Lemmst bizonyit-
juk be. |
Lemma Ha az A" tér valamely r vektora S ~beli vek-
‘torok konvex linedris komwbindcidjaként &llithatd eld, akkor
legfeljebb n + 1 | szdmu S ~beli vektor konvex linedris
kombindeidjéval is elBé1lithaté. | |

Bizonyités Legyen az

IR

: m
= T . w, w. € S
j=o L T o ’

6lyan konvex liheéris kombindcid, amelyben a w; € S
vektorok széma minimdlis. Ekkor nyilvénvaldan minden
egylitthatéza 7, >0 teljesiil. A bizonyitéshoz az m £ u
egyenlé%lenséget kéll igazolnunk. | |

Tudirekt feltevésként te gyik fel, hogy m > n telje~
sl , | .

Ekkor & (Wi, 1) e AL g ektorok 1ineériSan'fﬁgg§k%
ézért ezeknek a vektoroknak létezik nem-trividlis

) -

1=0

Ay (w (7: 0<1W1
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linedris kombindcidja, amelyre gzlikségképpen a

m m
:Z?a<iﬂ& =0 , :Zfo(i = 0 azonossdgok is éxvényesek.
i=o i=o0

Az o(i egylitthatdk indexelését ugy végeaziik el, hogy
o< sl g ,.v..,o(k 0 és 0(k+1,-..,o(m >0 teljesliljon.
Negativ o(i egyltthatd biztosan létezik, hiszen méskép-

m
pen nem teljesiilue a = o4 =0 feltétel.
i=o

Legyen az g =,>',j /-o(j a )o /w»(0 ' ’)‘1 /-0(1 yeoey )k /-O(k
szémok minimuma. Ekkor nyilvdnvaldan s > O teljesiil.

A Zio<i w; = 0 egyenlet miatt az

f

m 111

azonossdg is érvényes.

Megmutatjuk, hogy a jopb oldalon konvex linedris
kombindcié szerepel. Valdban, ha i 4k, akkor s¢ )i /o<
és igy Ai + 8oy 2 0 érvényes. Ha pedig i > k , akkor
A ; * sO(i >,o s hiszen i-> 0 és So(i 2 0 érvényes.

Nyilvénvaldan érvényes a

m
Eo (D + sy) "“

E

)i = ]
i

o
azonogsdg is, tehdt a fenti kombindcid valdban konvex.

Ugyanakkor a Jj -ik egyilitthatdra

. ).
J
)j+Sv<j-f/\j+:;<-—j- j:-_o

érvényes, és igy a fenti elééllitdsban az x wvektort

m -nél kevesebb S -~beli vektor konvex linedris
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kombindcidjaként dllitottuk el8. Bz ellent mond az m
‘minimdlis tulagdonsaganak, amivel a lemmag 1ndlrekt blZO~

nyitdsdt befejeztiik.

A 1% xonvexségének igazolésdhoz tekintsiink két
X, y € ¥ vektort, és az ezeket 6sszek6f6 gzakaézon Jje-
161jink ki egy ,
=tx+ (1-%t)y , 04t {1
pontot Mivel a vegpontok |

n n , .
X = Z ) V. » ¥ = . We oy V. oW. €3S
= i isi A iz;o/‘l"l 1r ~i

alakban konvex linedris kombindcidként éllithafék eld,

ezért az x vektor is

n . ',,2n+l
= t).v. - = . .
ez 31‘—’1"'-5:(1 )/‘i:.. = Vi 8

‘alakban konvex 1ineéris koumbindcidként éll‘elS, ahol az
14 n esetben _V 1;)1 » 85 =Yy » és az i > n
~ esetben pedig \}i = (1 - t%/&i és a; =W ‘étjelﬁlést
alkalmazbuk. o .

Mivel Agi € S, ezért a lemma alapjdn az E'e‘T*f'is
"teljesiil, téhgt'a X konvex ponthalmaz.

A bizonyitéds utolso lépégeként a % & conv S reld-
clot ldtjuk be.

A ¥ ﬁalamely X = )éﬁo + )l_l + e +i>n X ‘ele-
. wénél az indexelést ugy végezzik el, hogy '

}09)19--0,Ak>0 és A~k+l=',.. =An=

teljesiiljon.



- 196 -

A bizonyitést k szerinti teljes indukcidval végeszalik.
A k =1 esetben a vektor x = )O L, + )y % alaku.
Mivel Xy X1 & S , ezért az [Eo’ 51] szakasz pontjai
a conv S konvex burokba esnek. Ezéri X € conv S , higgzen
X €& [xo xll°

Tegyﬁk fel, hogy az x € conv S reldcié minden olyan
X €T* vektorra érvényes, amelyik x = )o E o+ ees
oo +;Xk~l Zy..qp alakban 811 eld. Tekintslink ezek utén
egy y =/Ao Ko+ eae +/1,4k Ek}/‘i # 0 alakban el88llit-
haté y € T ¥ vektort, és definidljuk ebbsl az

k=1 /"

1
u = o _25.
57 o diot i B

vektort. Itt a jobb oldalon konvex linedris kombindcid
szerepel, és az indukcids felfevés miatt u € conv S isg
érvényes. Ugyanakkor

y= Q@ -py) a+ fyomos
(Ugyanis 1 -/uk =Jny + oee */’1:-1 ) és itt is a jobb olda-
lon konvex linedris kombinécid szerepel. Ismét az indukci-
6s feltevéaghfl y € conv S addédik. Ezzel Caratheodory té-
telének bizonyitdsst befejeztiik. O

Ag 8y 8y9eces 8y affin fiiggetlen pontok konvex

burkdt k ~dimenzids szimplexnek, az a

o

0r°°r By ponto~
kat pedig a szimplex csucsainak nevezazik.
Minden szimplex a csucsok dltal kifeszitett affin

altérbe esik, ezért Caratheodory tétele alapjén, a
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azimpléx a csucsainak konvex linedrig kombinééiéjaként
d1lithatd eld. Mivel a csucsok affin fliggetlenek, ezéxrt az
egész szimplex mem #1lithatd €18 k + 1 -~nél kisebb
szému csucs konvex linedris kowbindcidjaként.

Tekintslink a csucsok koziil ]+ 1 szdmu
8y seees @, -

1 144
lexet  ]-dimenzids élnek hivjuk. 4 (k - 1) -dimenzids

céucsot. Az dltaluk meghatdrozott gzinp-

€leket a kivetkezbkben lapoknak is.nevezzﬁk.'

Vegyiik ki egy'szimplex pontjai koziil a lapok pont-
Jait. Ekkor pontosan azbk a pontok maradnak vissza, ame~
lyek

k k
2: Ai a5 » )i >0, 2:')1 = 1
i=0 i=0

alakban éllnak el8. Az igy nyert ponthalmazra a  k ~dimen-

zids nyilt szimplex, vagy a szimplex belseje elnevezést

hasznéljuk. Az A" térben az n ~dimenzids nyilt szimp~ .

lexeket szimplex-kSrnyezetnek ig mond juke.

4 szimplex kbrnyezetek segitségével a torldddsi pont,

a konvergencia és a zirtgdg fogalmak a szokdsos mddon de-

finidlhaték. Az A" térben valamely x  pontsorozat az

X, ponthoz torldédik, ha az Z, bdrmely szimplex kdrnye-

zetébe a sorozatnak végtelen sok eleme esik. Az %, pont-

n

sorozat az X ponthoz konvergdl, ha a soroiat egyetlen
torlédési pontja az X, pont. Az A" térben valamely
‘ponthélmazt zértnak mondunk, ha minden sorozaténak minden

torldddei pontjdt tartalmazza.
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Bevezethetd a korldtossdg fogalma is. A térben egy

ponthalmazt korldtosnak mondunk, ha létezik olyan szimp~
lex, amelyik az adott ponthalmazt tartalmazza.

Bebizonyithaté az az analizishdl j61 ismert gllitéds,
hogy egy ponthalmaz akkor és ceak akkor korlédtos, ha win-
den sorozatdnak létezik torldddei pontja. Ennek igazoldedt
az olvasdbra bizzuk.

4 korlédtos és z8rt ponthalmazokat kompékt ponthalma-
zoknak mondjuk. Kénnyen beldthatd, hogy minden szimplex
kompakt ponthalmazt alkot.

Megjegyezzilk még, hogy az 1 ~-dimenzids gzimplexek a
szakaszok, a 2 ~-dimenzids szimplexek pedig a haromsztg~
~lapok. | |

Végezetiil a gzimplexekre vonatkozd Pagch~féle tulaj-

donségot mutatjuk meg.

5.2.2 |Tekintsiink az A" térben egy n -dimenzids szimp;
lexet. Ha egy egyenes a szimplex egyetlen (n - 2)
~dimenzids €1ét sem metszi, de egy lapot belsd

pontban metsz, akkor pontosan még egy lapot metsgz

belsd pontjdban.

Bizonyitds A bizonyitdst csak vézlatosan irjuk le, mivel

hasonld a hiromszgekre vonatkozd azonos 81llitds igazoldsd-
hoz.

A szimplex csucsait jeldlje 8pr 8190+ 8, » 65 te-
- gylk fel, hogy az egyik .9 dUféspontja az BgreeesBy g
csucsok dltal meghatdrozott lapra illeszkedilk. Vagyis'
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n-1 | |
X = . . 1 R Z ., =% .
X, gzé j 85 » ahol .AJ >0, Z);=1
Az egyenest itt is X, + t v alakban tekintslik, ahol a
v, irényvektorrdl feltehetd, hogy a

| P
v= 2V (g - g

616411itésban " > O érvényes. Az egyenes valamely
X, + t v pontja:az |

n i | » BZl i n
= - t ) N I .
I, + ()o EE& V18t g Ve + tviay

A

i=
alakban 811 e16&. Abhéromszﬁgeknél létbttakhoz hasonldan
‘mggmutathaté, hogy 1létezik olyan 't > O gzdm, ameiyré a
fenti elbdllitésban az 8ys @yseees 8y 7 Vektorok valame-
lyik egylitthatéja eltiinik. Legyen & ozek kozstt a leg-

kigebb. Ekkor az x + t,¥ pont a keresett médsik dofés~

pont. | o | ‘ []

3.§ Helly tétels

Helly tétele el6tt Radon tételdt ismertetjilk.

5.3.1 |4z A" +térben winden n + 1 - elemszdmu, kiilon-
| v&28 ponfokbél 8116 pontrendszer pontjai két

diszjunkt osztélyba sorolhatdék ugy, hogy konvex

burkuk wetszete nem ilires.

 Bizonyitds A pontokat jelsljlk az Eor Xjseees je-

) » _ §n+l;
lekkel. Mivel az (x,, 1) vektorok az A™! térven
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linedrisan fiigg8ek, ezdrt 1létezik ezeknek agy
Zols (255 1) = 0
nem-triviglis linedris kombindcidja. Nyilvénvald, hogy

ekkor a '
Zoty x =0 és Zol; =0

azonosgégok is teljeslilnek. Az indexelést ugy végezzlik el,

hogy
0(090(1900'090(k>0 éS o(k‘i-l,“.’o(n'*‘léo

teljesiiljon. Afzo<i = O azonossdg miatt az egyik index-
-halmaz gsem lehet az lires halmaz. Soroljuk a pontokat az
egymdstol diszjunkt

Sp={zpees Bl 0 8y = myqaeens 1]
ogztdlyokba.

_ n+1 )
Mivel EE%C(i X, =0, ezért
n+.1 ol 5 . =0
i=o d0+ow+dk =~ ’
és ebbbl dtrendezéssel ’
foo Kotreeowlyy T ATy KLoterere S

adédik. Azonnal ldthatd, hogy mindkét oldalon konvex 1i-
nedris kombindcid szerepel, sbt a két oldal d1ltal egyér -
telmiien meghatdrozott x vektor a baloldal szerint, Cara-
theodory tétele alapjdn, a conv S1 halmazba, a jobb oldél
szerint pedig a‘éonv S, halmazba egik. Ezért

X € conv ?1/1 conv 8, , amivel a bizonyitdst befejeztiik.

O

Helly tételének ismertetésére térink &%.



~ 201 =~

5.3.2 |Tekintstink az A" affin térben N szimu K
konvex ponthalmazt. Ha ezek kdzUl bdrmely n + 1

ponthalmaznak a metszete nem iires, akkor az Osz-

gzesnek a metszete sem lires.

Bizonyitds A‘tételt: N gzerinti teljes indukcidval iga-
zoljuk. Az W & n+ 1 esetben az éllitéé nyilvénvaléan
érvén&es.

Tekintsiik az N-= n + 2 esetebte Az 1 = 1,eee, n 4 2
indexekre a ‘K;f konvex ponthalmazokat a

¥ _ ' .
Ki '-' Kln * 0 e n Ki_lﬂl(i*‘JOOQ Kn+2

metszetként definidljuk. A feltételek alapjén winden in-
dexre KI # teljesil. Minden K,¥ ponthalmazban jelsl-
. jlnk ki egy §i€§ K pontot. & kY definicidja szerint

az X pont‘minden olyan K, pohthélmazbaibeleesik,

1 J
amelyre j #£ i teljesﬁl. Ha az x; pontra még x; € K,

i
is telaesul, .akkor az 81lités blzonyltasa kész, hlszen |
ekkor az X mlnden Kj alakzatba beleesik, és 1gy az
Usszes alakzatok metszete nem ires.

Ezért a tovébbiakban azt az esetet vizsgdljuk, amikor
Xi¢ K érvényes minden indexre.

Radon tételét felhaszndlva soroljuk az S ~‘£xi,x2,,.,
ey &n+2 } ponthalmaz pontjait két Sy, S, osztalyba.
ugy, hogy | |

S = Slkj S 'Slf\ S, = § ., conv Sll\ conv S, £
teljesiiljon, és tekintsiink egy tetszbleges x € conv S, /)
(\ conv 82 pontot. Megmutatjuk, hogy az X pont mindegyik
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Kj s J = lyeee, n + 2, alakzatba beleesik, és ezzel az
611ités a tekintett esetben is bizonyitott lesz.

Tekintsiink egy tetszbleges Kj alakzatot. Ekkor az
ﬁj pont vagy az S, vagy pedig az S, osztdlyba esik.
Tegylik fel, hogy X € 82 teljesiil. /A2 X € S, esetben
hasonldan kell eljdrni!/ Az X; pontok definicidja alap-
jén a Kj alakzat minden olyan £y pontot‘tartalmaz,
amelyre X; € 8y teljeslil. Ezért a Kj tartalmazza a
conv S1 ponthalmazt is, és specidligan az X € conv Sl
' conv 82 pontot is. Ezzel az N = n + 2 esgetre vonat-
X0z8 bizonyitdst befejeztlik.

Tegylk fel, hogy Helly tétele igaz minden N ~ 1 2 n
eésetben. Megmutatjuk, hogy ebb8l kivetkezben az &1litds
az N esethen is érvényes,

Tekintslik tehdt a tétel feltdteleit kielégitd
Kyyeoes Ky konvex alakzatokat. A K&-l konvex alakzatot
definidljuk a

Ky = Kyop 0 Ky
metszetként. Azonnal léthatd, hogy a

Kyseons Ky_ps Ky_g
rendszerre érvényes a tétel feltétele. Ugyanis ha az alak-
zatok kOziil olyan n + 1 alakzatnak a metszetét tekint-
jiik, amelyben a Ké_i alakzat szerepel, akkor az el8bb

vizsgdlt eset miatt /mert ilyemkor tulajdonképpen a

Kilf\ .. Kin(\ KN-I(\ Ky (n+2)!-tagu metszetet tekint-
) . 3
juk/ ez a metszet nem iires. Ha pedig a metszetben a K1
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tag nem szerepel, akkor a nem-~iires metszet a tétél felté-~
tele miatt 1étezik. |
Az indukcids feltétel wiatt ‘
. . ) - L - .
L ONAT ”KN.-anN-:L =KV oo NEg £ 6,
amivel a bizonyitdst befejeztiik. []

Helly tételének alkalmazdsaként tovébbi két dllitdst
bizonyitunk be. -
5.3.3 |Ha az A" +térben az Fl,..}, F, féltersk az egész
teret lefedik, akkor kﬁzﬁlﬁk’kivélaszthaté legfel-

jebb  n + 1  £éltér, amelyek szintén lefedik az

egész teret.

 Bizonyitds Tekintsiik a K; = A"\ F, féltereket. Mivel

az P, félterek nem fedik le a . N K; metszet pontjait,
Ci=l : :

ezérit

Ax =p
j=1 1+

Helly tétele miatt kivélaszthatdk olyan i, iyseess i

indexek is, amelyekre

4]

. m=0
érvényes. EbbSl pedig az kovetkezik, hogy az Py félterek
'is lefedik az egész teret. . - [:]

Végezetll Young tételét ismertetjik.
: 5;3.4 Ha az euklidészi gikon az gl,..;, Xy pontrendsZef

béruely két elemére . X - gj( £ 1. érvényes,



akkor létezik oiyan {373 ‘sugaru kor, amel&ik a
pontrendszert lefedi.

Bilzonyités Irjunk minden pont koré {373 sugaru kort.

Megmutatjuk, hogy bdrmely 3 kirnek létezik kizds pontja.

Legyen a hdrom kdr kidzéppontje Xyr Xpo X3, és legyen
oK a kiozéppontok d1ltal meghatdrozott héromszgben az a szig,
amelyik nem kisebb a 60° -ndl. Tegylik fel, hogy ez a szig
az X csucspontban van. Ekkor az Exl le hur £6lé a
60° ~os 18t69z0gli kort irva olyan kdrhéz jutunk, amelynek
r sugardra r ¢ {373 érvényes, valauint az Xy pont
vagy a belsejébe vagy pedig a hatdrdra esik. Ezért a csu-
csok koré irt JSYB gugaru kordk legalébb ennek a kornek
a ktzéppontjdt tartalmazzdk.

Heliy tétele miatt az Usszes kbrnek létezik kizis
pontja, ami koré (373 sugaru kirt irva lefedjlik a pont-
rendszert. | ) []

4 § Konvex polidderek és politopok

Véges sok zdrt féltér metszetét konvex poliédernek,

a metszéaben szerepld féltereket pedig definidlé £é1tereknek

nevezziik. A definidld félterek egy rendszerét minimdlisnak
mondjuk, ha koziilik kevesebb szdmu féltér metszete az Usz-
szes £é1tér metszetét valédi részhalmazként tartalmazza-
Nyilvénvald, hogy egy konvex poliéder definidlé félterei

‘koziil mindig kivélaszthatd winimdlis definidld rendszer.
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Valaﬁélﬁ konvex poliédert k ~-dimenzidsnak mondunk,
ha 1étezik a poliédert tartalmazé k -dimenziés affin altér,
és bérmely alacsonyaﬁb dimenzids affin altér a poliddert
nem tartalmazza. Vildgos, hogy Valamely k ~dimenzi6§ kon~
vex poliédemt tartalmazd k -dimenzids affin aitér 8gyér—
. telmiien meghatdrozott. '

Tekintsﬁk valamely definiélé féltér hatérold hiper—
terének a / k —~dimenzids/ poliéderrel vett metszetét. Bz
a metszet vagy {(<4k - l)rmdimeﬁziés affin altér vagy
pedig -@(é (k - 1» ~dimenzids konvex poliéder. A defini-
616 félteret lényegesnek mondjuk, ha hatdrold hipérteré a
poliéderbdl k -séému affin fuggefien pontot tartalmai,
vagy ami ezzel ekvivalens, a hatdrold hipertérnek a polié
éderrel vett metszete vagy (k - 1) -dimenzids affin altér
vagy pedig (k - 1) -dimenziés konvex poliéder. |
.5.4.1 [Az AP térben az n -dimenzids konvéx.poliédereﬁ
minimélis definisdlé rendszexét pontosan a 1ényeges

félterek alkotjdk. Ezért a minimdlis definidls

rendszer egyértelmiien meghatdérozott.

Bizonyitds El8szbr egy segéddllitdst bizonyitunk. Tekint-

siink az A" térben valamely n -dimenzidés P konvex po-
liédert, és egy ' H hipertéret. A H. dltal meghétérozbtt
két zdrt félteretAjelﬁlje H;. ill. 'H,..A P,:=P Nu,
i1l. P_:= P () H_ konvex polidderr8l azt mondjuk, hogy
a H hipertér a P poliédert a P

, ill. P_ poliéde-

rekre végja szét.
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Ezek utén segéddllitdsunk a kdvetkezd:
«Ha az AT + éxben egy H hipertér valamely n -dimen-
zi6s P konvex poliédert két n -dimenzids konvex pélié~
derre vég szét, akkor a H () P metszet tartalmaz n -gzd-
mu affin fliggetlen pontot, vagyis a metszet vagy a hiper-
tér vagy pedig egy (n - 1) ~dimenzids konvex polidder."
Mivel a feltétel szerint a P, és P poliéderek

n -dimenzidsak, ezért léteznek olyan

X €P, , xEH, aj,e.., 8, € P,
pontqklngyelygkre az a, - X vektorok linedrisan figget-
lenek. Nyilvénvald, hogy az [;, gi] gszakaszok a H hi-
pertexret olyan bi pontokban metszik, amelyek affin filig-
getlenek és D, € P teljesiil. Ezzel a segéddllitdet bebi-
zonyitottuk.

Legyen az Fl""’ Fp a P valamely winimélis defi-
nidlé rendszere. Az Fy féltér hatdrold hiperterét jelﬁi—
je H;. Ekkor minden i indexre a Hy hipertér az
Flf\ f\Fi_lﬂFi+l .ee NF, poliddert két n -di-
menzids poliéderre végja szét, ezért a segédtétel miatt »
dim HiI\ P=n -1 érvényes. Tehdt a minimdlis definidld
rendszer minden eleme lényeges féltér.

De a minimdlis definidldé rendszernek az tsszes lénye~
ges témasz félteret tartalmazni kell. Ugyanis, ha valamely
F lényeges féltér nem egyezne meg az Fyseee, Fy rend- |
sz6er valémelyik elemével, akkor ennek H. hiperteie a P

poliédert két n -dimenzids poliéderre végnd szét, ami
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lehetetlen. Ezzel a tétel bizonyitdsdt befejeztiik.
Tekintsiink az A" +térben egy n ~dimenzids konvei

poliédert. Ennek lényeges tdmasz féltereinek hatérold hi-

perterei a poliéderbdl vagy (o ~ 1) ~-dimenzids hiperteret

vagy pedig (n - 1) ~dimenzids konvex poliédert metszenek

ki. Ezeket a poliéder oldallapjainak, pontjaikat pedig a

poliéder hatdrpontjainak nevezziik. A poliéder hatérpon-

toktdél killonbozd pontjai alkotjsdk a poliéder u.n. belge~—
jét. Amennyiben egy oldallap konvex poliéder, akkor ennek
oldallapjait (n - 2) ~dimenzids éleknek nevezaziik. A1tals-

ban, az 1 _-dimenzids éleket az (i + 1) -dimenzids polié-

der-élek oldallapjaiként definiéljuk. 4 polidder O ~di-
menzids éleit csucsoknak nevszzﬁk, magét a- P poliédert
pedig n ~dimenzids élnek is mondjuk.

Oldallapok, élek és csucsok fetszéleges k (4,n) —-q i
:menziés konvex poliéderre is definidlhatdk, csak ekkof_a
poliédert tartalmazd k -dimenzidés affin altérbdl kell
kiindulnunk a definicié sorsn. |
Valamely konvex poliédex csucgailt a tobbi pontt51 a kovet~
Kez8 tulajdonsdg kiilonbdzteti mega. o
5.4.2., Valamely P konvex polidédernek valamely x pdnt-
Z Ja akkor és csak akkor neuw csucspont, hallétezik

olyan, a P poliéderben haladd szakasz, amelyik

az x pontot ‘belsd pontként tartalmazza.

Bizonyitds Ha valamely x € P pont nem csucspont, akkor
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valamely k ()-O),—dimenziés élnek a belsd pontja, és ek~
kor létezik az élben haladd, az g; pontot belsd pontkénf
tartalmazé szakasz. Forditva, ha az X pontot, valamely

a P -ben haladé [g p] szakasz bé1s6 pontként tartal-
mazza, ekkor legyen E olyan minimdlis dimenzidju é1, a-
melyik a gzakaszt tartalmazza. Ekkor a szakasz két vége
pontja nem eshet az E -nek ugyanabba az oldallapjéba.
Ezért a szakasz winden helgd pontja egyben az E ~-nek is:
belsd pontja, ezért ezek a pontok nem lehetnek csucspontok.
Specidlisan az x -pont sem csucspont; amivel az Sllitdst

igazoltuk. l:l

A konvex alakzatok ugyancsak fontos osztdlysdt az u.n.

konvex politopok alkotjdk. Ezeket véges sok pontnak, az Uelle

definidld pontoknak, a konvex burkaként értelmezziik. A de-
finidld pontok.rendszerét'minimélisnak mondjuk, ha konvex
burkuk bdrmely valddi régzhalmazuk konvex burkédt valddi
részhalmazként tartalmazza. Kannyen beldthaté, hogy winden
konvex politophoz 1létezik minimélis definidlé pontrendszer.

A konvex politopok kompakt ponthalmazt alkotnak, wig
a konvex poliéderek‘zértak, de éltaléban nem korldtosak.
Ezért a konvex poliéderek éltaléban nem politopok,VDe kém-
g6bb azt is megmutatjuk, hogy a konvex politopok mindig
poliéderek, pontosabban fogalmazva a konvex politopok nem
mégok, mint a kompakt konvex poliéderek.

A konvex poliéderekhez hasonldéan a konvex politopok=

hbz is definidlhatdé az alakzat dimenzidja. Valamely konvex
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politopot "k ~diman2iésnak nevezziik, ha 1étezik az alak-
zatot tartalmazd k ~dimenziés'affin altér, de birmely
alacsonyabb dimenzidju affin altér a ponthalmazt nem tar-
talmazza. Konnyen beldthatd, hogy valamely k ~dimenziés_
konvex politophoz az alakzétot tartalmazd k Fdiménziés
affin altér egyértelmﬁen‘meghatéfozoft.

Tekittsiink egy tetszbleges k -dimenzids P konvex

politopot. A P +tdmagz féltereinek azokat a.zért féltere~

ket nevezzik, amelyek a P poﬁthalmazt tartalmazzék. Vala~-

mely hiperteret pedig a P tdmasz hiperterének mondjuk, ha

1étezik kozbs pontja a politoppal; valamiﬁt az élﬁala meg—'
hatérozott két zdrt £é1tér koziil az cgyik témasz féltér.

Egy témasz félteret lényeges tdmasz ré1ltérnek nevgzﬁnk,‘hé B

hatéroldé hipertere k =~szdmu affin fliggetlen definidlé pon=-
tot tartalmaz. |
5.4.1 |Az. AR térben minden n -dimenzids konvex politop

a lényeges tdmasz feltelelnek metszeteként all gld.

Bizonyitsg Jeldlje S a polltop deflnlalo pontaalnak a
halmazat, valaﬁint legyen P)‘ a_lenyeges tdmasz fglterek—
nek a metszete. Mivel a P’ Lonvex és S C:P’; ezért
PmconvSQPn | | |

A teljes biZonyiﬁéshoZ a p' C P reldcidt kell még
bizonyitanunk, vaayls azt, hogy ha valamely x pont nem
eslk bele a P halmazba, akkor a P) halmazba sem 681V
bele, Ezéel tuiajdonképpen a pPlce relac1ova1 ekv1va~‘.

lens P c?’ relédcidt igazoljuk, ahol P : An \ P P‘- An\\P .



A bizonyitéshoz rigzitslnk le egy X €P pontot.
Mivel a politop n ~-dimenzids, eZért a definiéld pontok-

régzhalmazai, amelyekre

nak léteznek olyan c. ,ee., C.
=14 =1

n
az X, gil,..., &y pontok affin filiggetlenek. Jelolge Q
n
az llyen Ci_2eevs G5 pontrendszereknek a halmazdt, ég
1 n

minden ilyen pontrendszerre jeldlje simpl (gi yeess Gy )
1 n
az éltala definidlt (n - 1) -dimenzids szimplexet.

Tekintsink most az x ponton keresztil olyan 4
sgyenest, amelyik legaldbb egy ilyen szimplexbe belemetsz,

V1szont a deflnlélo pontok barmely (c eee,c. ) affin
B _— e e 1 )= pn

fliggetlen részrendszerét tekintve az f nem metsz bele g

simpl(gp sess Cp ) szimplex egyetlen (n - 2) ~dimenzids
n

élébe sem. Ilyen { egyenss nyilvén létezik. Ugyanig vé-

lassgzunk ki elbszér olyan Sj_seees Gy pontrendszert,
- 1 n

amelyre az X, Cj seees Gy pontrendszexr affin fiiggetlen.
1 n ‘ :

Ezek utdn tetszlleges simpl(gpl,..., gpn), Qpi & S,

(n - 1) ~dimenzids szimplexnek tetszlleges 2 (0 - 2) -di~

menzidés oldallapjst tekintve legyen 2! a 7 és az x

~ 8ltal kifeszitett affin altér. Ennek dimenzidjsra nyilvdn-
valdan érvényes a dim 7 é(n - l) egyenlltlenség. Mivel

az X, C; sees; C3 rendszer affin fﬁggetlen pontokbdl
1 n

811, ezért a 7’ - altér a S seess Cs pontok hiperterét

L 2y '

olyan 2" altérben metezi, amelyre dim Z2 £ (n - 2) érvé-

nyés. Ilyen médon a gy geees Co pontok hiperterében vé-

-

. ‘ 1 .
ges sgok Zv valddi altér keletkezik. Ha wdr most az

5 ) pont >t ugy vélaszfjuk, hogy ne

y & S%mpl(gil,..., g.n
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/ i d “ ’ N
cagék ré egyetlen 2Z- altérre sem, akkor az X, pontok

J<

{ egyenese az dllitdsnak nyilvén megfeleld.

A ktvetkez$ lépésben csak azokat a C; seeey G5 €8
: 1 “n v
affin fiiggetlen pontokbol 4116 pontrendszereket tekintalk,

amelyekre .8z X, C; seess Cy pontok affin fliggetlenek, és
' | 1 T n ‘ ’

1étezik /az egyetlen!/

=4 N glmpl(gil,y. c. )

st

y. .
ool
-7 n n

metszéspont. Majd ezek kuzlil /véges sok ilyen rendszer van!/

vélasszunk ki olyan Qj sesos j rendszert, amelyre axz
1 n
igaz, hogy az \”A, ¥ 1 szakasz belsejébe mdr mésik
31«.3 | _
Y3 i - pont nem egik.
=~1°°"n : : - :
Meguutatjuk, hogy @ . C: seeey C. pontok H hiperte~ -

~d1 “In
re az S definidlé pontok halma7at elvalasztaa az x

pontbol, ‘abban az értelemben, hogy az x a H .8ltal meg-
hatarozott egylk nyllt féltérbe emlk mig az S pontjail az
ellentétes zaxt felterbe canck. |

- Ezt az 81litdst indirekt uton blzonyltguk. Tegylik fel,
hogy létezik olyan ¢ & S pont, amelyik a I nlperternek
az x 4ltal meghataxOAOtt nyllt feltexebe egik. Ekkor a

=

Cy Cx

o “31 n

eshet bele a snmpl(c, Gy +=e O ) szimplexbe, msrt ki~
l

seewsy 93 pontok affln 1uggctlenu1 Az x pont. ‘nem

: .
lénben x €conv S teljeslilne. Ugyanakkor az £1 egyenes

nem metszi a simpl (g, 9.',,..,’9. ) szlmplex.egyetlen

(n - 2) ~dimenzids élet sem, viszont a simpl(-. geensy )
1 "Jn

1dallapgat belad pontban metsvl. A Pasch féle tulajdonség

mlatt -a 871mp1eynek létezik olJan 31mp1(ckl,.,., 4k )'
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1llapja, amelyik a ¢ pontot csucspontként tartalmazm

. valamint ezt a lapot az f egyenes a bhelsd Vi I
- 1‘ LR \.1j
ontban metezi. Nyilvénvaldan adddik, hogy az

X, gkl,..., ¢, bontok affin figgetlenek, tovébbi

Y. ook € (X, Vi .4 ) ig érvényes. Ez pedig ellent-
o 1 n l LN ] n

wond az 211"°in
hipertér az S pontjait valdban elvélasztja az x pont-

tole.

pontra kirdtt feltételnek, tehdt a H

Lz utébbi dllitdsesal lényegében azt mutattuk wmeg,
hogy létezik olyan lényeges témasz féltér, amelyik az x

pontot nem tartalmazza, vagyis 3:¢,P) érvényes. Ezzel a

tétel bizonyitédea teljes.

5.4.2 | Tetszbleges dimenzids konvex politop véges sok 1é-
nyeges itdmasz féltér metszeteként &11 el8, tehdt
minden konvex politop -egyben kénvex poliéder.

Bizonyitds A dim = n esgetet az €l8z8 tételben vizsgdl-

<

tuk,

Tekintslink most egy k =-dimenzids P politopot, ame-
lyik az A¥ arrin altérben helyezkedik el. 8z AF  térben
a P politop véges sok lényeges témasz féltér metszeteként
611 e18. Egészitsiik ki ezeket a féltereket az A" +tér zdrt
féltereivé, és jeloljlik ezeket az Fl,..., Fy Jelekkel.

Az A% affin alteret pedig Sllitsuk el8 (n = k)
szému  Hyoeo Ho % hipertér metszeteként, és minden hiper-
térre tekintsik az dltala meghatdrozott mindkét zdrt félte-

ret.
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Az Fiseee, B rendszert ezekkel a zdrt félterekkel kie~
gégzitve olyan véges sokllényeges témagz féltérhez jutunk,

amelyek metszete a P politop. o [:]

Az An tér valamely n -dimenzids 7P politopjébél
a lényeges témasz féltersk hatdrold hipersikjai (n - 1)

dimenzids politopokat, a politop u.n. oldallapjait metszik

ki. Hasonldé médon definidlhatdk az oldallapok oldallapjai,

~amiket (n ~ 2) ~dimenzids éleknek neVernk.'Az eljérést

folytatva, a k ~dimen7iés éleket = (k + l)wdlmen21os olek
oldallapaalkent deflnlalguk. A 0 ~dimenzids éleket csuce-
pontoknak nevezzilk. Ezek az 1 ~dimenzids élek vegpontjai.
A csucspontokal a politop t8bbi pontjétél az a tulajdonség
Jls megkulonboztetl, hogy a csucspontok leetelevel minden
ponthoz létezik a politopba esd olyan szakasz, amelyzk az
adott pontot belsd pontkent taxtalmazza Nyllvanvalo, hogy
a osucspontokhoz 1lyen szakasz sogem 1létezik.

5443 Minden kompakt konvex polleder csucsainak konvex
burkaként 511 el8. Tehét a konvex politopok'oszté~

lya egybeesik a kompakt konvex poliédderek osztd-

lydval.

Bizonyitds  Mindenek el6ft megjegyezzﬁk, hogy alkorléﬁoé— '
ség wmiatt minden kompakt konvei poliéder minden oldal@aéja'
is konﬁex kdmpakt'ﬁdliéder, ezért csucspontok biztogan lé-
feznek. | |

Jeldlje p¥ é P ‘kompakt konvex poliédér csuCSpdﬁt~

jainak konvex burkdt.
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Mivel a P konvex, ezért a P‘“g P reldcid nyilvénvaldan
teljeslils A teljes bizonyitéshoz a P¥=p azonogsdgot
kell igazolnunk.

Az 31litédst indirekt uton bizonyitjuk. Tegyiik fel,
hogy a p & valddi része a P ponthaluaznak. Ebbdl azt an
ellentmonddst fogjuk bebizonyitani, hogy a P* nem tartal-
mazza a P Ogszes coucsdtb.

Legyen az x € P olyan pont, amelyre x ¢ P# telje~
siil. 4z 5.4.1 tétel bizonyitdsa alapjdn a P* politop
valamely H lényeges tdmasz hipertere a P™ politopot az
X ponttdl abban az értelemben vélasztja el, hogy a pX
politop & H -hoz tartozé egyik zért £éltérbe, mig az x

pont az ellenkezl nyilt féltérbe ésik. llozgassuk a H hi~-
‘perteret az x felé, és azon tul is ugy, hogy pérhuzamos
maradjon az eredeti pozicidjéval. A P kompaktsdga miatt
létezik egy ,utolso" ' ﬁozioié, amikor a H' a P po=
liédert még metszi, de uténa mdr nem metszi. Az §g¥.rf
miatt a H' nem metszi a p¥ politopot, a P poliédex-
b8l pedig a p’ koumpakt konvex poliédert metszi ki. Azon-
nal 1éthatd, hogy a P) minden csucsa a P poliédernek
is csucsa. Ugyanis, ha egy ilyén csucsponthoz létezne olyan
P ~-ben haladé szakasz, amelyik az adott csucsot belsd
pontként taxtalmazné, ekkor ez a szakasz nem metszhetné a

VH' hiperteret, mert ekkor a P ,tulnyulna" 1’

)

hipex-
téren.vDe a H hipertérben‘sem haladhat, mert akkor a te-

kintett pont nem lehetne a. P! csucsa. Tehét ilyen szakasz
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nemn létezik, €és a P  winden csucsa egyben a P csucsa

is..Mivel ezcket a oSucsokat a - I’K nem'tartalmazza, 62—

zel a korébban jelzett ellentmonddet beldttuk. - |1

A fentl tetelbol nyllvanvaloan kovetkezlk, hogy az
affln alterek a konvex polltopoLool mlndlg konvex polito=-

pokat metszenek ki.

5 & TFuler tétele konvex politopokra

Tekint slink édy konvex politopof és.jeldlje,'bi az
i édimenziés‘ 1elnek a szamat. Ha a. polltop n +dimenziés,

akk01 mavat a polltouof n -~dimenzids elnek sbémitjuk, ezért

e, = 1. 4 c; wennyiségekre a kivetkezS u.n. Ruler for-

n
mula érv enyes,v

5.5.1 |[Minden n mdimenziéé konVeX politopxa éfvényes a
SSVGfuggeS.

Bizohyitas A tétel blzonyltasat a polltop d:men21oaa'
szexintli teljes 1ndukcloval veéezzuk el. '

Ha n = 1 , akkor a ﬁdlitép sZékaéz; ezért co = 2
és vci = 1 . Tehst ebben az esetben éz'Euler foxmula_ﬁfiu
v1allsén elvenyes.. o | | | ‘

Legyen n > 1 tetszoleweo texmeszetes Gzem, ég te-
.gyuk fel, hogy az Eulex fele osszefu ges mlnden n -nél

| klsebb dlmen2103u konvex polltopra exvenyes. Bcblzonyltguk,



hogy ebbdl a feltételbdl kivetkezBen az Uuszefiiggés az
n -dimenzids konvex politopokra is érvényes.

Legyen tehét a P n ~dimenzidés konvex politop, a-
melyr 8l az dltaldnossdg megsuoritésa nélkiil feltehetjlik,
hogy az n -dimenziés A" +térben helyezkedik el.

Vegylink fel a P csucsain keresztill olyan egymdasal
pérhuzamos hipertereket, amelyek kiiziil windegyik pontosan
egy csucspontot tartalmaz. Ezek a hiperterek bizonyos sor~
rendben kdvetik egymdst, és ¢ sorreandnek megfelelden jelol-
jUk ezeket a Hl’ H3 ceoe s H2CO_1 jelekkel. A hiperterek-
nek ez a sorrendjs gz Ai cgucgoknak is egy Al, A2,..., A .
sorrendjét definidlja, mégpedig ugy, hogy AiE Hys 4
teljesiil.

Vegyiink fel minden két szowgzédos Upiqe Hpypq hi-
pertér kozott egy vellik pdrhuzamos Hzi hiperteret is.

Fkkor a H

’

Hyyeees H,, _; hiperterek koziil az elsé és

1° 2c0

az utolsd csucspontban metszi a politopot, az Osszes tEbbi
H; hipertér pedig egy (n - 1) -dimenzids P, konvex po-

i
éleinek s gzdmdt. Az indukcids feltétel miatt minden P

litopot metsz ki. Jeldlje 03 a P, politop J =-dimenzids

i
metozetre /az elsdre és utolsdra is!/ felirhatjuk az Euler

féle formuldt. Ekkor a kiovetkezl egyenletekhez jutunk

1=1, |
ci - C:i +ooet ("])nmlc):;'l = 1 ’ i = 2’ 3,00., 200"2 v
1= 1

Adjuk Ossze ezeket az egyenletekét alterndlva, vagyls



az 1 ~ik egyenlet az dsszegzdandél a {~1)l"l el8jellel
szerepeljen. Meguutatjuk, hogy ez az Jsszepg new méu, mint

az n ~dimenzids konvex politopokra vonatkozd Euler foxmu-

Mivel pdratlan sok egyenlet szerepel, ézért a jobhol~-
dalon az alternsglé Osszeg értéke 1.

e

Szdmoljuk ki a baloldalon szerepld

’ 2¢ ~2 . .
» 0 i+ ml i . . '
(%) To ()T e =0 e 0
i=1 : . S
alte rnalo régzisszegeket 18,

A J = 0 1indexre a knmetszett csucsohab szdmoljuk

bgsze, természetesen alterndlva. Breket a csuceo&at a Hj

7

hipertérek’a r ol ~d1munz 1.6151b01 mets71h ki. Egy
1”~diménziég'éléf mindig pdratlan szému‘hipsrtér metsz; ém
belsd pontjéban ig mindig varatlan gzému thGI or mefaz¢n  
Ezért ha egy éi mentén a belsd kimebtszelt csucsokat altef;
nélva szémoljuk Ogsgze, ‘akkor ezjaz.ﬁsszeg mihdig‘ -1, wi~
vel az GSSzeszémlélés mindig a wl”értékkel keZd6dik, |
Ezért azldsSZGS olyan kimetszett.csucsbaltexnélé Ssszess,
amglyek a P valamely 1 -dimeﬁziés élének helsd pontjéi,

értékkel egyenld, liivel a csucsok alterndldé Sssze-

[

1
gében a P eredeti csuésai mindig +1 &rtékkel szmerepel—
nek, szért az GSSZés kimetszettICSucsré vonaﬁkozévaltefnéw
1é GSSZQg értéke Cy Cl"l | | |
Végezetil megmutatjuk, hogy a j 21 ssethen a (3¢)

alterndlé Usszeg értéke (w1)3+1 Cip
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Ebben az esetben a kimetszett j ~dimenzids élek al-
terndld Osszegét kell kiszdmolnunk. Ezeket az dleket a hi-
perterek a P (j+1) ~dimenzide éleibdl metszik ki. Tekint-

ok & P valamely  (j + 1) (2 2) ~dimenzids é1ét. Bzt

)//ﬂ\\ pératlan ezdmu hipertér metezi. Buek
) ///// '\\\"“‘ kozlil az elsd és az utolsd egy-egy
e X caucspontot, a tobbi pedig egy § =~
=S ~dimenzids élet mebtaoz ki. A lapbdl

kimetszett élek alterndld Umazepgének gzdmoldssdt wmindig a
(~1)j+l értékkel kezdjik, ezért egy lap mentén /pératlan
sok kimetszett €l 1évén/ az alterndld Gsszeg értéke (~1)j+l,
Az albjeles Ussuzeszdmldlist minden (j+1) mdiménziés é1

mentén elvégezve_az alterndld részﬁsszag értékére valdban

a (~1) g+l Ci41

Ezzel a teljes indukcids bizonyitdst befejeztiik.

érték adddik.

A két-~ és hérom-dimenzids esetben az Buler formuldra
a fentinédl egyszeriibb bizonyités is adhatd.

A kétwdimenziés egethen a politopnak ugyanannyi csu-
~csa van, mint ¢le, ezért a formula nyilvénvaldan érvényes.

A hérom-dimenzids ésetben pedig a kovetkezd gondolat-
menet is alkalmazhats.

A 3 -dimenzids politop oldallapjait tekintsiik orszé-
goknak, amelyek hatdrait az élek alkotjék. Készitsiink er-
r6l a ,foldgdmbr8Ll" térképet a kivetkezd médszerrel. Hug-

zunk be elSszér egy élet. Ebben a kezdé helyzethen
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e o= 2, cy = 1, ¢, = 1 teljesil, tehét Cp = Cp + Cp = 2
érvényes. A tobbi éleket ugy huzzuk be, hogy vagy egy mér
berajzolt csucsot még be nem rajzolt csuccsal kitink Osz-
sz6, vagy két mdr berajzolt gsuosdt kotink Cesze. Az elal .
esetbgn a. CO: és a oy éxtélek eggyel nbnek a 02__pedig
véltozatlan marad. A mdsodik esetben pedig a G, véltozat—-
lan, mig a ¢q . €a a Cy értékek nének eggyél. Mindkét
~esetben a’ Cy ™ Cq *+Cp érték véltozatlan warad, tehdt az

egéaz politopra. céhm Cy 02 = 2, vagyis ¢

o T %1t Gy 1

érvényesg.

6 § TLinedris leképezések ég invaridnsaik

Az AT géx valamely o AT —5 P leképezégét lined-

risnak, ha homogén ég additiv, vagyis mindsn ),67? VaiésV
szdura és X, y e A" vektorokra az _ B

| 'o(('Ais) =X (E) | R
(et y) mH(E) e (y) |

tulajdongdgok érvényesek.

I3

Minden linedris leképezésnél az O origé Unmagdra
transzformdlédik. Ugyanis az additivitds wiatt
oL (Q) = L (O + Q)= o(Q) +el(O)
adéaik% amib8l o (Q) = Q k@Vetkezik.n
. Dekintsiink az A" térbenvegy (gl; Goseees Gy béf
zist. A biziselemek valamely o linedris leképezésre vett

képét az



n .
(506-1) ) 0{(%_1) = Z:Lo( ::]]- a.
RS e

[

alakban irhatjuk fel. Az igy nyert (o<9) métrixot ag oL

linedris leképezdsnek az {al,...J a ) bdzisra vonatkouzd
A 3 we L17T

métrixdnak nevezgziik.
- Az K linedris leképezdst a métrixa egyértelmiien

meghatdrozza. Ugyanis

n .
ha x= 2 x> a; tetszbleges vektor, akkor
i=1
25_— i (2:) 4 i3
K (X)) = x° K (a;) = = XV 8.
1T 5 * i,3=1 Y

vagyls a képvektornak az adobtt bdzisra vonatkozd koording-—

t8i az

el el
5

9 & 0 8 0(

2 ¢ ¢ o &
e 8 oe o

)
=S

n .
0(1 e 0¢oa p(n LX .J

mdtrix~gzorzéssal adddnak. Megjegyezzik, hogy a fenti
Qx g) métrix 1 -ik ogzlopéban az oL (a;) vektornak az
8ys00es @) bézisra‘vonétkozé koordindtdl szerepelnek.
Az is nyilvénvaldan 18thatd, hogy két linedris leképezés
szorzatdnak métriza a két métrix szorzatmdtrixdval egye-
zik wmeg. |
TPekintslink az A" +érben egy ujabb 21’°°",9n
bézist. A bdzisvektorokat a régl  8y,¢.., @, bdzisban

kifejtve a
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- K
= I,Z..l b,j 8 J = lyeee, n,
(=] :

egyenletekhez jutunk. Linedris algebrdbdl jél ismert, hogy

a (b?) wétrix invertdlhatd és az

i5.6.4) ' 2

A \k
- = (7)) 5

inverz formula is érvényes.

Hatdrozzuk meg az o linedris leképezéds matrixdt az

ud  (Byseees b ) bézisra vonatkozban is. Ez az ujabb (/Z%)

métrix &ltaldban kuloab021k az ( 1reees a]) b821sra vo-

natkozo (O(J) matrixtdl, és kozottuk a kovetkezo dgagze-

liggés exvenyes.

Fh

5.6.1 |Az o linedris 1ekepezes (bl""’ b ) b821sra

r'e

vonatkozo

(5.6.5)

,( 2) métriza az (@y,eee, gn) bazms~
ra vonatkozd '( 3) uwdtrixbdl a

(88) - (7 2)(< ) (s7)
métrix—szbrzéasal 811 616,'ahol a (bkl) métriX‘az

5.6.3) klxegtessel nyert u.n. atmenet métrix.

Bizonyitds - Az (5.6.3) és (5 6. 4) kepletek alapjén az

, ) N 0 .n n -
°<(hi) 504(251 b? ék) = ZZ: b§°((§r) = :Z:'_b§°<§ By =

étalakitésokat Végezhétjﬁk'el. EZ az egyenlet a hizonyi-

“tandd (5.6.5) formulét igazolja. | o []
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A fenti tételbdl azonnal kivetkezik, hogy az o< li~
nedris leképezés klilonbioz8 bézisra vonatkozd mdtrixainak

determindnsal megegyeznek egyméssal. Bzt az egyértelmiien

meghatdrozott determindns értéket az o determindngdnak
navezzik €3 det ¢of jellel jeloljlike |
Mint 18thatd, a bdzis-vdlbtoztatésok a linedris leké-
pezések métrixdt dltaléban megvdltoztatjék. Azonban ezek~
nek a valtozd métrix-komponenseknek a segitségével olyan
‘mennyiségek definidlhatdk, amelyek vdltozatlanok a bizig-
trangeformécidkra nézve, és ilgy a linedris leképezésekre
vonatkozdan egyértelmiien meghatédrozottak. Az 1lyen tipusu

mennyiségeket a_linedris leképezések invaridnsainak nevez-

zik. & det of mennyiség mellett késbbb tovébbi invaridnso-
‘kat is levezetiink.

Valamely o4 linedris leképezést nem-elfajuldnak mon-
dunk, ha kiilonbozd vektorokat kiilonbszd vektorokba transz-
foruwédl.

Konnyen beldthatjuk, hogy egy o linedris leképezés
akkor és csak akkor nem fajul el, ha zérustdl kiilonbuzd
vektorok zérustdl killonbdzd vekbtorokba transzformdlédnak.

. Ha pedig a linedris leképezést az (5,6.2)' koordind=
ta transzforméciés.alakra irjuk 8t, akkor a linedris egyen-
letrendszerek elméletébdl azonnal adédnak a kovetkezd &11i-
tésok. | | |
5.6,2 | Valamely of linedris leképezés akkor és csak akkor
| nem-slfajuld, ha det of # 0. érvényes.

Minden nemmelfajulé linedris leképe%ég bijekcid.

/



Valamely x # O vektort az o< linedris leképezés

sajét_vektordnak nevezzilk, ha az o« nem véltoztatja meg

az x irénydt, vagyis 1létezik olyan D€ R valds gzam,

amelyre o{(x) = X x érvényes. Az x sajdtvektorhoz tar-

t0zé6 A értéket az x ilrénydhoz tartozd gajstértéknek
hivjuk. o

Egy 2 €M valds szém az o< linedris 1eképezé$nek.
akkox és csak akkor sajétértékes, ha az
(5.6.6) (£-21a) (z) =0
egyenletnek létezik zérustdl kilonbdzd megoldésa azrisme;
retlen x vektorra nézve. |

A térben egy 81s+++> 8, Dbizist vélasztva, ez ez
egyenletva kﬁvetkez6 koordinétékra vonatkozdé homogén line~-

dris egyenletrendszerré irhatd dét

1 L1 c1q )
0(1 ”“) ‘cnboc})(n X —‘ ’ I—O A
. 0{ E]- ’...v.. 0(1; "‘P/\ . L‘Xn_‘ . L "O_‘ ] |

‘ahol (o<g>. az K métriia az adott,béziSIa'vonatkozéah.
Ismeretes, hogy minden;ilyen'homogén 1ineéris sgyenietf'
rendszernek pontosah akkor_1ét¢Zik nem~tiivié1is megéldéf_
sa, ha egyltthatd nétrixdnalk determindnsa elﬁunik..iﬁt'az'
_egyﬁtthaté mEtrix nem méé;vmiht az o(—~'>jﬁ . iineé;is
leképezésnek az adott bizisra vonatkozd méfrixa, és ennek

determindnsa pédig a 2 véltozdban ~ n -ed folku .
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det (o« = ) 1d) .= (-7 3"+ (-3t ) ML L
e & (~1}1@1) +G,

polinom, ahol a Go’Gl"“’ O egylitthaték az (o(i)

‘

métrix komponensei segitségével irhaték fel. Példdul a G

egylitthatd nem mds, mint az (043) mdtrix deterwinsdnsa, a

G.n-i mennyiség pedig az (o(?}‘) métrix £848t18j8ban szerep~
n

18 komponensek Ogazege: (O = S0 <1, 1ivel a
| n=l =gy

det (04 ~ ) id) mennyiség fiiggetlen a bdzis vdlasztdsdtdl,

ezért 8z (L) komponensei segitségével felirt
j
6_0, (Yl, ones Gn-—l mennyiségek is fliggetlenek a bdzis vé-

lagztdsdtdl, és az o4 linedris leképezésre vonatkozdan

egyértelulien meghatdrozottak. A G—O’GA:L"",’ Gnul meny-
nyiségeket az X teljes invaridng rendszerének nevezzlik,
a Oy

hagzndljuk. Bz utébbi jeltlésére &ltaldban a német szaki-

mennyiségre pedig a_leképezés nyoma elnevezést is

rodalombdl dtvett Spur o vagy az angol azakirodalombdl &t-
vett Trace ol jelolést hagznaljdk.

’Ezzel a sajsdtértékre vonatkozban a kovetkezl $11itést bizo-
nyitottuk be. ' |

5.6.3 | Valamely A € valds szém az o linedris leképe~
zésnek akkor &s csak akkor sajdtértéke, ha a A
gytke az « _ |

(5.6.8) An_ + ~(--Z!.):L(S‘mml )n-—l + eve +(-1) n-1 (Tl) +

+ (-l)n O

u.n. karakterisztikus polinomjédnak.




7 8§ Affinitésok .

A" gérben egy o« : A" —> 4" bijekeidt affinitdg-

Ag
hak nevezink, ha egyenesgt egyénesbe trangzformsl.

Legyen o's AP T tetszdleges némmelfajulé lined~
rls leképezés, a E e A" - pedig tetszbleges vekbor. Ekkor
o . .

(5..7.1) X (X)) 1= ol (%) + D
alakban felirt leképezés affinitds, ugyanis az 546,02
tétel miatt az e bijekcid, tovébbd mz x, y kiilonbozd
pontokra illeszkedd +t x + (L ~ %) s ~e2L --‘54’00,
ggyocnast az' o {X) ,04(3) ponfokra illeszkedS egyenesbe
trangzformalja. |

Megmuﬁatjuk, hogy minden‘affinités ag (5.7.1) alalkm-
‘ban 61lithaté els. o |
5.7.1 |Ha valamely o: A7 —> A% affinités az 0 origét

| fixen hagyja, akkor éz e nemmeifajulé linedris

leképezég. |

Bigonyitéds El8szdr wegmutatjuk, hogy ai_'o{-a ~dimenzids

.sikokaﬁ 2 -~dlmenzids sikokra, tovébba péfhuzamos egyene~
geket pdrhuzawmos egyeneéekbe trénszformél.

| 'bLegyen. S " tetszbleges 2 -dimenzids sik, és vegylink
fel ebben két metszé a és b egyenest. Az c<@0' és’

L {b) egyenes@k'ismét metsz8t és jeldlie 5! q réjuk fakw
tobett 2 -dimenzids sikobt. Az S 'Valgmély' z (& a, &)

pontjén keresztil huzzunk olyan 4 egyenest, amelyik az
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a, b egyeneseket két kiilonbsz8 pontban metgzi. Ekkor az
L képe olyan (3‘ egyenes, amelyik az o¢(a), of(b) egye~
neseket két kiilonboz8 pontban metszi. Tehdt az 'C) az 8
slkra illeszkedik az x pont gc_’ képével egylitt. Ezzel
belédttuk, hogy az S gik képe az s’ sik. |

Ha ¢ és d az S sikban két egymdssal pdrhuzamos
egyenes, akkor az o bijektiv tulajdonsdga miatt ezek
¢ , d képeik is pédrhuzamosak az S  sikban. Tehdt az

pdrhuzamos egyeneseket pdrhuzamos egyenesekbe transzformdl.

A kovetkezl lépésben wmegmutatjuk, hogy az o« additiv,
vagyis minden x, y vektorra o((_?_i. + 1):: o((gg) + o((_;z)
érvényes.

Mivel- pa’rhuzambs egyenesek pérhuzamos egyenesekbe trangz-
formdlédnak, ezért parallelogrammék képei is parallelogram-
mék. Igy ha x ¢és y kiilonbdz8 irdnyu vektorok, aklkor a
0, X, ¥» X+ 3y pontok a’lfal meghatdrozott parallelogramma
a 0, &(x), o((_s_r), o((}_c_) + o{(_;z) pontok dltal meghatdrozott
parallelogramméba trangzformdlddik, amibdl az L(x + y) =
= A (x) + 4(y) azonossdg kovetkezik.

Az azonos irdnyu X, y vektorokra vonatkozd additiv
tulajdonsdgot a kiovetkezbképpen igazolhatjuk.

El6sz0r léssuk be az o«(=X) = -o(x) azonosségot.

Szerkessziink az £ -_gc_] gzakasz mint 8t168 £61é epgy
pa.ralblel‘ogrammét. A mésik 8t18 ezt az &t16t az Q felezd
pontban metszi. A parallelogramma képe olyan parallelogram=

ma, amelynek \:oc (x) 0((—-}5)1 8t16jét a méeik 8t16 az O
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felezbponthan metszi. Ezért ﬁaléban érvényes az
oL (=x) = = L(x) azonossdg, amibdl az o<(g + (?&)) =
=« (x) +ol(-x) = 0 additiv tulajdonsdg kovetkezik.

Ha pedig x és 3y olyan azonos irdnyu vektorok,
amelyekre v £ ~-x 'érvényes, akkor vélaszthatd olyan’e~
zek§61 fuggetlen z vektor, amelyre agz Z + 2z . és y -3z

vektorok is linedrisan fliggetlenek. Ilyen 2z vektort vé-

lasztva a kivetkezd dtalakitdsok végezhet bk el:

(2 3) = L((x+ )+ (¥ -2) =X (x+2)+
R (Y- a)=X(2) + L (2) X (Y) - (z)
=& (x) + L(y)s |

amivel az additivitds tulajdongdgdt minden esetre vonatko-

zdan bebizonyitottuk.
Az A az origdra illeszkedd égyenesekét origdéra il-

leszkeGS egyenegskbe t:anszformélja,nezért'az_3

L(Ax)=cl (2 2) L(D> :
azonogsdg irhatd fel, ahol a c(?, g) valés gzdm, a
A -t61 és az x vektortdl is fligghet.
A homogenitds bizonyitdsshoz a.«:(), g) = ) azonos-
gdgot kell igazolnunk.
El8sz8r beldtjuk, hogy a c (), §) fiiggvény nem fligg

az x VBltozdtdl, ezért ¢ ()) alakban irhatd.

L ]
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Ha az x és y killonboz8 i
rényu vektorok, akkor a pdrhu-
zamos sze6llk tétele miatt, az
X, y vektorok végpontjaira
fektetett egyenas pérhuzémos

a JAX, Ay vektorok végpont~
Jalra fektetett egyenessel. Wi~
vel pdrhuzamos egyenesek pdrhu-

Zzamos egyenesekbe trangzformd-~

C(),_ss)o(_q_)lédnak,, ezért az ol (%) s ()

vektorok végpontjaira illeszke~

d6 egyenes pérhuzamos a c (), 5)¢x(§); c()hg) x(z) vel~
toxokra fektetett egyenessel., Ismét pdrhuzamos szeldk té-
tele miatt ¢ (D, x) = ¢ (P, y) adddik. Ha pedig az X
éé 3y vektoiok linedrisan fiiggdk, akkor +81liik fliggetlen
2z vektort védlasztva |
c(X x)=c(d, 2)=c(D, y)

adddik, tehdt a ¢ (A, 5) fiiggvény valdban nem fligg az
x véltozétsl.

Bebizonyitjuk, hogy a ¢ () flggvény additiv és
multiplikativ, vagyis érvényesck a

c.()\l + AZ) = C(;\l) + 0(12)5
C()_l)e) = e (A o (3)

azonogsdgok.
Tetszbleges x # O vektort vélasztva a kivetkezd

dtalakitésok végezhetbk el:
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c (A + 2 2) (@) =<K ((hy + 2 p) x) = (dz +Dpx) =
=o<()lgg_) +o(()\2}_c_)= (0(31) + C(}\é))"q?_),

e(D122) L@ =32 x) = D) (Ax) =
c (D) ¢ (A5) L(X)-

i

Mivel az of bbijekcié, ezért o/ (x) # O. A két egyenlet -
b8l egylitthaté Ssszehasonlitéssal a o (7)) additiv ill.
multiplikativ tulajdonséga kovetlezik. '

A ¢ () definiciéjébéi kdzvetleniil beléthatdk a
c{0) = 0, c(l) = 1 azonossdgok. Legyen ) > O pozitiv
valds gzdm. A multiplikativ tulajdonsdgot felhasznilva

c (M =c(BB) = ((5)°¥o
adédik, tehdt a . ¢ ()) nem-negativ értékeken nem negativ
értékeket vesz fel. EbbSl pedig bebizonyithaté, hogy a
¢ ()) wuwonoton nd. Valdban, tetszdleges A' >0 poziwv
tiv valds szdura -
c ()%X") =c() + c()*) > ¢ (D)
érvényes, ami a monoton nivekedést igazolja.

A fiiggvényegyenlet - lemma alapjdn a o () fuggvény
linedris, és a c(1) = 1 'azonoséég miatt ¢ ()) =]  ér-
vényes. Ezzel.be’bizonyitottuk, hogy az oL 1leképezés howo~
gén.

Mivel az of bijekcid, ezért minden x # 0 vektorra
AL (X) # O teljesiile Tehdt az o nem—elfajuld lingsris
leképezés, &g a tétel bizonyitdssdt befejezt’iik. E]
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n
o
-
»
N
=
N
>

tér minden oK affinitésa egyértelmiien agz
oL (x) = of (x) + p |

alakban §1lithaté e¢l8, ahol az o' nem-alfajulé

linedris leképezés a p pedig vektor.

Bizonyités Az oL(x) -« (0) «ffinitds az origdt fixen

hagyja, ezért ez az affinités neu-elfajuld linesdris leké-
pezés. Tehét az o« valdban a fenti alakban 511 8ld, ahol
«(Q) = p.

Mivel minden fenti alakban felirt affinitdsndl a D
nem més, mint az origd képének helyzetvektora, ézért vala-
mely o affinitésra nézve a p is és az o' is egyer~

-

telmiien meghatdrozott. []

A ktvetkezl tételt az affinitdsok alaptételének neve—

zike .
5¢7T3 Az affinitésok affin fliggetlen pontokat affin filige

getlen pontokba transzformdlnak &s az AP

tér
minden (g, @yse0er 8;) 5 (Bys Byseees b) affin
fliggetlen pontokbdl 8116 pontrendszereihez egy és

csak egy affinités 1létezik, amelyik az a; ponto-

kat rendre a Qi pontba transzformdlja.

Bizonyités  Tekintsiink az A% $4rbven gy LX) = o) (x)+

I

affinitést és egy (go, Byreses gk) affin fliggetlen pont-
rendeszert. Ha a pontrendszer képét (go, hl”"’ gk) je-
1611, akkor az o linedris leképezés az a; -8, vek-
torokat a Qi - ho vektorokba transzformdlja. Mivel az
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K nem=-elfajuld, ezdrt a Ei - Eo vektorok linedrisan
filggetlenek ég ezért a bgo, El""’ Ek pontrendsazer
affin fliggetlen.

Ha pedig (n + 1) -szdmu affin fiiggetlen 8 5e1+> 8

-1 .

pontot tekintiink akkor a o linedris leképezés az

-~ 8,) bdzist a (by - B ses., b, “ﬁo)

-0

&3 7 Gpreees By o
bézisba transzformdlja, valamint p = b, - x”(go) is
teljslil. Mivel egy adott bdzist egy mdsik adott bdzisba
transzformdlé linedris leképezések egydrtelmiien meghatéro-
zottak, ezért tetszdleges (50,.;., gh) , (QO,..., Eh)
affin flggetlen pontrendszerekhez egy és csak egy o af-

finitds 1létezik, amelyrse ‘o{(gi)’= Di s 1L = Oyeee, n ,

teljesiil. Ez az affinitdg x”(g) + p alakban 811 el6, ahol

) rd ' s Ve . b rd . P I
A az ‘az egyértelmiien meghatdrozott linedris leképezés,

amelyik az (El = 8greres 8y - a,) bdzist a ('El - b se..
sees b = Db ) bizisba transzformélja, valamint p =

= b, —<%7(§O) is teljeéﬁl. | []

A fenti tételbdl egyszerilen kovetkezik, hogy az affi-
nitdsok k ?dimenziés affin altereket k =~dimenzids affin

alterekbe visznek, mégpedig valémely affin fliggetlen pon-—

- tokra illeszkedd affin alteret a képpontokra illeszkedd af-

7

fin altérbe transzformdljdk.
Tekintsiink két affin fuggetlen x, y pontot. A'réjuk
- illeszkedd t x + (1 - 1) y egyenest az . L(x) = (x) +

2

affinitéds a t «(x) + (L - t)oi(z) sgyeneshe transzformdlja.
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Ebb8l pedig nyilvénvaldan kdvetkezik, hogy az affinitdsok
az ogztd g viszgonyt is invarisdnsan hagyjék, mivel ag epye~
nesek affin paraméterezéseit affin paraméterezésekbe vi-
gzlk 8t.

A kivetkezd tételekben az affinitégokat affin koordi-
ndta rendszerekben irjuk le.
5.7«4 | Az affin tér valamely (xl,..., xn) affin koordi-

néta rendszerében az affinitdsok az

. n . . .
(5.702) 7t = ;Zio(ﬁ x9 o+ pt, 1= lyeee, 0,
J::

alaku koordindta transzforuwdcidknak felelnek meg
ahol az (o€ ) nem-elfajulé métrix.

Ha az (y yeses TV mésik affin koordinéta
rendszer, amelyre x- = Ef A y + a9
J=1

]

det (Ag) # 0, teljesiil, akkor az (5.7.2) affini-
tésnak ebben az uj koordindta rendszerben vett alak-

ja a kovetkezd:

(5.7.3)  y'% = == lA"‘“o(l 43 y‘ ¥
1,3, =

J + Zl-A'-lq.(dl dJ + p - dl) 1= l,-oo,no
1yd=

Bizonyitds- Tekintsiink az alaptérben €Y  Bjyseeer 8

bdzist. Ha a‘vekforok 5},,.., zf koordindtdit erxe a

bézisra vonatkozdan hatdrozzuk meg, akkor olyan affin koor-
dindta rendszert kapunk, amelynek origéja'a O vektor. Az

| 5.7.2 tétel alapjdn minden ilyen koordindta rendszerben

az K affinitdst az (5.7.2) formuldval irhatjuk fel.



Az is vilégos, hogy minden-: (5.7.2) forméban felirt
transzformécid affinités. | |
Vegylnk fel most egy wdsgik (yl,Q.., yn) affin koor- -

dindta rendszert, amelyik az el8bbi rendszerrel az
21 i i

xT = 2 Aj y? + 4 , det (Aj) £0 , 1= Lieensny
=1 : :

. egyenletekkel fligg ogsze. Bkkor az (5.7.2) formula a ko~

vetkezbképpen transzformdlddik: .

n : . . .
S oat g3 4 gt E o( (A'}. vyt ad9) + pb, i=1,...,n,
J=1 J . . Js =] -7
anibbl | ~
n ey 5 _ . . .
y'he =T (a4 1 dj‘ ) yt + ;Z: A 1?( L gd S
i,3,8=1 =1 o
1sJs i,]J=

?_= l,'-ov.,' l’])

adddik. Ezzel beldttuk, hogy winden affin koordinéta
. rendczerben az affinitésok (5 T 2) alakuak, ég az (5.7.3)

transzform301os formulat ig bebizonyitottuk. []

vAllitsunk 616 egy X affinitdst az ‘(5'7.2) alakban.
Az (5,7.3) transzforméciés formula alapjén a det 043
mennylség egyértgmmuen'meghétérozott, és nem flgg attdl,
hogy az affinitéét.melyik affin koordindta kﬁfnyézetben

S 811litjuk el6.

Ezt a mennyiséget az o affinitds determindngdnak

nevezzilk, és det o4  jellel jeltljlk.
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A det of wmennyiség killonbizik a zérusgtdl. Ha

det ¢ > O, akkor az of affinitdst irényitdstartdnak, ha

pedig detel £ O, akkor irdnyitdsforditdnak nevezazlik.

Az elnevezés geometrial tartalumdra a kovetkez§ pa~

ragrafusban mutatunk ré.

8 § Téxrfogatformdk és irdnyités. Térfopgattarté affinitdsok

Tekintsiik az A" vektortérbdl képezett r -tagu
AnxAnx.“xAn
Descartes szorzatot. Minden w: A" x ... x An-w~»1R valéds
fliggvény az h)(gi, Eégceo, §T) alakban irhatd. Az w3
leképezést multilinedrisnak, vagy mds széval r ~-linedrig-

nak mondjuk, ha mindegyik komponensében homogén és additiv,
vagyis az

W(Klp-“,};i + zil"uas"}gr) =())(_§£19.-a,_}_f_i,-oo,§r) +
(5.8.1) + ("’(351"”’..1""’ )>

u(x seoes ) X ,“¢ﬂ%)-) w(x ”.”xl“.”x)

tulajdonsédgok érvényesek minden i = l,eee,r indexre.
Az Osszeadds és a valds sgzdmokkal vald szorzds az
r -linedris leképezések koréb8l nem vezet ki, ezért az
r ~linedris leképezések ezekre a miiveletekre néazve vekior-
teret alkotnak.

Valamely ¥ ~linedris leképezést antiszimmetrikusnak

neveziink, ha bdrmely két komponensének felcserélése esetén
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el8jelet vdlt. Az antiszimmetrikus r ~linedris leképezé~

geket r -forméknak is nevezik, az’ AR tér n ~formédiras

pedig a téifogatforma elnevezés haszndlatos.

Kénnyepn beléthatd, hogy az r ~formék halmaza az
ssezeaddsra é€s a valds szdmokkal vald szorzdsra nézve zért,
és azekre a muveletekxe nézve vektorteret alkotnak. Az
r -formék vektorterét szokasos médon a /E Jellelvaeldl~
jik .

Tekintslink egy u;(gl,..., gn) térfogatformdt, és ve-
gylink fel az AR alaptérben egy Byseees gn) bézigt. Azt
d11litjuk, hogy az W forma a bdzis elemeken felvett |
Lo(al, Boreers gﬂ)' értéks'éltélvegyértelmﬁen meghatéroéott.

A bizonyitdshoz ellszbr azt vegylik észre, hogy az W
0 -értéket vesz fel minden olyan Eyoeeer Ep vektorsoroza=~
ton, amelyben két azonos vektor szerepel. Ezt az észrevé-
telt és az antiszimmetridt kihasznélva azohna1 iéthaté,v
hogy tetszlleges 51,;.., X, vektorsorozatra az |
(5-8.2) W(Zgreeer X)) det(xg) W(ays 8oseees 8y)

-n
azonossdg érvényes, ahol az (~x%) métrix komponenseit az

1t

. o l

kifejtésekbll szdrmaztatjuk. Ezzel a fenti éllitést bebizo=-

nyitottuk.

Az (5.8.2) formuldbdl 1léthatd, hogy bérmely két tér-

fogatforma csak egy konstans~szorosban kulonb021k egymastol.

Ezzel beblzonyltottuk a kovetkezo allltast.
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9.8.1 | A térfogatformdk ﬁf vektortere 1 -dimenuidg.

A zérustdl kiilonbizd térfogatformékat két diszjunlct
osztdlyba sorolhatjuk ugy, hogy egy osztdlyba azok a for-
mék keriilnek, amelyek pozitiv konstang~gzorosbhan kilinhijy-

nek egymdstdél. Az igy nyert osztédlyokat irédnyitds-oszti—

lyoknak nevezziik, és a két oszt8ly kozlil az egyiket kitiin-

tetve az A" teret irényitottnak tekintjiik.

A kitiuntetett irdnyitdsomztdlynak tekintsiik ey tet-
szlleges W elemét.

Az irédnyitott tér valamely (8y5¢++> @,) bézisdt jolh-

o

godrdsunak mondjuk, ha (y (gl,..., gn) > 0, ésg balsodrésu-

nak ha |y (gl,o;., a,) { O teljesiil. Az affin fiiggetlen

igoi_glyoau}gn) pontrendszert pedig akkor nevezziik jobl~

gsodrésunak ill. balsodrdsunak, ha az (Ql =8 secer By - QO)

bézis jobbsodrdsu ill. balsodrdsu.

Konnyen beldthatd, hogy az igy definidlt tulajdongsd ok
figgetlensk az W vdlasztdsdtdl.

Az itt adott irdnyitds-fogalom Geszhangba hozhatd a ko-
rébban ldtott irdnyitds-fogalommal.

8"1 ez irényitott A% térben irdnyitott

Legyen az
hipertér, ég jeloljiink ki az hipertérben az

jobbsodrdsu affin fiiggetlen pontokat. Az A%t

CISRARE -]
jobbpartjét definicié szerint azok az g pontok alkot;jdlk,
amelyekre az 8,000°s & 1> 8 pontok affin flggetlenek
és jobbsodrdsuak. Egyszeriien igazolhatd, hogy az an-1

jobbpartjét pontosan az dltala definidlt egyik nyilt féltér



pontjai alkotjdk, és igy a jobbparﬁ fuggetleﬁ'az ao”"an~1
pontok valasztdsdtdl. .

Az alaptér minden 1ineéris'leképezéée'kanonikug~
médon az r -linedris leképezések velctorterének linedris
leképezésévé terjeszthetd ki. Ha az W r -linedris leké-
pezés, akkor az o (w) © definicid szerint az
G,&4) | d@@(ﬁi”.,,gg =(»(X(&D,“a,dg%»

r -linedris leképezés. | '
5.8.2 |Minden w €& pf térfogatformdra és A linedris
leképezégre |

(5.8.5) o (W)= detiol.w

érvényeg.

Bizonyitds Tekintslink az alaptérben egy Byseees By

b321st. Ekkor
oz(w)(al,..-,a) = W (o((al) ,...,x(g_n)) -w( Zo<

""':Ll,cﬂo
cous Zo< ):-.det(«xfl)w( 1,...,an)
is= B
kovetkezik, ami az dllitdsunkat igazolja. . S .-[]

Az affinitdsoknak a'térfogatformékon'vett hatdsdét g
| kovetkezSképpen definidljuk. o

~ Ailitsuk 618 az o« affinitdst az o(x) = o@(g) + P
alakban. Ekkor definicid szerint minden (0 € A" térfo-
: gatforméra’ | | |

(5485 (W)= L (W) .
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A fenti tétel alapjdn minden o affinitésra és (v t 6y -
fogatforméra

(5.8.6) o (W) = detol- L

érvényes. Ebb8l a formuldbdl kizvetleniil kiolvashatd a ki~
vetkezd S1lités

5.8.3 | Valamely o< affinités akkor és csak akkor irédnyi-
tédstartd (deto( >0 ) ill. irdnyitésfordits
(det0<<( 0), ha tetszdlegenen irdnyitott térben
Jobbsodrdsu affin fiiggetlen pontrendszereket jobb-
gsodrdsu affin fliggetlen pontrendszerekbe, ill. bal~

sodrésu affin fiiggetlen pontrendszerekbe trangzfor-

mal.

Az L affinitdst térfogattartdnak nevezzik, ha detX =11

teljesiil. _ b
Az affinitésokra vonatkozd

det o</2 = detx'detﬂ

trividlis azonossdgbdl azonnal addédik, hogy a térfogattartd

affinitésok részcsoportot alkotnak.
| A térfogattarté-affinitésok‘kdzﬁtt az irdnyitdstartdak
szintén részcsoportot alkotnakf Ezek az affinitdsok minden .
térfogatformdt invaridnsan hagynak, az az minden
WE A" formdra ol(w) = W teljesiil.
A ktvetkezSkben bizonyitds nélkiil ismertetink egy +é-
telt, amelyik a ,térfogatforma" és a gtérfogattarté affini-

tésok" elnevezések geometriai tartalmdra mutat rs.

E16sz0r a parallelotdépok fogalmét définiéljuk.
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Tekintslink az An. affln terben k ~gzému linedrisan

fliggetlen gl,...;'gk vektort. Mlnden 1 ¢ é_k-,szémré

és 8z 1,..., k indexeknek i, i, ... i, részhal-
| mazara jelolje Eili2 R az gi1_+_§i2 +"'+;§iz ,vgkfi
~tort. A Q pontnak*és az igy nyert 8, B pontoknak

=i ...1
1
konvex burkat origd csucsu k —dlmen21os parallelotopnak

'nevezzuk, és P(Q, al,..., ak) jellel Jelolauk.

Az dltalénos helyzeti parallelotopokat pedlv a kovet— :

kezokeppen deflnlélguk. Ha az 84 al,..., g, pontrend—  f“ 

- gzZer affln fuggetlen elemekbol all, akkor Jelolge '-i azf

a. -a_  vektort. Az a ésa b + §6  pontok |

.-.i -0 (6) lloool

konvex'burkét k —dimen21os parallelotopnak nevezzuk, és a

P(a yeess ag) aellel jeloljiik. | |
 Mint ‘1éthaté, a parallelotopok a paxallelogrammak 111.. i.

paralleleplpedonok fogalmat altalan091taak maﬂasabb dlmen« if7‘

zidra. A deflnlclobol az 1s azonnal kovetkez1k hogy minden
k -dlmen21os paralleleplpedonnak '4' ‘
K\ kY. |, k) Lk
6« @ e () -2®
szémi csucsa van. | o

Legyen w e /\ tetszoleges zerustol kulonbozo ter-‘ e

}fogatforma. Az .:w -3 vonatkozoan mlnden n'—nel klsebb

dlmen21oau parallelotop eloJeles terfogatat zerusnak def1- , =

n1813uk, Tovébbé minden n —dimenz1os P(a yaees gﬁ) paral—

161°t6p eloqeles (A-terfogata deflnlclo szerlnt az ' QKP) = T"

_cu( Ql - g seesy B a: ) ertek, valamlnt abszolut t»-ter-~

' foagt .‘ \bu(gl R -PORTETE W '5 ao)l>> 0. poz1t1v szamf |
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definiciébdl és az (5.8.6) képletbsl kozvetleniil

kiolvashatdk a kivetkezd &1litdsok.
5.8.4

LI valamely P parallelotdp két olyan Pl; P,
parallelotdpok egyesitéseként &11 eld, amelyek
metszete valamely‘kdzas oldallap, akkox

| w@| = lwe)l Jw @) -

Az abszolut | ~térfogat a térfogattarts
affinitésokra nézve invsridns, vagyis huﬁﬁl =
= \U)QX(P»l érvényes minden of térfogattarts
maffinitésxa.

A ktvetkezl d1llitdst bizonyitds nélkil k&z81jlik,

Az }An affin térben pozitiv konstans szorzétdl elte—

kintve egy és csak egy olyan hozzdrendelés létezik, ame lyik

minden K konvex poiitophoz V (K) 2 0 szémot rendel a

kovetkezd tulajdonsidgokkal.

L.

2

3.

v
dai
Ha
i
am

n

né

ér

(K) =0, ha dimK {n és V (K)D 0, ha
mK=mn . '

a K konvex politop olyan véges sok Ki ’
= 1,..., k konvex politop egyesitéseként &1l el8,
6lyekre a Ki(T_Kj metgzet mindig valamely kozds,
~nél kisebb dimenzidju é1, akkor |

V(E) =V (K) + con + ¥V (K).

AV invaridns az &« térfogattartd affinitédsokra

zve, vagyis .

V(e (X)) =V (k)

vényes.
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9§ Dilatdcidk

Valamely affinitést dilatdcidnak neveziink, ha minden
egyenes pérhuzamos a képével.
Mivel két dilatécid szorzata és egy dilatdcid inversze

ig dilatdcid, ezért a dilatdcidk részcsoportot alkotnak.

4 dilatdcidkra legegyszeriibb példéként a pérhuzanosg
eltoldsokat emlitjiik. Ezek dltaldnos analitikus alakja a

kdvetkez6§

A(X) =X+ D,

G

ahol a p vektort eltolds-vektornak nevezzikk. ,

Mésik példaként a centrdlis hasonldsdgokat emlitjik.

© Ezeket a kﬁvetkez6képpen definidljuk. Tekintsﬁﬁk egy 2_
u.n. centrumot éé’egy A£4 0 u.n. nyujtési paramétertQ
Minden ¢ - pontbdl kiinduld helyzetvektort nyujtsuk ﬁeg

2 -gzorogéra. ilyen médon blyan ®(x) affinitédshoz ju-
tunk; amelyet analitikuéan az
Rz =+ A@E-e)=2Ax+ -X)g
- alakban irhatunk. A péxhﬁzamos szel8k fételébél'azbnnal kG-
vetkezik, hogy a centrélis hasonléségok valdéhan dilatécidk.
5;9.1 Bérmely dilatdcié vagy pérhuzauos eltolds vagy pe=
’ dig céntrélis hasonldség. | l o

Bizonyitds Allitsuk 18 az o dilatdcidt az o () =

| d‘(g) + p analitikus alakban. Mivel minden egyenes pér-
huzamos afképével; ezért winden X vektorra Lx) =

CAE) X s ?((gc_)e‘@ . A pdrhuzamos szellk tételébll
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triviélisan kovetkezik, hogy a A(x) figgetlon az 3
vektortdl, ezdért a )\ az o gzdwdra egyértelmiien mepha~
tdrozott konstans. Tohét az o az K (x) = 2x + P
alakban 811 ¢l18.

Ha A= 1, akkor az o« pdrhuzamos eltolds. lla e -
dig A # 1, akkor am o a ¢ = (1 ~)) % p pontot
fixen hagyja és az & a ¢ cenbtrumu D\ paraméterii
centrdlis haﬂonléség.' , []

3

lo § Tazometridk és hasonldsdgok euklideszi terekben

Az {An,( N )S euklideszi tér valamely ponttranszfor-
mddidjét iZometriénak nevezziik, ha nem vdéltoztatja mep a
pontok tévolgédgdt. A hdéromszig-egyenlétlensés miatt az izo-
metridk egyenest egyenesbe transzformdlnak, ezért minden
izometria affinitds. A linedris izometrikus leképezéseketb

ortogondlis transzformdcidknak nevezziik. Az o (x) =

V4

= o(’(g) + p analitikus el811itéshél kivetkezik, hogy
minden izometria egy ortogondlis transzformdécidnak és ery
pdrhuzanos eltoldsnak a szorzataként dllithatd eld.
5.10.1 | Az euklideszi tér valamely of (x) = o' (x) + p
affinitésakakkor ég cgak akkor izometria, ha az
) g belsbszorzatot invaridnsan hagyia, vagyis

minden x, y ~vektorra («'(x), o’ (Y)) = (%, )
} v

teljesiil.

P < i ).
Bizonyitds Ha az oK affinitds izometria, ekkor az « igm
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nyilvénvaldan izometria, és igy
| @) = x| (@5’ (x) = (x, x)
teljesiil. Tetszlleges x, y vektorok esetén pedig a ko-

vetkezbket dirhatjuk.
(C(x) s £ @)) = H(«‘(zc. p )z + 3)) = (- ) (x- 1)
4{ prey)-(z-wx-0)f= (5 3),

Tehdt az of valéban invariéﬁsan hagyja a belslszorzatot.

Ha.pedig az ol affinitésra (x’(gg),o(’(z)) = ( %, _3_7')
,érvényes,'akkor'az s invériénsan'hagyja a vektorok
hogszét, és igy az o affinitdssal egyiitt izometria.

, o . [:] _

A kovetkezo tetelekben az ortogonalls transzform801o~f
kat‘analltlkusan ixjuk le.

Tekintsﬁnk'az alaptérbeh 68y 8yseves & ortonarmalt
bézist. Valémely ol ortogohélis transzfornicidnak erre @
bézisra vonatkozd (£ g) mitrixdt az |

, | o )
o< (g5) = ‘Ef{ ;&
kifejtések segitségével éefiniéljﬁk, és nyilvénvaldan &rvém
nyes agz

A 3= (e o)
azonogsdg. _
5.10.2 |Ha (o( g) egy oK drtogoﬁélis tfanszforméciénak

valamely (gys+-+» g,)  ortonormdlt bézisra
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vonatkozd watrixa, aklkor az o -1 inversnck anx
"iv 1 ey Oy S a4 vl ey i
8qs%++5> 4, bdziora vonatkoszd mdtTluaL«L.(o<J)

matrixbdél a £3dt1dra vonatkond tilkriudnnel kap-

Juk.

Bizonyitdg lhivel az o 7 azintén ortoroudlis branno-

forwdecid, euzdrt

Jo_ . . _ -1 _ -1, -1
O<-_‘1 = (O((E_:& ’ E"',]) = (O< { ((__1) s X (G ‘)) .= (E'i.’ e~ ( i)
~71
= oK 1.- ’
J .
ani az éllitdst igazolja. {MJ

5.10.3 | Bgy o linedris leképezés akkor ag- cnak o
ortogondlisg, ha tetszdleven ortonormdll bduisya

vonatkoszd wdtrixédnak sor~, vagy oszlopveliborad

ortonormdlt rendszert alkotnalk.

Bizonyités Legyen az o tetszdleges ortorondlia branus-

formdcid. Liivel valamely €1seves &,  ortonorudlt biuig-
ra vonatkozd mdtrixdnak 1 -ik oszlopdban au e<(6;)  vil-
tornak az adott bdzisra vonatkozd komponcunsei azerepelucl,
ezért az ogzlopvektorok valdban ortonorudlt rendszert al-
kotnak. Az 1628 tétel szerint a sorvektorok az of ~*
métrixénak oszlopvektorai, ezért a sorvektorok is ortonor-—
malt rendszert alkotnak,

A forditott é1litéds igazoléséhozvtekintsunk egy

-1
amelynek oszlopvektorai ortonormdlt rendszert alkotnak.

€qseeesr 8 ortonormédlt bézist és egy (o<3) nétrixot,
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Definidljuk az o (x) linedris leképezést axz

n

1 - . .
- i — ok, 3 :
“(z) =K (2 5 gy) = = wd gy
. L= dT

képlettel. Ekkor (X(Ei) s £ (gj)) = 5‘3_ érvépyes, és

ezért tetszbleges x, y vektorokra

n’ n . . |
(=) x(y) = (o (lel g5 (% J))

n DL
- A e <) = F A )

érvényaes, tehét az X ortogonélis. Ezzel a tétel bizonyl-

tés8t befejeztiik.

Valamely izometriét irdnyitdstarténak ill. irdnyitdg—~

forditdnak nevezunk, ha mint afflnltas 1rany1tastarto ill.
1rany1tasfordlto. Konnyen megmutathato, hogy ezek a defini-
cidk ekvivalensek a 2 - és 3 -dimenzids esetben adott
definicidkkal. | |

Téijunk &t a hasonldségok vizsgélatéra.

Az euklideszi tér egy bijekeidjss hasonldsdznak ne-

vezzik, ha barmely két kulonbozo A, B pont képe olyan

A’, B) pontpar, amelyekre a

\A) ’B)( :

IE

.

hényados konstans. A ) konstansot a hasonldsidg paraméte-—

rének nevezziik. A hasonldsdgokat a kovetkezdkben .a HP)
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jellel jeldljlik. Vildgos, hogy a hasonldsdgok csoportot
alkotnak.
Mivel tefsz6leges C  centrumu C o centrédlis

dilatdécib szintén hasonldsdyg, ezért a

“ty Yo,

hasonldéség izometria. EbbSl kapjuk, hogy minden hasonldséy
egy lzometrisnak és egy centrdlis dilatdcidnak a szorzata-
ként 8llithatd eld. EbbSLl kivetkezben minden hasonldésdg
affinitdes o

5.1l0.4 |Ha egy hgsonléség nem izometria, akkor létezik

egy és cesak egy fixpontja.
Bizonyitds  PFeltehetjik, hogy a Lfg hagonlésdgra

04 N <21 éryényes, mert ellenkezl esetben elegendd az
d1llitést é Lpgq‘ = ‘f ijg inverzie igazolnunk.

Legyen az X _ tetsz6léges pont, ég definidljuk ebbll
az |

¢ m _
y 5 Py (%), n=1,2,0e.
pontsorozatot. : '
A sorozat bdrmely két szomszédos x. elemére

10 &
:::d)l

i+ 1
. - X.
Ei41 ~1l

teljesiil, ahol 4a = lzl - Eo!‘ Igy a sorozat bdrmely két

X Xy j >1i, eleunére
. ‘l:?-‘ ' %"1’ ivl
|x5 - 2] ¢ ZE;I Eive ~ Zigg-n] = @ =1 % i

-4 2t (1 - )?"i)/ (1 -)) & d_l%-i)
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teljestil. Mivel 0 £ O < 1, ezért minden § SO szdu-
hoz 1étezik olyan ) kiliszbbszdm, hogy valahdnyszor
1, 3>V, mindannyisgor lzﬁ ~_§i[<i $ érvényes. Tehét
a sorozat kielégiti a Cauchy féle konvergencia kritériu-
mot, ezért a~sorozat'konvergens. Jeldlje x a sorozat e-
.gyetlen‘torlédési pontjét. Megmutat juk, hogy az x pont
fixen marad. | '

Az affinitdsok métrixos el18811ité4s8bd1l 148thatd, hogy

minden affinitds folytonos. Ezért

q%&i) =xjfglo%a (Zy) =r§iﬁo§m+1 TE0

ami az d1llitdst igazolja.
Mivel a Pr két pont tdvolsdgdét wegvdltoztatja, ezért

két kiilonbozé fixpont nem létezik.

‘Bzzel a tétel bizonyitdsdt befejeztilk. .

11 § Merdblegzes affinitdsok

Tekintsunk az {An, () 34 euklideszi térben égy o<
lineérié leképezést. Az ol adjungdlijsn ast éz «* line-
dris 1eképezést értjik, amelyre
(5-11.1) (¢(x)> ) = (5 <)) |
teljeslil winden x, y vektorra. A definicidbdl nyilﬁénvaf
18an kdvefkeéik az G&ﬁ)” ==/?¥o(¥ azonossdg.
| Tekintsink a térben egy (gyseees gn) ortonormélt

bézist. Az K -nak és az adjungdltjdnak e Dbézisra
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vonatkozd wdtrixa koattt @ kivetkesd Bmszofignés érvényes:
(5.11.2) 0<'3 = (“’(ﬁi)’ C‘q) = (Ei’&(ﬁj\) = "(“; .
Tehdt aw o ¥ mdtrixa nem wdg wint az £ wéatrixdnak
trangzponaltja.

Az o linedris leképezéol ©nadjunsilinak neveszziik, la
megeryezik az adjungdltjdval.

Az (5.11.2) formula alapjdn az £ akkor és cusak
akkor tnadjun-dlt, ha az ©X wudtrixa valamely ortonormdlt
bédzigxa vonatkozdan /és e¢bbdl Ltvetkezben winden ortonoy-
wdlt bézisra vonatkozdan/ sziumebrikus.

A ktvetkez$ tételben az Unadjunydlt leképeundsek Lo-

” 7’

tengely~transaformdcidjdra vonatkozd 811litdst isazoljuk.

5.11.1 Minden ok Unadjungdlt leképezdshes 1létezik olyan
Guprones gn) ortonormdlt bézis, amelynek eleuei
azn ol sajédtvektorai. 4z £ ~nak erre a bdzisra

I (e

vonatkozdé métrixa diagondlie, és a £88t1dban az

- L sajétértékei szerepelnek.

Bizonyitds 4ag (0((3), x ) leképezés az origd kvzéppon-
tu egységgdmbin folytonos, ezéxrt ez a Liggvény felyesZi a
maximumét_valamely &1 ponthan. Szoritsuk mes az (o{tg),g)
fliggvényt az €q vektorra merdleges, origdra illeszkeds
hipertér egységgdmﬁjére, ég lepryen o ismét olyan pont,,
ame lyben a'megszoiitott flpgvény maximumot vesz fel. Az el-

7

jérdst folytatva ak E1r &preeves gn ortonormélt bézishox

B

jutunk. Megmutatjuk, hogy ez a bdzis a tételnek megfeleld.

Tekintsiink két 843 &4 id j, vektort.
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A végpontokon dthaladd, origd kdzéppbntu egységkdr pont- .
jait paraméteresen a -

L oe. + 5 . £C o+ =
""’ZL-S-C-;]’ g 1

alakban irhatjuk. Az (Cl""’ &y vektorok kivdlasztdsd~
ra vonatkozd elv wmiatt az _ »

(t“(ﬁi) + S"((.@.j)s 't__'@.i_’*' S .(‘Z'j) < (<(85) s‘fij_)
egyenlétlenség érvényes. A 42 + 82 = 1 -azoanségot ég az

tnadjungdltsdgot felhaszndlva ez az egyenlltlenség a

2 & (K(eg) > &5) & (X(24) &) - (°<'( ~ )

‘glakra hozha’ac&° Az egyeni6tlen3ég jobb oldala nem—negativ,
A baloldalon.szerepi6 (¢<(gi), Ej)" mennyiségnek zéiusnék
kell lennie, mert ellenkezl egsetben wmindig védlaszthatdk
lennének olyan t, s bértékék, ameiyekre a baloldal nagyobb

lenne mint a jobboldal. - .
ﬁabbi‘vgj S 3 A i
egységvektorra mer8leges, vagyis az &5 az o¢ sajdtvek-

tora. A tétel tobbi S1litésa ebbSl az észrevételbl kizvet-

Tehdt az « (gi) vektor az Osszes

leniil addédik. - : .  [:}'

Onadjungdlt affinitdsokra legegyszeribb példaként az

u.n. merdleges af finitdsokat emlitjiik. Ezek definicidja a . .

kovetkezl. | | u |
‘Legyen A ‘valamely 6ria6fa inészkedS'hipertér és k

A#EO tetSaoleges valds szam..Valamely x vekbornak a

Z& hipertérre vett werdbleges vetiiletét 3610136 E‘x .



Ha n a A normdlvektorst Jeldli, akkor nyilvénvaldan

(5-11.3) Px=x-(%n)n

érvényes. Rendeljlik az X vektorhoz azt az y vektort,

—

amelyre

G-11.4) Py =2x 5 3Py =A(x-py)
teljesiilnek. Az y vektort /(AAA (x) Jellel jeldljiik,
az 1gy nyert leképezést pedig a A  hipertérre és a
paraméterre vonatkozé merdleges affinitdsnak nevezzlik. Az
(5-11.3) és  (5.11.4) formulékbél 1léthats, hogy a
leképezést 3 |
(5-11.5) Man(z) = 2+ (X-1)(z n)n
analitikus alakban irhatjuk. Lthatd, hogy a /UAZX neme
~alfajuld linedris leképezés, tehdt affinitds.

Legyen az (&, 8psees, &,) olyen ortonoxmdlt bézig,
ame lyre ep = 0 teljesiil. Ekkor az g,5e.., e, vektorok

a /A hipertérbe esnck, ezért a /MA) leképezésnek erre

a bdzisra vonatkozd wdtrixa a

(5.11.6) | O

diagondlis métrix. Ebbdl kovetkezik, hogy a é{ga ghad~

jungdlt.
5.11.2 lHa a A 1 éa a A.2 i€t egyuwdsra merSleges,
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origdra illeszkedd hlperter, akkor a 1“4121
és a /M¢12)2 affinitésok egymassal felcserélhe~
1t8k, és szorzatuk ismét nadjungdlt linedrig le-

képezég.

Bizonyitds Jeldlje n. a A

5 hipertér normdlvektordt,

i

és legyen (91’ 8 E3seces En) olyan ortonormalt bézis,
amely;e 81 = by éé 8, = n, teljeslil. Ekkor az 3,.n,en
vektorok a Al N A2 metszetbe esnek, és a /44 Ay —
i =1, 2, wmétrixa e Dbdzisra vonatkozogn olyan diagons-
lig wétrix, amelynek 3t15jéban az i ~ik helyen. Ai , a
t6bbi helyen pedig az. l. érték szerepel. Bbbél k@vetkezik,‘
hogy a /uAlAl és a //{62)2 egymdssal feleserélhetdk. To-

vébhé

(/('(Alhl/”AZQZ)%T'/M:E)?/:lgl "'/Mazz/a‘ll)l =
*“‘/MA.131/M42>2 ' |

ig teljesiil, tehdt a szorzatuk valdban Snadjungdlt. [:]

5.11.3 |Minden £ affinitéds

(5.11.7) <= oy e

alakban &1lithatd €18, ashol a % izometria, /a 5

leképezések pedig péronként‘mér6leges hiperterekre

vonatkozd werdleges affinitdésok.

Bizonyitds Allitsuk eld az ol affinitdst az o (x) =

= &' (x) + p alakban. Az 1o<)(§)l fiiggvény az A% ori-

g6 kozéppontu egységgdmbjén folytonos, ezért valamely &



ponthan felveszi a maximumdt. Szoritsul meg a fenti fligp-
vényt az 8, Vvektorra merSleges, origéra illeszkedd hie
pertér origd kdzéppontu egységgimbjére, ém legyen g, o=
lyan pont, ahol ez a fliggvény a waximumdt veszi fel. Az,
sljérést folytatva az (835 8preees 8,) ortonormslt bé-
zishoz jutunk.

Megmutatjuk, hogy az o()(gi) vektorok szintén piron-—
ként merd8legesek..

Ag 859 8.» 1< J vektorok sikjdban tekintsiik a

’
t gi + 8 Ej s 2 + 32 = 1
egységkirt. Ag 8y, Vektorok kivélaszidsa miatt
[ 4 o()(g_i) + 8 o()(gj)Jgé | o (‘31”2'
egyenl6tlenség érvényes, ami a

23 () s Lep) £ [xUey|? - | () [?

egyenl8tlenséggel ekvivalens. A baloldalon gzerepld
(kagi)’ Oa(ﬁg)) ?kiféjezésnek zérusnak kell lennie; mert
ellenkezl esetben vdlaszthatdk lennének olyan %, s é&rté-
kek, amelyekre a baloldal nagyobb lenne mint a jobboldal.
Ezzel megmutattuk, hogy az o()(gi) vektorok péronként
mer6légesek; | '

Vezessiik be a ’ >‘i = [o(‘(gi)[ ’ .gi = o(’(gi)/gi |
.jelﬁléseket, tovébbé legyen A’i az g; vektorra mer8le-
ges, origdra illeszkedd hipertér; ﬁalaminf .“1’ az azvbr—
tbgonélis'transzforméoié, amelyik az (810005 gn). ort o=

normdlt bizist az (&@y,..., &,) ortonormélt bizisba



H
V)
o
W

H

trangzformdlja. Hyilvénvald, hogy az o< affinitds az

ot = U Magy Aa g '”/{An%.
alakban 811 el8, ahol 7 az ¥(x) = %)(5) + p iZOmét~

0

ridt jeloli.

12 § Tengorok

Az A% vektortér oc: A" —» R valds fiiggvényét

linedris funkcidndlnak neveszziik, ha homogén és additiv,
vagyls az _ | |
LOE) = dx(@) 5 de R,
oL (% + 1) = L(E) +oc (F) 5 X y &2,
tulajdonsgdgok érvényesek.
Mivel seﬁ az Oggzeadds gem a‘va}és gzémokkal vald
gszorzds a linedris funkcioﬁélok korébdl nem vezet ki, gzéxrt

a linedris funkcidndlok ezekre a uliveletekre nézve vektor-

teret alkotnak. Ezt a vektorteret duélis térnek nevezzilk,

¢s A¥D jellel jeloljlik.

‘Megmutatjuk, hogy az n -dimenzidgs vektorter.

ek
Legyen az (@jse«=>» gn) az A" tetszSlezes bdzisa.
Minden o funkciondl a bédzilis eleusken felvett

(5.12.1) ol i= ehlay)
értéke d1tal egyértelmilen meghatédrozott. Valdban, ha

n . . :
X = 7 vt a. tetszbleges vektor, akkor
——a ¢ ) =1
: i=1 '



noo. nooo.
(5-12.2 H(x)= (2 ) = F A,
i=1 1 i=1
¢rvényes, ani az 8llitdst igazolja.
ALl w2

Az Byseces 3y a’

linedris funkciondlokat awz
5.12. a*t (a.) = &1
(5-12.3) (a)) = &3
képlet segitségével definidljuk, ahol 6-3 a Kronecker
féle 6*—fuggvény. A fenti wepdllapitds alapjén az a'*

funkcionédlok jél-definidliak. legmutatjuk, hoiy ezek a

funkciondlok a dudlis térben bdzist alkotnak.

Nyilvénvald, hogy ezek a funkciondlok linedrisan fiig-
getlenek. Ha pedig o< tetezbleges linedris funkciondl, ak~

kor az

iy ¥l #0 _ = xi
oL(a)) 8+ ...+ L) & = :Zaaxj_g

linedris funkciondl axz 8yseees 8 bdziselemeken ugyana-

1
zokat az értékeket veszi fel, wint az o funkciondl, tehdt

n . o, .
(12.) o = T k() 2t 2 o o
i=r Y 7 i=1
gl xn

Ezzel beldttuk, hogy az a*",..., @ funkeciondlok bézist
rd ) g—‘ﬂLn - Q) . - Id .
alkotnak, és az A valdban n -dimengids.
¥1 ¥ P ' ‘s
Az (& ",..., @) Dbdzist az (@y5e-.s a,) bdzis

dudlis bdzisdnak nevezszlik, az ol funkciondlnak a dudlis

bdzisra vonatkozs ;= o (a;) koordinétdit pedig az o

kovarisns koordindtdinak mondjuk.

Ha & (byseess En) ndsik bizis, amelyik az (ay,e--, @)

vektorok segitsdéspével az  a*™,a%", .., a*

.
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bdzissal a

: n .
b, = bY a.
b= Z o e

..

egyenletekkel fiigg Ussze, akkor az o funkciondlnak a
p¥l pn

ot ,.0..,

7 a Ld - rd ) - Ve
dualis bagzgisra vonatkozd o(i kovarians

koordindtdira az _
: ) _ _ n J . n J
(5.12.5) ol =k (b)) = é(( §§i v a,) = 2 X4 bd

trangszformécidsg tCrvény érvényes.

_ n .
llegjegyezziik, hogy az x vektor Xx = = x* a4
. i=1

kifejtésébll nyert xl komponensei mdsképpen transzforméd—
1édnak, ha az (31,..., a,) Dbézisrél a (by.... b, ) Dé-

zigra térink &t. Ekkor az

n
-1
. o= b :
-1 ;Z:..l’ 1 =]
formula miatt
n . n 14
x= Z xta = Z_ xo0 1d b.
i=1 14 5=1 L=

érvényes, vagyis a transzformdcids formula a kivetkezl:
- ) n s .
(5.12.6) = = pH R
4 | j=1 Y
Mivel ebben a transzformdcids formuldban a (bg) dt—-

' P ‘ . i .
menet-métrix inverze szerepel, ezert a vektorok x koordi~-

ndtdit kontravaridns koordinstéknak is nevezik. -

Az x € A" vektorokra a kontravaridns vektor elnevezés

. ’ - l‘,l . 4 . - 7
ig hasgznélatos, mig az gfeiA% funkcionélokat kovarilsdns

vektoroknak is nevezik.
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¥n M

Vizsgdljuk weg az A dudlis tér A dudlisdt

ig. Bz szintén n ~dimenzids valds vektortér, amelyrél
megmutathaté, hogy kanonikus wdédon azonosithaté az A"
vektortérrel.

Valéban, minden x g A" vektorhoz rendsljiik hozzd
azt agz ;c_""e AXrn elemet, amely valamely (H& A¥P
funkciondlon az

5.12.7 (W) = w(x)
értéket veszi fel. Konnyen megmutathatd, hogy ez az

¥
iR\ SR L , x —»x ¥t

" leképezés nem-elfajuld linedris leképezés, hiszen dim AP =

= dim A1

—"

=n, és x# 0 vektorra x™ £ 0 teljesiil.
4Ezért a két tér azohos dimenzidja wiatt a leképezés bijek-
clé. Ezzel a kanonikus azonositdssal axz A%#n elemeit az
A" elemeinek tekintjiik.

Megjegyezaiik, hogy az AR gg  p¥D

dudlisa kozdtt a
fentihez hasonld kanonikus azonositds nem 1étezik. Azonban
ha az A" aléptérben egy (., ) belsdszorzatot tiintetiink
ki, akkor ennek segitségével asz

5.12.8 AP — ¥y sy = (x, )
nem-elfajuld linedris leképezés definidlhatd. Lithats,
hogy ez a leképezéé figg a belgbszorzat vélasztdsdtdl.

Az dltaldnos tipusu tenzoY¥ok definicidjdra tériink dt.

Tekintsiik az o o

| A(I;S) =A%nx eos x A¥T x AT % ., x A"

A*n dudlis tér r -gzer

Descartes szorzatot, amelyben axz



az A" pedig s -szer szerepel. Az A(I’S) haluaz min-
den S} : Nx’S)-ﬁ~>7R valdg fliggvénye g? ((Al,.;.,tﬁ
Kireees §s> alakban irhatd, ahol ul e 1 gy x & AP

Az gz fliggvényt multlllnearlsnak ill. (r,3) ~lined~

rignak nevezzilk, ha windegyik kouwponensében homogén és ad-
ditiv.

Az (r,s) -linedris leképezéseket (r,s) —~tipusu ten-

zoroknak is neve21k ahol ¥ a kontravariéns komponengek

az 8 pedlg kovarlans komponensck szdmdt 301011.

Az (r,s) -tipusu tenzorok az beszeaddsra és a valds
szémokkal valé SZOIZBSla nézve valos vekborterct alkotnah,

amlt A jellel Jelolunk.

Lo

Megmutatjuk, hogy az__A-  vektortér dimenzidja

I+8 -

. r _
dim AS = n

Tekintsiink az AP alaptérben egy (2]’*';’ gn) bézigt

a*") a dudlis bézis. Vegylik éﬁ?re,

és legyen az (a L.,
‘hogy az g2 (x, s) ~t1pusu tenzor eg gyértelniien meghatarozott

a baziselem—sorozatokon felvett

-..l N i ' i !
£n o
(5.12-9) gz l = ( _a_‘L 1)"°a a ) QJ s‘nyé_j ):
. Jl""a . . ‘ 1 . ¥ o
i3 3 = l;e.e5 n , értékedl élta;. Valdéban, ha gfl,...
I X”z,‘gl,..., X tetszéleées sorozat, amelyekre
TR n i g n.og
ot = Tox*t a¥, x. = X xy a,
- j=1 d i j=1 J

érvényes, akkor



}
n
&
(23]

i

SB("’“ yemesy }:*‘r s Xysenes AS) Z <41,

1 dg=1 S
T ,.‘jl as iloooir
...X¥i }\-1 (] ..J{o Q . . - ,
r Jl..OJ
awi az 3llitést igazolja.
Tetszlleges Iqeeais jl...js s 1 3 J = lysees nn 4 dine
dexekre jelolje
j ‘..j(‘!
(5.12.10) a "L gt
T ige..i °
1 X

azt az (r,3) tipusu tenzort, amelyre
- C Jqeesd - 7 Wﬁﬂ )
(5012.11) E ‘l .S(ﬁ*plo-c iaj{ r, a s 000, QL) =
11.‘.lr ‘2,1 , =]

a~pr ] J*js

’ Ty 27 . tg

teljesiil. Konnyen beldthats, hozy a

..‘1 : j ~'.j

§B a b

j— J ~1 ...J i'L...iI

(i#pl ' a¥Pr 4

geeey o s & ,ooo,@_ )
» 2q 2,

r,g ~tipusu tenzor az

sorozatokon ugyanazokat az értékeket veszi fel, wint az

52-, ezért

N 1‘] j. O'o.i .jo..j
(5.12.12) = 3 QTTE g e
’ 1 ,J":l a'llooas . ll...lr )
. 7 . chooas . o
Ezzel belattuk, hogy az a tenzorok az AS
‘il.otir'
térben bdzist alkotnak, és ezért dim AT = n™*F |
- jl..'js N . r -
Az a , 133 = 1l,e.e, n, bazisgt az (gi...gn)

i Otti
Lyeerty



.

1tal indukd]t bdzisnak nevezziik. Az (5.12.12) kifej-

1
indexeket pedig kovaridns indexeknek neveszzitk. A kontra-

tésben az i --.1_ indexeket kontravaridns, a Jpee-dg

. 7 0 ) i ...j“ I'd ’ re
varilans indexesket az 52 L T koordinatsaknal mindi
Jpeeedy '

feliil a kovaridns indexeket pedig mindig alul irjuk.

A korébban'bevezetett o+ AT 2P linedris lekd-

pezések az (1, l)'—tipusu tenzorokkal azonosithatdk. Vald-

ban az o{ linedris leképezéghez rendeljilk hozzd az

——

Lox) = W(L(x), WE ", xga”
(1, l) ~tipusu tenzort. '

9

.. . ~ . ,
Konnyen beldthatd, hogy az of —»od leképezés a kit
figgvénytér kozott bijekeid, hiszen a két fliggvénytér di-
menzidja wegegyezik, valawint ha - A0, akkar A0 is &@véuyce.

A kovetkezlOkhen a tenzorszorzdg wmiveletélt vezetjiilt be.

Ha az 521__(r,s) ~tipusu as SPz pedig  (r',s') ~ti-
pusu tenzmor, akkor ezelk Q 1 @Q?. tenzorszorzata definicid
. = \ -
szerint agz ‘

(5.12.13) Ql@Qz (©seees Wy o ,zzl,...,ggs'_lrs,) =

ZQ C\) o w 2 .o‘:': ;; vo e :: o«
1( 1’ » Wy "~s) z(&GHJJ Wiy &gy
...’2&"‘84-5,>

(r+x', s+s') ~tipusu tenzor.
A definicidbdl 1léthatd, hogy a tenzorszorzds asszocla-
tiv és az Usszeaddéra nézve disztributiv. Az isg kinnyen i-

gazolhatd, hogy az (5.12.10)' képletben definidlt tenzor -
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nem még, wint azg

5 ®..e ®9~i

.(5.12.14) a Jlas = gﬁa]‘@... @_g"“é;]s Qa.
Ipened, 1 ¥
tenzor.
Legyen az S} tigatédn koutravaridns vagy tisztén ko~
varidns komponenseket tartaluazd tenzor. Tehdt az SD vagy

(85 o) - vagy (o, r) -tipusu. Az SP tenzort gziumetri-

kusnak ill. antisgzimmetrikusnalk nevezsziik, ha hdrmely két

komponensének cseréje esetén nem véltozilk ill. eléjelet
vélt.

A gzimmetrikus ill. antigzinmetrikus tenzorok kdrében

bevezethetd a sziumetrikus ill. antiszimmetrikus tenzorszoy—

zdés miivelete.

Ha az g? 1-(0, s) -tipusu agz §22 pedig (o, s’) g

pusu szimmetrikus tenzor, akkor ezek szimmetrilkus tenzor~

gzorzata asz

(5.12.15) 91 @Qg (zél,uoaézs_,_sﬂ = ‘(g,:—]éxyr Zt 91@92 ( £0(y) >

teeo 2'c'c&‘(s+s’) )
(o,s+s’) -tipusu szimmetrikus tenzor, ahol G az 1,2,...
eeey 8+3'  indexek permutdcidit jelsli, és az Sggzegzés
az Osszes permﬁtéciéra értendd. &z (r, o) -tipusu szim-
metrikus tenzorok szimmetrikus tenzorszorzatdt hasonldan
definidljuk. |
A definicidbdl kozvetlenll adddik, hogy a szimmetrikus

tenzorszorzds asszociativ, kommutativ &g az Ssszeaddsra



nézve disztributiv.

Ha pedig az ,521_(0, s} -tipusu az .gpz pedig (o, s?)

~tipusu antiszinmetrikus tenzor, akkor ezek antiszimmetri-

kus tenzorsgzorzata az

(5.12.16)}' Qll\Qg (2.:19."'-33: ) = (S+é,)f_%’*3“@%‘992(2?«@’"'

=gtg’

e X

5 (s+s)
(0, s+g’) _fipﬁsd.antigzimmetxikus témzor._ﬂz (r, o) ~ti-
pusu antiszimmetrikus tenzoxrolk antigzimmetrikus tenzorszor-
zatdt hasonld mddon definiéljukg

Itt is kﬁzvetlenul‘beléthaté, hogy az antiszimmetrikus
tenzorzzorzés asszociativ és az Cssgzeaddsra nézve disztri-
butiv.‘ z 1s klnnyen megmutat katd, hogy asz antisziﬁmetrikus
(0, &) 4111. (s, o) ~tipusu tenzorok (2) ~dimenzids vek-
torteret alkotnak. | '

Az (r, o) ~tipusu.antiszimmetrikué tenzorokat x ~vek-
toroknak, a (o, s) ~tipusu antiszimmevrikus tenzorokat pe-
dig r -formdknak is nevezik.

4 bvelsbgzorzat és a térfogaﬁformék‘pélﬁéjébél‘léthaté,
hogy a tenzorok kiiltnféle geometriai strulkturdk definidls-

gdra alkalmaghatdk.






