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Algebra és számelmélet, ötödik házi feladat

1. Döntse el, hogy test-e a megadott faktorgy¶r¶, határozza meg

elemeit, m¶velettábláját és a megadott elemek inverzét is!

Z2 [x] /
(
x3 + x2 + 1

)
, x2

−1
=?, x2 + x+ 1

−1
=?.

Tudjuk, hogy Z2 [x] /
(
x3 + x2 + 1

)
test akkor és csak akkor, ha

(
x3 + x2 + 1

)
irreducibilis

Z2 felett. Világos, hogy

0
3
+ 0

2
+ 1 6= 0

(
= 1

)
és 1

3
+ 1

2
+ 1 6= 0

(
= 1

)
,

így az eredeti polinomunk Z2 felett nem bontható fel alacsonyabb fokszámú polinomok

szorzatára, így
(
x3 + x2 + 1

)
irreducibilis, Z2 [x] /

(
x3 + x2 + 1

)
tehát test. Soroljuk fel az

elemeit:

0, 1, x, x+ 1, x2, x2 + 1, x2 + x és x2 + x+ 1

A véges testünk tehát 8 elem¶. A véges test m¶velettáblái a következ®képpen adódnak:

+ 0 1 x x + 1 x2 x2 + 1 x2 + x x2 + x + 1

0 0 1 x x + 1 x2 x2 + 1 x2 + x x2 + x + 1

1 1 0 x + 1 x x2 + 1 x2 x2 + x + 1 x2 + x

x x x + 1 0 1 x2 + x x2 + x + 1 x2 x2 + 1

x + 1 x + 1 x 1 0 x2 + x + 1 x2 + x x2 + 1 x2

x2 x2 x2 + 1 x2 + x x2 + x + 1 0 1 x x + 1

x2 + 1 x2 + 1 x2 x2 + x + 1 x2 + x 1 0 x + 1 x

x2 + x x2 + x x2 + x + 1 x2 + x x2 + 1 x x + 1 0 1

x2 + x + 1 x2 + x + 1 x2 + x x2 + 1 x2 x + 1 x 1 0

· 0 1 x x + 1 x2 x2 + 1 x2 + x x2 + x + 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 x x + 1 x2 x2 + 1 x2 + x x2 + x + 1

x 0 x x2 x2 + x x2 + 1 x2 + x + 1 1 x + 1

x + 1 0 x + 1 x2 + x x2 + 1 1 x x2 + x + 1 x2

x2 0 x2 x2 + 1 1 x2 + x + 1 x + 1 x x2 + x

x2 + 1 0 x2 + 1 x2 + x + 1 x x + 1 x2 + x x2 1

x2 + x 0 x2 + x 1 x2 + x + 1 x x2 x + 1 x2 + 1

x2 + x + 1 0 x2 + x + 1 x + 1 x2 x2 + x 1 x2 + 1 x

Most pedig határozzuk meg x2 inverzét. Legyen u = x2
−1

. Ekkor az kell, hogy

x2 · u = 1⇔
(
x2

)
u ≡ 1

(
mod x3 + x2 + 1

)
⇔ ∃k ∈ Z2 [x] ,

(
x2

)
u = k

(
x3 + x2 + 1

)
+ 1.

Ehhez az euklideszi algoritmust kell segítségül hívni:(
x3 + x2 + 1

)
: x2 = x

−x3(
x2 + 1

)
: x2 = x+ 1

−x2

1.
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Azt kaptuk tehát, hogy
(
x3 + x2 + 1

)
=

(
x2

)
x+1⇔

(
x2

) (
x+ 1

)
=

(
x3 + x2 + 1

)
+1,

tehát x2 inverze x+ 1.

Végül meghatározzuk x2 + x+ 1 inverzét, x2 + x+ 1
−1

= u. Ebben az esetben

x2 + x+ 1 · u = 1⇔
(
x2 + x+ 1

)
u ≡ 1

(
mod x3 + x2 + 1

)
.

A kongruencia de�níciója szerint ekkor

∃k ∈ Z2 [x] ,
(
x2 + x+ 1

)
u = k

(
x3 + x2 + 1

)
+ 1⇔ 1 =

(
x2 + x+ 1

)
u− k

(
x3 + x2 + 1

)
.

Az euklideszi algoritmus szerint:(
x3 + x2 + 1

)
:
(
x2 + x+ 1

)
= x

−
(
x3 + x2 + x

)
x+ 1

Azt kaptuk, hogy
(
x3 + x2 + 1

)
=

(
x2 + x+ 1

)
x +

(
x+ 1

)
⇔

(
x+ 1

)
=

(
x3 + x2 + 1

)
−(

x2 + x+ 1
)
x. A második lépés:(

x2 + x+ 1
)
:
(
x+ 1

)
= x

−
(
x2 + x

)
1.

Ebb®l következik, hogy
(
x2 + x+ 1

)
=

(
x+ 1

)
x + 1 ⇔ 1 =

(
x2 + x+ 1

)
−

(
x+ 1

)
x.

Behelyettesítve az els® lépésb®l kapott összefüggést:

1 =
(
x2 + x+ 1

)
−
[(
x3 + x2 + 1

)
−
(
x2 + x+ 1

)
x
]
x,

1 =
(
x2 + x+ 1

)
−
(
x3 + x2 + 1

)
x+

(
x2 + x+ 1

)
x2,

1 =
(
x2 + 1

) (
x2 + x+ 1

)
− x

(
x3 + x2 + 1

)
.

Ebb®l már u értéke leolvasható,

u = x2 + x+ 1
−1

= x2 + 1.

Vegyük észre, hogy az alábbi lépések kikerülhet®k, amennyiben a véges test szorzótáblája

a rendelkezésünkre áll, hiszen a táblázatból az inverzek közvetlenül leolvashatók (azon cel-

lákról beszélünk, ahol a szorzat értéke 1).
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