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Algebra és számelmélet, negyedik házi feladat

1. Oldja meg az f · u ≡ 1 (mod m) kongruenciát.

f = x2 + 3x+ 1, m = x3 + 2x2 + 4x+ 2 ∈ Z5 [x] .

A kongruenciareláció de�nícióját felhasználva világos, hogy

f · u ≡ 1 (mod m)⇔ ∃k ∈ Z5 [x] fu = km+ 1, ⇔ 1 = fu− km, u, k ∈ Z5 [x] .

Az egyenlet megoldásához az euklideszi algoritmust hívjuk segítségül a következ®képpen:

m

f
:
(
x3 + 2x2 + 4x+ 2

)
:
(
x2 + 3x+ 1

)
= x

−
(
x3 + 3x+ x

)(
4x2 + 3x+ 2

)
:
(
x2 + 3x+ 1

)
= x+ 4

−
(
4x2 + 2x+ 4

)
x+ 3.

Az els® lépésb®l tehát az kaptuk, hogy m = f
(
x+ 4

)
+
(
x+ 3

)
. Az euklideszi algoritmus

második lépése:(
x2 + 3x+ 1

)
:
(
x+ 3

)
= x

−
(
x2 + 3x

)
1.

A második lépésb®l adódik, hogy f =
(
x+ 3

)
x+1. Egyb®l látszik, hogy 1 = f−

(
x+ 3

)
x.

Az algoritmus els® lépésének eredményéb®l azt is látszik, hogy
(
x+ 3

)
= m − f

(
x+ 4

)
.

Visszahelyettesítve:

1 = f −
(
m− f

(
x+ 4

))
x = f −

(
mx− f

(
x2 + 4x

))
= f

(
x2 + 4x+ 1

)
−m (x) .

Az egyenletb®l leolvasható a konrguencia egy partikuláris megoldása, így u0 = x2+4x+1,
és bár nem fontos, de k = x. Így:

u ≡ x2 + 4x+ 1
(
mod x3 + 2x2 + 4x+ 2

)
.

2. Oldja meg az f · u ≡ 1 (mod m) kongruenciát.

f = x2 + 1, m = x3 + x2 + 1 ∈ Z2 [x] .

De�níció alapján:

f · u ≡ 1 (mod m)⇔ ∃k ∈ Z2 [x] fu = km+ 1, ⇔ 1 = fu− km, u, k ∈ Z2 [x] .
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Az euklideszi algoritmus els® lépése:

m

f
:
(
x3 + x2 + 1

)
:
(
x2 + 1

)
= x

−
(
x3 + x

)(
x2 + x+ 1

)
:
(
x2 + 1

)
= x+ 1

−
(
x2 + 1

)
x.

Azt kaptuk, hogy m = f
(
x+ 1

)
+ x. A második lépés:(

x2 + 1
)
: x = x

−
(
x2

)
1,

amelyb®l f = x · x+ 1 adódik. Az ismert módon tovább haladva:

1 = f − x · x, és x = m− f
(
x+ 1

)
, 1 = f −

(
m− f

(
x+ 1

))
x = f

(
x2 + x+ 1

)
−mx.

Egyb®l látszik, hogy u0 = x2 + x+ 1 és k = x, így a kongruencia megoldása:

u ≡ x2 + x+ 1
(
mod x3 + x2 + 1

)
.

3. Oldja meg az f · u ≡ 1 (mod m) kongruenciát.

f = 2x2 + 4, m = x3 + x2 + x+ 1 ∈ Z5 [x] .

De�níció alapján:

f · u ≡ 1 (mod m)⇔ ∃k ∈ Z5 [x] fu = km+ 1, ⇔ 1 = fu− km, u, k ∈ Z5 [x] .

Az euklideszi algoritmus els® lépése:

m

f
:
(
x3 + x2 + x+ 1

)
:
(
2x2 + 4

)
= 3x

−
(
x3 + 2x

)(
x2 + 4x+ 1

)
:
(
2x2 + 4

)
= 3x+ 3

−
(
x2 + 2

)
4x+ 4.

Az els® lépésb®l adódik, hogym = f
(
3x+ 3

)
+
(
4x+ 4

)
. Az euklideszi algoritmus második

lépése:(
2x2 + 4

)
:
(
4x+ 4

)
= 3x

−
(
2x2 + 2

)(
3x+ 4

)
:
(
4x+ 4

)
= 3x+ 2

−
(
3x+ 3

)
1.

A második lépésb®l adódik, hogy f =
(
4x+ 4

) (
3x+ 2

)
+1. Egyb®l látszik, hogy 1 = f −(

4x+ 4
) (

3x+ 2
)
. Az euklideszi algoritmus els® lépéséb®l adódó összefüggést átrendezve
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azt kapjuk, hogy
(
4x+ 4

)
= m−f

(
3x+ 3

)
. Ezt behelyettesítve a második lépésb®l adódó

összefüggésbe adódik:

1 = f −
(
m− f

(
3x+ 3

)) (
3x+ 2

)
= f −

((
3x+ 2

)
m− f

(
3x+ 3

) (
3x+ 2

))
.

Elvégezve a zárójel felbontását, abeszorzást és legvégül az összevonásokat:

1 = f −
(
3x+ 2

)
m+ f

(
4x2 + x+ 4x+ 1

)
= f

(
4x2 + 2

)
−
(
3x+ 2

)
m.

Készen vagyunk, hiszen egyb®l látszik, hogy u0 = 4x2+2 és k = 3x+2, így a kongruencia
megoldása:

u ≡ 4x2 + 2
(
mod x3 + x2 + x+ 1

)
.
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