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ALGEBRA ES SZAMELMELET, MASODIK HAZI FELADAT

1. TRIGONOMETRIKUS ALAKBAN SZAMOLVA SZAMITSA KI AZ ALABBI KOMPLEX
SZAM ERTEKET. A VEGEREDMENYT ADJA MEG KANONIKUS ALAKBAN IS. (14.)
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A szamlaloban negyedik egységgyok szerepel. Viladgos, hogy az egyszertsitéséhez az
x = 3633 (mod 4)

kongruenciat vizsgaljuk. Vilagos, hogy 4|3600 és az is, hogy 4|32, tehat 43632 és 3633 —
3632 = 1, igy
x=3633=1 (mod 4),

ért
et 2.3633r . . 236337 m . o o
COS ———— 4+ 18Il ————— = COS — + 181N — = COS — + 281N —.
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A nevezében a hatodik egységgyok jelent meg. Szintén vilagos, hogy ezuttal az
x =604 (mod 6)
kongruencia az érdekes szdmunkra, amely az
x =604 =4 (mod 6)

moédon egyszertisithetd, tehat
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adodik. Innen a feladat mar kdnnyen befejezhetd:
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2. OLDJA MEG AZ ALABBI KONGRUENCIARENDSZERT.
dr =7 (mod 9), 10z =4 (mod 12).

A kongruencidk kiilon-kiilon megoldhatok, hiszen In.k.o(4,9) = 1 és In.k.o(12,10) = 2,
valamint 1|7 és 2|4. Megoldhat6 a kongruenciarendszer is, hiszen In.k.0(12,9) = 3 és
3|7 — 4 = 3. Hozzuk &ket egyszertsitett alakra:

4r=T7T=16 (mod 9) < x =4 (mod 9), 10x=4=40 (mod 12) < x =4 (mod 6).
Az els6 kongruencidbél x = 9k + 4 irhaté fel, k € Z. Ezt beirva a mésodik kongruenciaba

9%k +4=4 (mod 6) & 9% =0 (mod 6)

adodik, amelybsl k = 0 (mod S = 2). Tnnen k = 21 adodik, [ € Z. Visszahe-
lyettesitve:
r=9k+4=18/4+4 < x =4 (mod 18).

3. OLDJA MEG AZ ALABBI DIOFANTOSZI EGYENLETET.
78z + 30y = 12.

Elgszor is In.k.o(78,30) = 6 az euklideszi algoritmus szerint:

78 =230 + 18,
30 =118+ 12,
18=1-12+6,
12=2-6+0.

Mivel In.k.o(78,30) = 6|12, igy az egyenletnek van megoldasa az egész szamok korében.
Jarjunk el a kovetkez&képpen:

18=1-12+6 & 6 =18 — 12.

30=1-18412< 12 =30 — 18, ezért 6 = 18 — (30 — 18) = —30 + 2 - 18.
78=2-30+18< 18 =78 —2-30, ezért 6 = —30+2- (78 — 2-30) amelybsl
6="78-2430-(—5) adodik.

Ebbdl xg = 2 és yo = —5 olvashato le, melyekbdl a diofantoszi egyenlet 6sszes megoldasa:
30 78
x:2+€t:2+5t, y:—5—Et:—5—13t, teZ.
4. ADJA MEG A KOVETKEZO LEGENDRE-SZIMBOLUM ERTEKET.
103
151/ °

Mivel 103 és 151 kiilénb6z6 paratlan primek, igy a négyzetes reciprocitas tételét alkalmazva:

103 151 102 150 51\ 75 5
) (=) =(-1 = ((~1 =(-1)"=-1.
(151) (103) CDFE = (C07) =1
Ebbél kévetkezik, hogy
103) (151
151) 103 )"
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Mivel 151 = 151 — 103 = 48 (mod 103), ezért:
108) __(11) _ (48
151/ 103 ) 103/ °

(1(2)3> =1, mert 103 =7 (mod 8).

Mivel 103 paratlan prim:

() () () () () () ()
B PR P

Ismét van két paratlan primszamunk, hasznalhat6 a négyzetes reciprocitas tétele:

() (3)--
()~ ()~ (%)

103 =1 (mod 3),

(5)-()-() -+

5. ADJA MEG A KOVETKEZO LEGENDRE-SZIMBOLUM ERTEKET.

173
181 /) °

A négyzetes reciprocitéas tételének értelmében

(i;i’) <1§;> _ (—1)P086 — <(_1)90)86 _ 1

Tehat (152) = (18}). Tovabb vizsgélva:

102

2 =—1--1=1,

(SIS

ezért

Mivel

181 8 B B

Tovabb vizsgalva:

8 22 2 92
=\ 755 — = =) =-1 173 = .
<173> <173> (173) (173> , mert 173 =5 (mod 8)

6. HATAROZZUK MEG f ES g POLIMOMOK LEGNAGYOBB KOZOS 0SZTOJAT Q
FELETT.
_ 5 4 3 2 2
f=a2>+2" —152° 4+ 252"+ 22 — 3, g = 2" +4x — 5.
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Végezziink maradékos osztast:

g:(x5+m4—15x3+25x2+2x—3) : (m2+4$—5):x3

— (x5 + 4zt — 53)3)
(73334 — 1023 + 2522 + 2z — 3) : (:c2 + 4z — 5) = 2% — 322
— (=32 — 122° + 152?)
(22 +102® + 22 — 3) : (2® + 4z — 5) = 2® — 32> + 2z
— (2x3 + 8z? — 10£E)
(2x2+12x73) : (332%456*5) =% — 322 + 22 +2.
— (22® 4 8z — 10)
(4x+7).

Tehdt x° + a* — 152% 4 2522 4+ 22 — 3 = (2% —32? + 22 +2) (a® + 42 —5) + (dz + 7).
Folytatva az euklideszi algoritmust:

(2 +4z —5) : (4z +7)

— <:J:2 + 13:)

:1[1:‘

<i$—5> :(4IE+7):%$+%.
9 63
) <4“16)
143
-

Tehat 22 + 42— 5 = (32 + %) (4o + 7) — 2. Eztttal a (4z + 7) polinomot kell osztanunk

143 )
— 36 -tal:

143 64
4 (-2 =2
(42 +7) ( m) 143"

, 64 112
‘\ 16 )T 143" 143

Latjuk tehat, hogy f és g kozds oszt6ja az utolsd6 nemzéroé maradék, azaz —%.

7. HATAROZZUK MEG [ ES g POLIMOMOK LEGNAGYOBB KOZOS OSZTOJAT.

(11/(B))
f=a'+ad+ua, g=at+a22+ux fgecla].

Maradékos osztasokat végziink Zs felett a 6. feladatban ismertetett modon:

g:(x4+x3+a:) : (x4—|—:c2+w) =1

— (x4 + 22 + z)
(1‘3 —|—:L'2) .
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Folytatva az euklideszi algoritmust:
(x4+ac2+x) : (x3+a:2) =
— (ac4 + xd)
(m3+:v2+a:) : (333+$2) =x+1
— (953 + :U2)
x.
A kovetkezs lépés:

(ac3+ac2) ::L":ac2

A legnagyobb koézos oszt6 az utolsé nemzéré maradék, azaz In.k.o(f,g) = =.
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