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KOMBINATORIKA, NEGYEDIK HAZI FELADAT

1. AZ ABRAN LATHATO KARIKAK EGY TELKEN LEVO GYUMOLCSFAKAT JELOLIK.
Az A-VAL JELOLT FAN EGY CINKE, A B-VEL JELOLT FAN EGY RIGO UL. IDOE-
GYSEGENKENT MINDKET MADAR A TOLE ESZAKI, DELI, KELETI VAGY NYUGATI
ITRANYBAN ALLO LEGKOZELEBBI FAK EGYIKERE REPUL. LEHETSEGES-E, HOGY
VALAMIKOR MINDKETTEN UGYANAZON A FAN ULNEK?
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Megoldas:

Elgszor is forditsuk le a grafelmélet nyelvére a kérdést. Vilagos, hogy a feladatban grafiku-
san csak egy graf pontjai adottak, a kozottilkk futo élek nem. Ezeket a feladat szovege
alapjan hizhatjuk be a pontok kézott. Mivel a madarak a négy égtaj felé talalhatd szom-
szédos fakra repililhetnek — tehat pl. észak-keleti, dél-nyugati, stb. irdnyban nem —,
mozgasukra a megadott ponthalmazon a kdvetkezs graf rajzolhato fel:

Mivel a grafunk struktaraja egyszerii, konnyen meg tudunk adni egy jo6 pontszinezést.
Mutassuk meg, hogy a graf kromatikus szama x (G) = 2, mert ketts szinnel jol szinezhetd,
a szomszédos pontok kiilonb6z§ szintek.

A

1. oldal


http://maxwell.sze.hu/~ungert

Unger Tamés Istvan FTD1YJ

Latjuk, hogy a graf kromatikus szdma x (G) = 2, ezért a vizsgalt grafunk paros. Azt
is latjuk, hogy az A és a B pont, ahonnan a madaraink indulnak, kiilén osztalyba tartoz-
nak. Ebbdgl, valamint a paros grafokkal kapcsolatos ismereteinkbsl — élek csak az oszté-
lyok kozott futnak, de osztalyon beliil nem — kovetkezik, hogy az alsé osztalybol indulé
madarunk a kévetkezs id6lépésben a fels§ osztalyba jut, majd onnan megint az alséba és
igy tovabb. Hasonloképpen: a felsd osztalybdl indulé madéar a masodik idélépéshen az alsé
osztalyba jut, majd onnan visza a fels6be és igy tovabb.

A paros graf tulajdonsagai miatt nem fordulhat el§, hogy egy madar a k-adik és a
k + l-edik id&lépésben is ugyanabban az osztdlyban van. Ebbégl kovetkezik, hogy nem
kévetkezhet be, hogy a két madar azonos osztalyban tartézkodik, ez pedig kizarja azt is,
hogy azonos csomoéponton — fan — tartézkodjanak. A valaszunk tehat nemleges. W

2. HATAROZZUK MEG AZ ABRAN LATHATO GRAF KROMATIKUS SZAMAT:

G,

Megoldas:

Azt ranézésre is latjuk, hogy a graf tartalmaz pératlan hosszu kort — hivatkozhatunk
barmelyik harmas klikkre —, ezért biztos, hogy nem péaros, tehat ketts szin biztosan kevés
lesz a jO szinezéshez, azaz x (G3) > 3. Els§ kozelitésben probéljuk meg harom szinnel
kiszinezni a grafunkat és nézziik meg, hogy sikerrel jarunk-e.

A szinezést egy harmas klikkel kezdjiik, ehhez vildgos, hogy harom kiilonb6z6 szinre
lesz sziikségiink.

G,

Amennyiben jo szinezést szeretnénk, tigy a fenti klikkszinezés kényszeriti a kévetkezs
pontok szinezését is. Nincsen valasztasunk, hogy milyen szintiek lesznek, csak egyféle
megoldas van.

G,

A kovetkez§ lépésben ismét szabadon dénthetiink egy pont szinérdl: vildgoskék nem
lehet, csak sotétkék vagy zold. Szinezziik sététkékre, majd vizsgaljuk meg, hogy a don-
tésiink milyen kovetkezménnyekel jar a szinvalasztéasi szabadsagunk tekintetében.
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Latjuk, hogy az el6z6 dontésiink ismét kényszeriti bizonyos pontok szineit ahhoz, hogy
az elvardsnak megfeleld, j6 szinezést kapjunk. Szinezziik be a kényszeritett pontokat:

,

Latjuk, hogy az utolsé, még nem szinezett pontunk harom olyan ponttal szomszé-
dos, melyek az eddigi szinezésiink mindhéarom szinével ki vannak szinezve. Amenny-
iben jo szinezést szeretnénk, az utolsé pontunkat egy negyedik szinnel (citromséarga) kell
kiszinezniink.

G,

Ugy ttinik tehat, hogy a grafunk nem szinezheté harom szinnel, csak néggyel. A biz-
tonsag kedvéért térjliink vissza arra a pontra, ahol volt valasztasi lehetgségiink két szin
kozott, és vizsgaljuk meg, mi torténik, ha sététkék helyett zoldre szinezziik azt.

Latni fogjuk, hogy ez a dontésiink ismét kényszeriti az el§z6 esetben is kényszeritett
pontok szinét, igy az utolsé csomdpont szine nem keriilhet ki az addig hasznélt palettabol,
tehat a jo szinezéshez a palettat haromrol négyre sziikséges béviteni:

G,

A fentiekbdl kovetkezik, hogy a kromatikus szam 4, y (G3) =4. R
3. SIKGRAF-E AZ ORAN MEGADOTT GRAF?
Megoldas:

Tudjuk, hogy egy G grafot sikgrafnak neveziink, ha lerajzolhat6 tgy a sikra, hogy az
élgorbék nem metszik egymast. Vilagos, hogyha tudunk mutatni egy olyan lerajzolasét a
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grafnak, amely teljesiti ezt a feltételt, akkor tovabbi vizsgalatok nélkiil is kijelenthetjiik,
hogy a grafunk sikgraf.
Az elgadéson felrajzolt grafot a kovetkezd abra mutatja.

b c
G,

f e

Vil4gos, hogy a megadott lerajzolasban a problémét az a és a d pontok, valamint az f
és a d pontok kozott futd élek megadott lerajzolasa jelenti. Szerencsére meg tudunk adni
olyan lerajzolast, amely eleget tesz a sikgraf definiciéjaban megadott feltételeknek. Egy
ilyet mutat a kovetkez& abra.

A megadott lerajzolas eleget tesz a feltételeknek, ezért Gy sikgraf. Mellékszal: mivel
sikgraf, a négyszin-tétel értelmében jol szinezhets egy legfeljebb 4 széles palettéval. Példat
a kovetkezd abra mutat.

G,

4. VAN-E TELJES PAROSITAS AZ ORAN MEGADOTT GRAFBAN?Y

Megoldas:
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Megtanultuk, hogy az M C F (G) élhalmaz egy parositas a G grafban, ha M-ben ninc-
sen hurokél és semmelyik két M-beli élnek sincsen kozds pontja. Ezt a pérositést teljes
parositasnak nevezziik, ha V (M) = V (G), tehat M az eredeti G graf minden pontjat
parositja.

A megadott G5 grafban van ilyen teljes péarositas. Igazoljuk a létezését ngy, hogy
megadunk egy ilyet. Ezt mutatja a kdvetkezs &bra, melyen pirossal szerepelnek azok az
élek és pontok, amelyek a teljes parositast alkotjak. Vilagos, hogy ha a parositas teljes,
akkor nem maradhat feketén pont.

Latjuk, hogy a megadott My teljes parositasban 5 él és 10 pont szerepel, az élek vég-
pontjainak halmazai diszjunktak, a parositdsban szereplé pontok szidma pedig megegyezik
az eredeti G graf pontjaival és a pontjainak szamaval. Készen vagyunk.
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