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Kombinatorika, negyedik házi feladat

1. Az ábrán látható karikák egy telken lév® gyümölcsfákat jelölik.

Az A-val jelölt fán egy cinke, a B-vel jelölt fán egy rigó ül. Id®e-

gységenként mindkét madár a t®le északi, déli, keleti vagy nyugati

irányban álló legközelebbi fák egyikére repül. Lehetséges-e, hogy

valamikor mindketten ugyanazon a fán ülnek?

A

B

Megoldás:

El®ször is fordítsuk le a gráfelmélet nyelvére a kérdést. Világos, hogy a feladatban gra�ku-
san csak egy gráf pontjai adottak, a közöttük futó élek nem. Ezeket a feladat szövege
alapján húzhatjuk be a pontok között. Mivel a madarak a négy égtáj felé található szom-
szédos fákra repülhetnek − tehát pl. észak-keleti, dél-nyugati, stb. irányban nem −,
mozgásukra a megadott ponthalmazon a következ® gráf rajzolható fel:

A

B

Mivel a gráfunk struktúrája egyszer¶, könnyen meg tudunk adni egy jó pontszínezést.
Mutassuk meg, hogy a gráf kromatikus száma χ (G) = 2, mert kett® színnel jól színezhet®,
a szomszédos pontok különböz® szín¶ek.

A

B
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Látjuk, hogy a gráf kromatikus száma χ (G) = 2, ezért a vizsgált gráfunk páros. Azt
is látjuk, hogy az A és a B pont, ahonnan a madaraink indulnak, külön osztályba tartoz-
nak. Ebb®l, valamint a páros gráfokkal kapcsolatos ismereteinkb®l − élek csak az osztá-
lyok között futnak, de osztályon belül nem − következik, hogy az alsó osztályból induló
madarunk a következ® id®lépésben a fels® osztályba jut, majd onnan megint az alsóba és
így tovább. Hasonlóképpen: a fels® osztályból induló madár a második id®lépésben az alsó
osztályba jut, majd onnan visza a fels®be és így tovább.

A páros gráf tulajdonságai miatt nem fordulhat el®, hogy egy madár a k-adik és a
k + 1-edik id®lépésben is ugyanabban az osztályban van. Ebb®l következik, hogy nem
következhet be, hogy a két madár azonos osztályban tartózkodik, ez pedig kizárja azt is,
hogy azonos csomóponton − fán − tartózkodjanak. A válaszunk tehát nemleges. �

2. Határozzuk meg az ábrán látható gráf kromatikus számát:

G
3

Megoldás:

Azt ránézésre is látjuk, hogy a gráf tartalmaz páratlan hosszú kört − hivatkozhatunk
bármelyik hármas klikkre −, ezért biztos, hogy nem páros, tehát kett® szín biztosan kevés
lesz a jó színezéshez, azaz χ (G3) ≥ 3. Els® közelítésben próbáljuk meg három színnel
kiszínezni a gráfunkat és nézzük meg, hogy sikerrel járunk-e.

A színezést egy hármas klikkel kezdjük, ehhez világos, hogy három különböz® színre
lesz szükségünk.

G
3

Amennyiben jó színezést szeretnénk, úgy a fenti klikkszínezés kényszeríti a következ®
pontok színezését is. Nincsen választásunk, hogy milyen szín¶ek lesznek, csak egyféle
megoldás van.

G
3

A következ® lépésben ismét szabadon dönthetünk egy pont színér®l: világoskék nem
lehet, csak sötétkék vagy zöld. Színezzük sötétkékre, majd vizsgáljuk meg, hogy a dön-
tésünk milyen következménnyekel jár a színválasztási szabadságunk tekintetében.
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G
3

Látjuk, hogy az el®z® döntésünk ismét kényszeríti bizonyos pontok színeit ahhoz, hogy
az elvárásnak megfelel®, jó színezést kapjunk. Színezzük be a kényszerített pontokat:

G
3

Látjuk, hogy az utolsó, még nem színezett pontunk három olyan ponttal szomszé-
dos, melyek az eddigi színezésünk mindhárom színével ki vannak színezve. Amenny-
iben jó színezést szeretnénk, az utolsó pontunkat egy negyedik színnel (citromsárga) kell
kiszíneznünk.

G
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Úgy t¶nik tehát, hogy a gráfunk nem színezhet® három színnel, csak néggyel. A biz-
tonság kedvéért térjünk vissza arra a pontra, ahol volt választási lehet®ségünk két szín
között, és vizsgáljuk meg, mi történik, ha sötétkék helyett zöldre színezzük azt.

Látni fogjuk, hogy ez a döntésünk ismét kényszeríti az el®z® esetben is kényszerített
pontok színét, így az utolsó csomópont színe nem kerülhet ki az addig használt palettából,
tehát a jó színezéshez a palettát háromról négyre szükséges b®víteni:

G
3

A fentiekb®l következik, hogy a kromatikus szám 4, χ (G3) = 4. �

3. Síkgráf-e az órán megadott gráf?

Megoldás:

Tudjuk, hogy egy G gráfot síkgráfnak nevezünk, ha lerajzolható úgy a síkra, hogy az
élgörbék nem metszik egymást. Világos, hogyha tudunk mutatni egy olyan lerajzolását a
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gráfnak, amely teljesíti ezt a feltételt, akkor további vizsgálatok nélkül is kijelenthetjük,
hogy a gráfunk síkgráf.

Az el®adáson felrajzolt gráfot a következ® ábra mutatja.

G4

a

b c

d

ef

Világos, hogy a megadott lerajzolásban a problémát az a és a d pontok, valamint az f
és a d pontok között futó élek megadott lerajzolása jelenti. Szerencsére meg tudunk adni
olyan lerajzolást, amely eleget tesz a síkgráf de�níciójában megadott feltételeknek. Egy
ilyet mutat a következ® ábra.

G4
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A megadott lerajzolás eleget tesz a feltételeknek, ezért G4 síkgráf. Mellékszál: mivel
síkgráf, a négyszín-tétel értelmében jól színezhet® egy legfeljebb 4 széles palettával. Példát
a következ® ábra mutat.

G4

a

b c

d

ef

4. Van-e teljes párosítás az órán megadott gráfban?

G
5

Megoldás:
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Megtanultuk, hogy az M ⊆ E (G) élhalmaz egy párosítás a G gráfban, ha M -ben ninc-
sen hurokél és semmelyik két M -beli élnek sincsen közös pontja. Ezt a párosítást teljes
párosításnak nevezzük, ha V (M) = V (G), tehát M az eredeti G gráf minden pontját
párosítja.

A megadott G5 gráfban van ilyen teljes párosítás. Igazoljuk a létezését úgy, hogy
megadunk egy ilyet. Ezt mutatja a következ® ábra, melyen pirossal szerepelnek azok az
élek és pontok, amelyek a teljes párosítást alkotják. Világos, hogy ha a párosítás teljes,
akkor nem maradhat feketén pont.

G
5

Látjuk, hogy a megadott M5 teljes párosításban 5 él és 10 pont szerepel, az élek vég-
pontjainak halmazai diszjunktak, a párosításban szerepl® pontok száma pedig megegyezik
az eredeti G5 gráf pontjaival és a pontjainak számával. Készen vagyunk.
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