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KOMBINATORIKA, HARMADIK HAZI FELADAT

1. RAJZOLJUNK LE EGY OLYAN (8 PONTU) GRAFOT, AMELYNEK FOKSZAM-
SOROZATA: 0,1,2,3,4,5,6,7. VAN-E ILYEN EGYSZERU GRAF?

Megoldas:

7
Latjuk, hogy > ¢ = 28, és tudjuk, hogy tetszbleges G graf esetén > d(v) =2-|E(G)|,
i=0 veV(G)
azaz a fokszamosszeg az élek szamanak kétszeresével egyenld, ezért célunk egy olyan al-
talanos graf felrajzolasa, melyben Gsszesen 14 él fut, valamint eleget tesz a feladatban el6irt

fokszamsorozat-feltételnek. Az abra egy lehetséges megoldast mutat.

A kérdés, amely szerint 1étezik-e olyan egyszeri graf, amely eleget tesz ennek a feltétel-
nek, a valaszunk nemleges. Itt elegendd hivatkozni a konzultacion targyalt és bizonyitott
tételre, amely szerint minden legalabb 2-ponti egyszerd grafban van két azonos fokszamiu
csiacs. Mivel a kért fokszdmsorozat-feltétel nem tartalmaz két azonos fokszamot, nem raj-
zolhato ilyen egyszert graf.

2. AZ ALABBI HAROM ALAKZAT KOZUL MELYEK RAJZOLHATOK LE A CERUZA
FELEMELESE NELKUL UGY, HOGY MINDEN VONALAT EGYSZER ES CSAK EGYSZER
HUZUNK MEG?

|
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Megoldas:

Elgszor is formalizéljuk a feladatot, majd a grafelmélet nyelvén fogalmazzuk meg, hogy
mi is a kérdés. Az alakzatok helyett vegyiink fel grafokat gy, hogy a grafok élei mege-
gyezzenek az alakzatban szerepld vonalakkal. Pongyolan fogalmazva olyan grifokat kell
felvenniink, melyekre révetitve az eredeti alakzatunkat az teljesen fedni fogja a felvett
grafot.

Megtanultuk, hogy egy G gréafban v vonal egy Euler-vonal, ha v minden élen (pontosan)
egyszer halad at, tovabba minden cstucsot meglatogat. Tudjuk, hogy ez az Euler-vonal egy
ceruzafelemelés nélkiili lerajzolasat jelenti ennek a G grafnak.

A feladat tehat az, hogy ezeket a grafokat vizsgaljuk meg abbol a szemponthol, hogy
van-e benniink (nyilt vagy zart) Euler-vonal. Ha van benniik Euler-vonal, akkor értelem-
szeriien az eredeti alakzatok lerajzolhatok ceruzafelemelés nélkiil. Amennyiben nem tar-
talmaznak Euler-vonalat, a valaszunk nemleges.

Vizsgaljuk az els6 alakzatot, vegyiink fel egy megfelels G grafot:

c d

Latjuk, hogy G Osszefiiged, mert barmely két pontja kozott létezik séta. A graf pon-
tjainak fokszama: {a,b,c,d,e, f} — {4,4,3,3,2,4}. Mivel G Osszefiiggs, valamint pon-
tosan két paratlan foka pontja van (¢ és d), ezért Gi-ben van nyilt Euler-vonal, tehét az
eredeti alakzat lerajzolhato ceruzafelemelés nélkiil. Adjunk is meg egy nyilt Euler-vonalat.
Tudjuk, hogy ebben az esetben a vonal az egyik paratlan fokszamu pontbhdél indul, valamint
a masikban végzddik:

o
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Az Fuler-vonal tehat az érintett pontok sorrendjében: dbeabfcafdc, ez kész, ezzel
rendben vagyunk.
Vizsgéljuk meg a masodik alakzatot, adjunk meg egy megfelel6 Go grafot:

A graf pontjainak fokszdma:
{a7b7c?d7e7f?g’ h7i’j’ kj} - {4?47474’3’4’4’47374}’

ismét két paratlan fokszamu pontunk van tehat, tovabba ismét osszefiiggs a grafunk, ezért
létezik a grafban ny{lt Euler-vonal, az eredeti alakzatunk tehat lerajzolhat6 ceruzafelemelés
nélkiil. Az Euler-vonal kezdd és végpontjai ezattal az e és j pontok lesznek.

Végiil vizsgaljuk meg az utolso, harmadik alakzatunkat. Adjunk meg egy megfelels G
grafot:

Latjuk, hogy a graf pontjainak fokszama
{a7b7c7d7e’f7g7h7i} _> {373747474747473’3}7

tehat a paratlan fokszamua pontok szama ketténél tobb (négy), igy a grafelmélet Euler-
tételének értelmében a grafban nem létezik Fuler-vonal. Kovetkeztetés: az eredeti dbra
nem rajzolhaté le ceruzafelemelés nélkiil.

3. HA LEHETSEGES, ADJUNK MEG GRAFIZOMORFIZMUST Gg ES G1g KOZOTT!

Megoldas:
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Latjuk, hogy a csicsok szama mindkét graf esetén n = 10, valamint azt is latjuk, hogy
minden cstcs fokszama mindkét graf esetén 3. Jelen esetben mindkettd sziikséges feltétele
annak, hogy létezzen grafizomorfizmus Gg és G kozott, amely egy bijektiv és struk-
taratarto6 leképzés gy, hogy mind a leképezés, mind pedig az inverze egyarant szomszédos
csucsokra képezze le a szomszédos csiicsokat.

Azt sejtjiik tehdt, hogy Gg és Gy izomorfak, ezért probiljunk meg megadni egy ilyen
¢ : U — V bijekciot, ahol U = {uy,us,...,u1p} és V. = {v1,v,...,v10} halmazok Gg és
G grafok ponthalmazai. Ugyan ¢ meghatirozasara nem tanultunk konkrét algoritmust,
a feladat mégsem nehéz, csupan arra kell figyelni, hogy a fokszamok megtartisa mellett az
egyes pontos kozotti szomszédsagi viszony ne sériiljon. Induljunk el a kovetkez&képpen:

_ ( up uz U3z ug >
4 vy v2 v vy )’
hiszen ha lerdgzitjiik, hogy ui-hez vi-et szeretnénk rendelni, latjuk, hogy ui-t6l 1 tavolsagra
az ug,us és uy pontok vannak Gg-ban, igy ¢-nek olyan pontokat kell hozzajuk rendelnie,

amelyek Gig-ben vp-t6l szintén 1-1 tavolsidgra vannak. Vildgos, hogy harom ilyen pont
van, ezeket tetszblegesen szétoszthatjuk ueg, us és ug kozott. Haladjunk tovabb:

o Uy U2 U3 U4 U
[ vy v2 wvip v9 U3 )’
hiszen latjuk, hogy wus 1 tavolsdgra van wus-t6l, ug-t6l és ug-tol, és mivel ug-héz wvo-Gt

rendeltiik, igy us-hdz mar csak olyan pontot rendelhetiink, amelynek szomszédja vy. A wvs
éppen ilyen pont. Lépjiink még egyet:

_ Uy U2 U3 Ug U5 Ug
4 v v2 vip V9 vz vg )’
mert ug szomszédai: w7, ug és us, ebbdl az utébbi kett6hoz rendre a vg és vz pontokat
rendeltiik, igy olyan pontot kell keresniink, amely mindkettd szomszédja, ez pedig a vg. A
kovetkezs 1épés:

. Uy u2 U3 Ug U5 Ug UT
v v1 vy wvig V9 v3 vg V7 )’

mert w7 szomszédai: ug, ug és uz, ebbdl az utébbi kett6héz rendre a vg és vig pontokat
rendeltiik, igy olyan pontra van sziikségiink, amely mindkettének szomszédja. Ez a vr.
Ujabb lépés kovetkezik:

. Up U U3 U4 U5 U UT U8
- )
V1 V2 Vip V9 V3 Vg U7 U4

hiszen ug szomszédai: uig, us és us, ebbél az utébbi kett6hoéz pedig rendre a vig és vs
pontokat rendeltiik. Kell tehit egy olyan pont, amely mindkettének szomszédja. Ez a vy.
Az utols6 el6tti lépés:

. Uy U2 U3 U4 U5 Ug Uy U U9
U1 V2 Vi V9 V3 Ug Ut V4 Vg

hiszen ug szomszédai: wuig, ug és uy, utébbi kett6hoz pedig rendre vy és v; pontokat ren-
deltiik. Eppen ezért olyan pont kell, amely mindkettének szomszédja, ez lesz a vg. Az
utolsé 1épés:

_ [ W1 u2 U3 U4 Us U UT U U9 UL
- Y
V1 V2 UVipo V9 U3 V8 Uy U4 Vg Us
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hiszen w19 szomszédai: ug, ug és ug, ezekhez pedig rendre vg, v4 és vg pontokat rendeltiik.
Eppen ezért olyan pont kell, amely mindharomnak szomszédja, ez lesz a vs. Végeztiink,
latjuk, hogy ¢ bijekcié a két ponthalmaz kozott, igy a két graf izomorf, Gg = Gp.

4. A KG(16,3) KNESER-GRAF CSUCSHALMAZA ([136]), ES KET CSUCS (RESZHAL-
MAZ) PONTOSAN OSSZEKOTOTT, HA DISZJUNKTAK. MUTASSUK MEG, HOGY
KG(16,3)-BAN VAN HAMILTON-KOR.

Megoldas:

A Dirac-tétel szerint ha egy n-ponti G egyszerd grafban minden csucs foka legalabb a
csiicsszam fele (%), valamint n > 3, akkor G-ben van Hamilton-kér. Ezt kell vizsgalnunk
specidlisan K G (16, 3) esetére.

Tudjuk, hogy KG (16,3) egyszert graf, hiszen nincsen benne parhuzamos él, mivel a
részhalmazok kozotti diszjunk-tulajdonsigot csak egyszeresen értelmezziik. Azt mondjuk,
hogy ha A és B diszjunkt, akkor van kozottik él (egyetlen), ha nem diszjunktak, akkor
nincs kozottik él. Ez a definicio kizarja a parhuzamos éleket. Tudjuk tovabba, hogy
KG (16, 3)-ban nincsen hurokél sem, hiszen egy halmaz nem lehet diszjunkt énmagaval.

Azt is tudjuk, hogy a graf csicsai a standard 16-elemii halmaz 3-elemt részhalmazai,
amibdl kovetkezik, hogy a graf ponthalmaza (136) elemid. Egyszertibben fogalmazva a grafot
n = (136) = 560 pont alkotja.

Két halmaz diszjunkt, ha metszetiik az iires halmaz. Vildgos, hogy a standard 16-
elemd halmaz minden 3-elemii részhalmaza azon részhalmazoktél diszjunkt, amelyek pont
azt a harom elemet nem tartalmazzak, amelyet 6k maguk tartalmaznak. Ebbdl pedig
(165 3) = (133) darab van, hiszen ki kell venni az alaphalmazbél azt a harom elemet, amelyet
a vizsgalt részhalmaz tartalmaz. Ezzel belattuk, hogy a graf minden pontjanak fokszama
(133) = 286. Nem kérdés, hogy n > 3, valamint a csticsszam fele % - 560 = 280, aminél
minden csics fokszama pontosan hattal t6bb, ebbél kovetkezik, hogy KG (16, 3)-ban van
Hamilton-kér. W

5. MUTASSUK MEG, HOGY HA EGY GRAFBAN PONTOSAN KET PARATLAN FOKU
CSUCS VAN, AKKOR VEZET KOzZOTTUK UT.

Megoldas:

Elgszor is tegyiik fel, hogy a grafunk Osszefliges. Ebben az esetben az allitds trivialis
modon teljesiil, hiszen a graf egyetlen komponenshdl all, a két paratlan fokszamu csiics
kozott biztosan vezet ut, készen vagyunk.

Az izgalmasabb kérdeés az allitést belatni akkor, ha a grafunk nem osszefiiggs. Tegyiik
fel tehat, hogy a grafunk nem Gsszefiiggs. Ebben az esetben a graf legalabb két kompo-
nensre bomlik fel, amelyek cstcsdiszjunktak egymassal. Az vilagos, hogy ha egy grafban
pontosan ketté darab paratlan fokszamu cstucs van, akkor a graf fokszamdosszege paros.
Bizonyitsunk indirekt médon, tehét tegyiik fel, hogy a két paratlan fokszamu csiics kozott
nem vezet ut. Ha nem vezet kézottiik ut, akkor ez azt jelenti, hogy az eredeti grafunk
felbonthaté két komponensre igy, hogy a paratlan fokszamu csicsok kiilon komponensbe
keriilnek. Ebben az esetben a két komponens fokszdmdsszege kiilon-kiilon vizsgalva biz-
tosan paratlan lesz.

Létrejott tehat két olyan komponens, amelyek kiilon-kiilon paratlan fokszamosszeggel
rendelkeznek, mint (rész)graf. Tudjuk, hogy a grafok fokszamosszeg-képletének értelmében
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egy graf fokszamosszege az élek szamanak kétszerese:

Y. d)=2-1E@G).

veV(G)

Feltételezésiink szerint olyan részgrafjaink jottek 1étre, melyek esetén a fenti egyenlet bal
oldalan elhelyezkedd fokszamdsszeg paratlan. Vildgos, hogy egy grafban az élek szama
csak paros és paratlan lehet. A fenti képlet alapjan mindegy, hogy paros vagy paratlan az
élek szama, a fokszamosszeg sziikségszertien paros lesz. (Gondoljuk meg, hogy tetszdleges
paratlan szam kétszeres paros, valamint tetszéleges paros szam kétszerese is paros lesz.)

Ebbél kovetkezik, hogy minden véges irdnyitatlan graf paros darab paratlan fokszamu
csucesal kell, hogy rendelkezzen. Fz azt jelenti, hogy az eredeti grafunk, amelyben pontosan
kettd paratlan fokszamn cstcs van, nem bonhat6 fel olyan komponensekre, hogy a péaratlan
fokszamu csucsok kiilon komponensbe keriilnek, hiszen a fenti okok miatt ezeket a rész-
grafokat nem tudnank realizalni, ezek a grafok a fokszamdsszeg-képlet kovetkezményeként
nem létezhetnek.

A két péaratlan fokszamu csics tehat kézos komponensbe kell, hogy tartozzon. Ebben
az esetben vezet kozottiik ut, ami ellentmondas. A két paratlan fokszamu cstcs kozott
tehat biztosan vezet it. W

(Megj.: A bizonyitéshoz hasznalt fenti gondolatmenet az ugynevezett kézfogas-lemma,
amely a grafelmélet hires lemmaja, a fokszamosszeg-képletbdl kovetkezik.)

6. DONTSUK EL, HOGY (G3 GRAFBAN VAN-E HAMILTON-UT, HAMILTON-KOR.

@ ‘ Gl&

Azt ranézésre is meg tudjuk mondani, hogy a grafot n = 20 pont alkotja, és mivel a
Dirac-tétel nem akkor és csak akkor tipusd allitast fogalmaz meg, ezért ebben az esetben
nem alkalmazhaté. Konzultacion térgyalt allitas: ha egy tetszdleges G grafbol el lehet hag-
yni k darab pontot agy, hogy az elhagyés utan kapott grafnak legalabb (k + 1) komponense
lesz, akkor ebben a G grafban nincsen Hamilton-kor.

Legyen k = 2 és hagyjuk el a és b pontokat. Ekkor a graf pontosan (k+1) = 3
komponensre esik szét a fenti abran lathaté modon (G%). A grafban tehat nincs Hamilton-
kor.

A Hamilton-ut létezésére ehhez hasonlé receptet nem tudunk adni, de ha talalunk
egyet, azzal értelemszertien igazoljuk a létezését is.

Belathato, hogy a vizsgélt grafban megadhaté olyan tat, amely a graf minden pontjat
pontosan egyszer érinti. Egy ilyen utat mutat a kdvetkez§ abra. Kijelenthetjiik tehat, hogy
a graf tartalmaz Hamilton-utat.

Megoldas:
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7. EGY 210 PONTU FABAN MINDEN CSUCS FOKA 1 VAGY 3. HANY LEVELE
VAN A FANAK?

Megoldas:

Vilagos, hogy egy n = 210 ponti fa dsszesen n — 1 = 209 élet tartalmaz. Tudjuk, hogy egy
graf fokszamdsszege az élszam kétszeresével lesz egyenld, tehat ennek a 210 pontd fanak a
fokszamosszege 2 - 209 = 418. Jelblje k£ azon pontok szdmat a grafban, amelyek fokszama
1, és jel6lje | azon pontok szamét a grafunkban, amelyek fokszama 3. Egyrészt tudjuk,

hogy
k+1 =210,

hiszen a grafban 1évs pontok fokszama vagy 1, vagy 3, és tudjuk, hogy 210 pont van a
grafban. Felirhato még:
418=1-k+3 -1,

hiszen a fokszamosszeg tgy all dssze, hogy megszorozzuk az 1-foka csiicsok szamat 1-gyel,
és hozzdadjuk a 3-foku csicsok szdméanak héromszorosat. Van két egyenletiink és két
ismeretleniink, oldjuk meg az egyenletrendszert:

k+1=210k=210—-1, 418=210—1+3l < 208 =2l < [ =104 és k = 106.

Mivel definicié szerint levélnek nevezziik a fa 1-foku pontjait, igy k& pontosan a levelek
szamét adja meg. A fa tehat 106 levelet tartalmaz, készen is vagyunk.
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