Unger Tamés Istvan FTD1YJ

Név: Unger Tamas Istvan
Neptun: FITD1YJ
Web: http://maxwell.sze.hu/ ungert

KOMBINATORIKA, MASODIK HAZI FELADAT

1. HANYFELEKEPPEN LEHET LEIRNI A KOMBINATORIKA sz0 BETUIT UGY,
HOGY A B £s M BETUK NE KERULJENEK EGYMAS MELLE?

Megoldas:

Viladgos, hogy egy multihalmaz sorbaallitisdra kérdez ra a feladat, tehat ismétléses per-
mutaciorol van szé. Prébaljuk meg hiba és eliras nélkiil formalizalni a példat. A vizs-
galt alaphalmazunkat a KOMBINATORIKA sz6 betti alkotjak, ezen alaphalmaz felett
értelmezziik azt a multihalmazt, melynek multiplicitdsvektora megadja, hogy az egyes
szoalkot6 bettikbél hany darab taldlhaté a vizsgalt szavunkban:

H={K,O0,M,B,I,N, A, T,R}, M(H)=(221,1,2,1,2,1,1).

Elgszor meghatarozzuk a kiindulasi, k = 9 elemt H feletti |M| = 13 elemii M multihalmaz
sorbaallitdsainak szamat:

|M|! B 13! B 13!
M (hq)! - M (ho)!- .- M (hy)! — 201-20-10-10-20- 10201111 21.20.21. 21

9] =

Ebbdl az ) 6sszes esetet tartalmazé halmazbol kellene kipakolnunk azokat az eseteket, ahol
a B és M bettik egyméas mellett allnak, ezeket az eseteket kivonva az Osszes eset szamabol
kapjuk a vélaszt a feladat kérdésére. Hatarozzuk meg ezeket az eseteket!

Mbdositsuk az alaphalmazunkat tgy, hogy a B és M bettiik egy alaphalmazbeli elemet
képeznek (MB). Igy a modositott alaphalmazunk és a médositott multihalmazunk @j mul-
tiplicitasvektora:

H' ={K,O,MB, N, A, T,R}, M*(H')=(2,2,1,2,1,2,1,1).
A modositott, & = 8 elemi H feletti |M| = 12 elemtd M multihalmaz sorbaallitasainak
szama.:
|M|! 12! 12!

A = = — .
= M (h)l- M (ho)!- ..~ M (hy)! 2020 11-21-11-20-11- 11 21-21- 2. 2]

Vegyiik észre, hogy a B és M bettik nem csak MB-sorrendben, hanem BM-sorrendben is
allhatnak egymas mellett, ezekkel az esetekkel is szamolnunk kell. Ehhez ismét tartotozik
egy modositott alaphalmaz és egy multihalmaz is:

H"={K,O,BM,I,N, A, T,R}, M*™(H")=(2,2,1,2,1,2,1,1),

mely multihalmaz sorbaallitasainak szdma megegyezik az el6bb vizsgalt multihalmaz sor-
baallitasainak szamaval, azaz

12!

Al = A = oo ar
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Mivel Al és A2 diszjunkt esethalmazok, ezért a valasz:

13! 12!
Q| — |A1| — |A2| = 5 = 329313600.

o122 2 3122

2. MENNYI Az 297220 MONOM EGYUTTHATOJA AZ (z+y + 2)'"

BAN? Es az 2'%%023° MONOME?

POLINOM-

Megoldas:

Megtanultuk, hogy

n! oo
n __ i, ] k PR
(z+y+2)"= | Z TR Vi, j, k € N,
i+j+k=n
a feladat tulajdonképpen csak ennek a képletnek az egyszerd hasznalatat varja el t6link.
Latjuk, hogy az 219970220 esetben i = 10, j = 70 és k = 20, ami n = 100 mellett egyrésat

lehetséges, hiszen ¢ 4+ j + k = n fennéll, masrészt pedig behelyettesitve

n!

i Gk 100! 10,70 20
TR €
ik

Y2 T 10 70r- 200"
adodik, tehat a kérdéses monom egyiitthatéja

100!

~ 32
107 701201 (~ 8,8249 - 10%7) .

A feladat masodik kérdésnek ne déljink be, inkabb hasznaljuk az esziinket. Latjuk,
hogy 20920230 esetén i 4+ j + k # n, igy tehat a monom kizarolag nulla egyiitthatoval

szerepelhet az Gsszegben.

3. HANYFELEKEPPEN LEHET 10 LAPOT KIVALASZTANI AZ 52 LAPOS FRAN-
CIA KARTYA CSOMAGBOL UGY, HOGY A KIVALASZTOTT LAPOK KOZOTT MIND A
NEGY SZIN ELOFORDULJON?

Megoldas:

Keveset kartyazo hallgatoknak talan kevésbé egyértelmii, mivel allunk szemben. A fe-
ladatban hivatkozott pakliban négy szin (kor, karo, treff és pikk) van, és minden szin-
bél tizenharom kiilénb6zd lapunk van (4 - 13 = 52). Mivel elég bonyolult és kifejezetten
hosszadalmas feladat lenne minden esetet direkt Gton Gsszeszamolni, ezért a gyanakvé
hallgatéban felmeriil, hogy a logikai szita hasznélatéra van sziikség.

Fontos, hogy a feladat nem emlit semmit sem arrol, hogy mikor szamit kiilonbézének
két kivalasztés. En a feladat megoldasa soran feltettem, hogy szamit a sorrend, tehat nem
mindegy, hogy a tizlapos kivalasztasi eljaras soran elGszor valasztom ki a kor aszt és utédna
a karéd otost, vagy éppen forditva.

Legyen () az Osszes lehetséges kivalasztas halmaza. Ekkor

52!

]Q|:52-51-50-49-48-47-46-45-44-43:E.

Definialjunk négy halmazt:

e A;: Azon kivalasztasok halmaza, melyekbdl hianyzik a kor;
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e As: Azon kivalasztasok halmaza, melyekbdl hianyzik a karo;
e As: Azon kivalasztasok halmaza, melyekbd] hianyzik a treff;
e A,: Azon kivalasztasok halmaza, melyekbdl hianyzik a pikk.

Nézziik végig az egyes halmazok elemszamait:

39!

[As] = [Az] = [ As] = |As| = 393837363534 33323130 = T,

hiszen ezekben az esetekben mindig ki kell venni egy-egy szint — tehat 13 lapot — a
lehetséges lapok koziil. Természetesen (411) = 4 ilyen eset van. Nézziik a kettes metszeteket:

26!
‘Al ﬁAg‘ = ‘Al ﬁAg‘ = ‘Al ﬁA4‘ = ‘AQ ﬁAg‘ = ‘AQ ﬁA4‘ = ‘A3 ﬁA4‘ = 176"

hiszen ezekben az esetekben mar két-két szint — tehat 26 lapot — kell kivenni a lehetséges
lapok koziil. Ilyen metszetbdl (3) = 6 darab van. Nézziik a hdrmas metszeteket:

13!
|A1ﬂA2ﬂA3|:|AlﬂA2ﬁA4|:|A10A3ﬁA4‘:|A2ﬁA3ﬂA4|:?,

ezekben az esetekben ugyanis méar harom-harom szint — tehat 39 lapot — kell kivenni a
lehetséges lapok koziil. Ilyen metszetbdl (g) = 4 darab van. Triviilis toviabba, hogy

|A1ﬂA2ﬁA30A4‘:O

hiszen ha egyik szinbél sem hizunk lapot, akkor egyaltalan nem htzunk lapot, olyan pedig
nem lehet.
Irjuk fel a logikai szitat:

’A1UA2UA3UA4| = |Q’— |A1|—|A2|—...—‘A4|—|—
—|—|A1ﬂA2|—|—|A1ﬂA3|+...+|A3ﬁA4|—
—|A1ﬂA2ﬂA3|—|A1ﬂA20A4‘—...—|A2ﬂA3ﬂA4|—|—

+|A1ﬂA2ﬂA30A4“

Konkretizaljuk erre a példara:

521 4 39! 4 26! 4 13! 4
‘A1UA2UA3UA4’:7 <> +<> () +(>‘0%4,83'1016.

42! \1) 291 "\2/) 161 \3) 31 " \4

Nem sziikséges magyarazni, ez pont azon eseteknek a szama, amelyeknél mind a négy szin
elgfordul.

Megjegyzés: természetesen ugyanigy megoldhaté a feladatnak az a verzidja is, amikor
a sorrend nem szamit. Ebben az esetben || = (?g), az egyes halmazok elemszama kiilon-
kiilén (‘Z’g), a kettes metszeteké kiilon-kilon (?8), a harmas metszeteké Gg), és a négyes

metszet ismét iires. A rend kedvéért irjuk fel igy is a szitaformulat, ha mar idaig eljutot-
tunk:
52 4\ (39 4\ (26 4\ (13 4 10
(10) = (1) (o) (o) (i) = (5)- o) = (5) om0
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4. OLDJUK MEG A KOVETKEZO MASODRENDU LINEARIS REKURZIOT!
ag = 17 a] = 17 ap = Qp—1 + 2ap_2.

Megoldas:

Elgszor hagyjuk figyelmen kiviil a kezdeti feltételeket és vizsgaljuk meg azt, hogy mely
an, = q"* mértani sorozatokra teljesiil a feladatban el&irt

(p = Gp—1 + 20ap—2
rekurziv feltétel (¢ # 0). Keressiik tehat azokat a g szamokat, melyekre fennall, hogy
qn — qn—l + 2qn—2

minden n > 2 esetén. Osszuk le az egyenlet mindkét oldalat ¢ 2-vel és rendezziik az
egészet nullara:
P —q—2=0.

A masodfoku egyenlet megoldasa két valos gyokét eredményez:
q=2¢ésq=—1,

tehat azt kaptuk, hogy az
anp=2"ésa a, = (—1)"

sorozatok kielégitik a rekurziv Osszefiiggésiinket. Tudjuk tovabbd, hogy ezen sorozatok
linearis kombindaciéi is ki fogjak elégiteni a rekurziv 6sszefiiggésiinket, azaz

an:a'2n+ﬁ'(_1)n

irhato fel. Keressiik meg azokat az « és 3 szamokat, amelyek kielégitik a kezdeti feltételein-
ket, azaz teljesil, hogy

aw=1=a-224+8- (-1 ésa=1=a-2' +5- (-1

Az a és [ ismeretlenekere felirhat6 egyenletrendszer tehat:

a+f=1,

200 — B = 1.
Az egyenletrendszer megoldasa a rendelkezésre all6 linearis algebrai tudasunkkal nem okoz
gondot. A megoldasok: a = %, 8= % Igy az a,, sorozat keresett explicit alakja:

2

ap = —-2"

1
— - (=D". |
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