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KOMBINATORIKA, ELSO HAZI FELADAT

1. AZ ALABBI TERKEPPEL LEIRT TERULETEN A JELZETT UTAKON HALADVA A-
BOL B-BE KELL ELJUTNUNK. HANY LEHETOSEGUNK VAN, HA NEM TERHETUNK
VISSZA EGY MAR ELERT CSOMOPONTBA (TEHAT MINDIG "TAVOLODUNK" A-
TOL)?

Megoldas:

Cimkézziik meg a feladatkiirasban még cimkézetleniil 4ll6 csomoépontokat is az egyszertiség
és a kovethetség kedvéért. Nyolc csomépont van, melyek koziil hat &ll cimkézetleniil,
legyenek &6k rendre @1, @2, ..., pg.

Els6 kozelitésben még ne foglalkozzunk az élekkel, csak azt nézziik meg, hogy a lehet-
séges utak A és B kozott milyen csomoépontok érintésével épiilhetnek fel. Jol lathatoan
harom olyan csoméponthalmaz van, amely eleget tesz a feladatban tamasztott feltételeknek.
Ez a harom a kovetkezs: Ap1pop3B, Ap1p4B és ApspeB. Az ezekhez tartozo utvonalakat
kiilon-kiilén szamoljuk Ossze. A logika a kovetkezd:

1. A-bol pi-be kétféleképpen, p1-bél pa-be egyféleképpen, ¢a-bbl p3-ba haromfélekép-
pen, p3-bél B-be pedig kétféleképen juthatunk el. Ez azt jelenti, hogy rendre az
Ap1papsB csombpontokat kivetve 2 -1 -3 -2 = 12 kiilénbozé dtvonal van;
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2. A-bol p1-be kétféleképpen, ¢1-bdl py4-be kétféleképpen, p4-bdl B-be pedig egyfélekép-
pen juthatunk el. Ez azt jelenti, hogy rendre az Ap1p4B csomédpontokat kdvetve
2-2-1 =4 kiilonb6z6 Gtvonal van;

3. A-bol ps-be egyféleképpen, s5-b6l @g-ba négyféleképpen, g-bol B-be pedig két-
féleképpen juthatunk el. Ez azt jelenti, hogy rendre az ApspgB csomoépontokat
kévetve 1 -4 -2 = 8 kiilénb6z6 titvonal van.

Ezzel lefedtiik az Gsszes esetet, igy az utvonalak szdma 12 + 4 4+ 8 = 24.

2. Az {1,2,...,100} HALMAZNAK HANY OLYAN RESZHALMAZA VAN, AMELYBEN
AZ ELEMEK OSSZEGE PARATLAN?

Megoldas:

Legyen [100] = {1,2,3,...,100}. Ekkor a tanultak alapjan |[100]| = 100 és |P {[100]}| =
2100 Azt allitom, hogy egy standard n-elemt nemiires halmaznak pontosan ugyanannyi
olyan részhalmaza van, melynek elemd&sszege paros, mint amennyi paratlan elemosszegszamu
részhalmaza van. Ebben az esetben ez 29°. Az &llitasommal persze nem ériink semmit sem,
amig be nem latjuk, hogy igy van.

Allitsuk parba a paratlan elemdsszegii részhalmazokat a paros elemdsszegti részhalma-
zokkal. Tegyiik meg ezt nugy, hogy tartozzanak egy parba azok a részhalmazok, melyek
csak és kizarolag a karakterisztikus vektor els§ bitjében térnek el egymadstél, a tébbiben
viszont megegyeznek. Ezzel kialakulnak olyan parok, melyek esetében az egyik halmaz nem
tartalmazza az "1" elemet, de ha ehhez a halmazhoz hozzatessziik az 1-et, akkor pontosan
a mésik halmazt, a parjat kapjuk.

Neézziink egy példat, legyen n =4, [4] = {1,2,3,4}. Ekkor a parok a kovetkezsképpen
alakulnak:

1000 -0000
1001 - 0001
1010 -0010
1011 - 0011
1100 -0100
1101 - 0101
1110 -0110
1111 — 0111

{1} — {0}, ami paratlan (1) és péaros (0);

{1,4} — {4}, ami paratlan (5) és paros (4);

{1,3} — {3}, ami paros (4) és paratlan (3);

{1,3,4} — {3,4}, ami paros (8) és paratlan (7);
{1,2} — {2}, ami paratlan (3) és paros (2);

{1,2,4} — {2,4}, ami paratlan (7) és péaros (6);
{1,2,3} — {2,3}, ami paros (6) és paratlan (5);
{1,2,3,4} — {2,3,4}, ami paros (10) és paratlan (9).

rrerre

Az egyik részhalmaz elemosszege tehat mindig paros, a masik pedig mindig paratlan. Igy
parbadllitottuk a részhalmazokat, lett 2”1 darab parunk, mindegyikben egy péros és egy
paratlan elemdsszegid részhalmazzal. Gondoljuk bele, hogy miért van igy! A vilasz egysz-
erii. Az a részhalmaz, amelyik az "1" elemet nem tartalmazza, az lehet péaros vagy lehet
péaratlan elemosszeg, teljesen mindegy. Ha ez a részhalmaz paros elemdosszegt volt, akkor
az "1" hozzapakolasiaval tuti biztos, hogy péaratlan elemdsszegd részhalmazt kaptunk. Ha
ez a részhalmaz viszont paratlan elemdsszegi volt, akkor az "1" elem bevételével teljesen
biztos, hogy paros elemdosszegii lesz. Ez természetesen nem csak n = 4 esetén igaz, hanem
V' n € Z* esetére is.
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3. HOzZZUK ZART ALAKRA A KOVETKEZO KIFEJEZEST:

Zn: (Z)zﬂf (—1)"k.

k=0
Megoldas:

A binomialis tételre ((z +y)" = Y (})2z*y"~*) hivatkozva felirhato:

zn: (Z)zl’f (—1)"F = (4 + (—1)" = 3"

k=0

4. AZ ALABBI EGYENLETNEK HANY MEGOLDASA VAN A NEMNEGATIV EGESZEK
KOREBEN?
a+b+c+d=2018.

Megoldas:

Ne tévesszen meg minket az algebrai talalas, a probléma természetesen klasszikusan kom-
binatorikai gyokerekkel rendelkezik. Ko6zelitsilk meg mésképpen, hogy egyértelmi legyen.

Egy kozismert szegedi borszakiizletben négyféle bor kaphaté. A kereskedés fennallasa-
nak 150. évfordul6jara oriasi akciét hirdetett, melynek keretei kdzott az a vasarld, aki képes
2018 palack bor egyideji elszallitasara, az mind a 2018 palackot ingyen viheti el. Szomjas
Béla ezért egy autokolesonzobél kibérel egy IFA-t, amely alkalmas a pontosan 2018 palack
bor egyidejd elszallitasara, majd gondosan leparkolja azt a borkereskedés bejarata el6tt és
gondos pakolasba kezd. Héanyféleképpen pakolhatja tele Szomjas Béla a 2018 palack bor
elszallitasara alkalmas IFA rakoddterét a borszakiizlet négyboros kinalatahol?

Van tehat n = 4 elemt halmazunk (pl.: {kékfrankos, chardonnay, kadarka, merlot}),
efelett a halmaz felett keressiik a k = 2018 elemii multihalmazok szdmat. Hasznéljuk az
oran tanult tételt:

n\\ 4 (2018 +4—1\  /2021\  /2021\ 2021 B
<<k:>> N <<2018>> - < 2018 ) - <2018> N ( 3 ) -~ 31(2021 - 3)!
_ 202 1373734330.

312018!

5. A BorLvar KOzZLEKEDESI VALLALAT (BKV) JEGYEIN AZ ALABBI 5 X 5-0S
SZAMTABLAZAT SZEREPEL:

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
11 12 13 14 15
16 17 18 19 20
21 22 23 24 25
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AZ ELOIRAS SZERINT A BUSZON TALALHATO LYUKASZTONAK Tiz SZAMOT KELL
KILYUKASZTANIA UGY, HOGY MINDEN SORBAN PONTOSAN KETTO LEGYEN KI-
LYUKASZTVA. HANY ILYEN LYUKASZTASI MOD VAN?

Megoldas:

A lyukaszt6 tehat minden sorban pontosan ketts szamot lyukaszt ki. A sorrend természete-
sen nem szamit. Az elsG kérdés az, hogy a soronként szerepld 6t szambdél hanyféleképpen
tudunk kivalasztani kett6t gy, hogy a sorrend nem szamit. Ez bizony nem maés, mint egy
otelemi halmaz kételemti részhalmazainak szama, ami a tanultak alapjan

5 5! 5-4-3-2-1

2 2.3 2.1-3-2-1
A lyukasztd tehat tizféleképpen lyukaszthat ki egyetlen sorban két szédmot. Mivel a je-
gyiinkdn 6t sor van, ezért 6tszor kell kivalasztanunk 6t szambol kettét, a sorrend mindegy.

Ki kell valasztanunk az els6 sorbdl 6tot, és a masodik sorbdl 6t6t, és a harmadik sorbol
Otot, ... és végil az 6t6dik sorbol is 6tdt. A megoldas tehét:

0-0)-6)-0) (-
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