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KALKULUS II., NEGYEDIK HAZI FELADAT

1. (1 poNT) HATAROZZUK MEG AZ f (z,y) = (z 4+ y)* FUGGVENY LOKALIS SZEL-
SOERTEKEIT AZ 22+ y? = | FELTETEL MELLETT!

Megoldas:

A feladat nem igényel kiilonosebb gondolkodést, inkabb fussunk neki izombél és probaljuk
meg hibatlanul alkalmazni a tanult Lagrange-féle multiplikdtor médszert. Ehhez felirjiik
az

F(z,y,\) = (x+y)? = A2 +y* 1) =22 + 2zy + > — xa? — \y? + A

segedfiiggvényiinket, mert azt irja a receptkonyv. Kellenek még F' (z,y, ) - és y-szerinti
parcialis derivaltjai:
F.(z,y,\) =22 +2y — 2 \z =2 +y — Az és
Fé(z,y,)\) =20+4+2y -2 y=x+y— \y.

Most pedig rakjuk Ossze a haromismeretlenes egyenletrendszeriinket, melyben a par-
cidlis derivaltakat kell nullaval egyenlévé tenni, valamint hozza kell csapni a feltételbél
adodo x? + y? = 1 egyenletet is, igy:

r+y— A =0,
r+y—Ay=0,
22 +y? =1

A masodik egyenletbdl x = Ay — y adddik, ezt helyettesitsiik vissza az elsd egyenletbe:
AN —y+y—AAy—y) =02y — Ny =0y (2\ - \?) =0.

Az y = 0 megoldassal nem foglalkozunk, viszont a szorzat masik tagjat alkoto (2/\ — /\2) =
0 Osszefiiggés megoldasai: Ay =0 és A = 2.

Amennyiben A = A\; = 0, 4gy a masodik egyenletbsl z = —y adddik, ezt beirva a
harmadik sszefliggésiinkbe:

1 1
azaz My = (i —%,0) és My = (—%, %,0) megoldaskoordinatak.

\/57
Hasonl6an vizsgalandé a A = Ay = 2 eset. A mésodik egyenletbdl x = y adodik, ezt

beirva a harmadik 6sszefiiggésiinkbe:

1 1
P4y =+ =2 =1oy=+—, tchat z = +

V2 V2
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azaz M3 = (%, %, 2) és My = (—%, —%, 2) is megoldaskoordinétak.

Legyen most A = A\; = 0 rogzitett. Ekkor F' (z,y, A) masodik parcialis derivaltjai:

Fy (2,9,0) = (z +y), =1,
F}, (2,y,0) = F), (2,5,0) = (z +y), = (x +y), = 1,
Fy, (2,y,0) = (z +y), = 1,

igy tehat a Hesse-méatrix determinansa a

R N .
D=lp prl| = 1| =%

alaki, aminek természetesen nem Oriiliink, de vizsga- és hazi feladat-keretek kézott mar

nem is szamitunk méasra. Itt kell viszont észrevenni, hogy az eredeti f (z,y) = (z + y)2

fliggvény értékkészlete a valés szdmok halmazéan értelmezve Rar , valamint f %, —% =

f (—\%, %) = 0. Ez az érték globdlisan is a minimum, amit a kétvaltozos fiiggvényilink
felvehet. ami azt jelenti, hogy a fliggvényiinknek a kérdéses két pontban — amely rajta van
a feltételként szabott origd kézéponti, egységsugari kérvonalon — a fliggvénynek feltételes
minimuma van f (z,y)-nak. Ez tiszta sor, mondjuk ki tehat egyértelmden: f (z,y)-nak az

(@1,91) = (%7 _%> ¢s (22,92) = (—%, %) pontokban feltételes minimuma van.
Legyen most A\ = X\ = 2 rogzitett. Tekintsiik ismét F' (x,y, ) masodik parcialis
derivaltjait:
Fl(2,y,2) = (x4+y—22), =1-2=—1,
/ / ,
Fpy(2,y,2) = Fjp (2,9,2) = (v +y — 22), = (x+y — 2y), = L &
Fy, (2,y,2) = (a:—l—y—2y);: 1-92—_1.

Sajnos méar most is latjuk, de a korrektség kedvéért irjuk ki a Hesse-matrix determinansat:

N e I e T A
D=lp wl|=]1 =%

amire most sem tudunk Gszinte mosollyal reagalni. Ismét célszerd viszont gondolkodni.
Ne felejtsiik el, hogy a feltétel, amely mellett az f (z,y) fiiggvény szélsGértékeit keressiik,
egy egységnyi sugarii, origo kézéppontt kérvonal. A kérdést éppen ezért tgy is meg-
fogalmazhatnank, hogy melyek azok a pontok ezen a korvonalon, amely pontok x- és
y-koordindtainak Gsszegének négyzete a legnagyobb.

Bar azt latjuk, hogy a feltételes maximumok keresésekor a masodik derivaltakkal nem
jarunk sikerrel, ebben a példaban sokat segit, ha az eredeti f (x,y) fliggvényiinket felirjuk
a polarkoordinatak segitségével. A kovetkezdképpen jarjunk el:

Fxy) = f(r,p) = (rcose+rsing)? = r? cos? p + 2% cos psin g + 12 sin? ¢ =
=r? (Cos2g0—|—sin2cp—|—2coscpsin<p) =72 (1 +sin2yp),

utobbi egyenl@ség az ismert trigonometriai azonossagok miatt irhaté fel. Vilagos, hogy
ez a kifejezés akkor lesz maximalis, ha sin2p = 1. Ennek a trigonometrikus fliggvény
periodicitdsabdl kifolyolag végtelen sok megoldasa van, de ebben az esetben tudjuk, hogy
minket csak a 0 és a 27 kizé es6 megoldasok érdekelnek. Az egyikilyen a2p = § < ¢ = 7,

melyhez az egységkorvonalon (r = 1) az (x3,y3) = (1 ~cos 7,1+ sin%) = <i2, %) pont

o3

tartozik.
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Mivel a fliggvény m-vel periodikus, ezért a masik megoldasunk a ¢ = %77, melyhez az

egységkorvonalon az (x4,y4) = (1 - cos %W, 1-sin %77) = (—%, —%) pont tartozik.
Korabban mar belattuk, hogy mindkét pont rajta van a feltételiil szabott korvonalon,
ezért kijelenthetjiik, hogy f (z,y)-nak az (z3,y3) = (%,%) és (z4,y4) = <—%,—%>
pontokban feltételes maximuma van.
Hasonlé eredményre jutunk, ha az F'(z,y,2) fliggveény szélsGértékeinek keresésével

probalkozunk. Irjuk fel:
F(z,y,2) =24+ 2ry+y> —22° -2 + 2= 22 — > + 22y + 2 = —(w—y)2+2.

A teljes négyzetté alakitas utan latjuk, hogy F (z,y,2)-nek at y = = egyenes mentén van
maximuma. Ez az egyenes két helyen metszi a feltételként megadott egységsugara koriin-

ket: az (z3,y3) = (%, %) és (z4,y4) = (—%7—%) pontokban. Lathato tehat, hogy
igy is jo eredményre jutunk.

2. (1 PONT) HATAROZZUK MEG AZ ALABBI INTEGRALT, AHOL D AZ z = 0,
y=0, =4 —y?> GORBEK ALTAL HATAROLT KORLATOS SIKRESZ!

2x
ye
dxd
//4—x e
D

Megoldas:

A feladat megértéséhez és megoldasihoz elengedhetetlen, hogy felrajzoljuk a kérdéses D
korlatos sikrészt. Ezt mutatja a kovetkez§ abra.

2 .

1.5

0.5 1

Vil4gos, hogy a kérdéses korlatos sikrészt az z- és az y-tengelyek, valamint a kék szinnel
felvett = 4 — y? parabola hatéarolja. Formalizalva:

D:{(az,y)ERzzogySQ, 0§x§4—y2}.
Ebben az esetben a meghatarozandé integral az

r=4—y>

2
2x
ye
d d
/ 4—x o Y
0

=0
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forméaban adédik, melynek kiszamitasaval komoly gondjaink lennének. Meg sem prébaljuk,
hasznosabb, ha inkabb kapésbo6l megcseréljiik az integralas sorrendjét.

Latjuk, hogy x =4 —y? & 32 =4 — 2 & y = £/4 — z, amelybdl a feladathoz most
szamukra a pozitiv félre van sziikség. Igy a tartomanyunk a

D={(z,y) eR*:0<2<4, 0<y<Vi—z}

alakot 6lti, igy a kiszamolandé integral a megcserélt sorrendben az

4 y=v4—z
ye2x J J
/ / d—z W
0 y=0

Osszefliggés szerint alakul. Ezzel méar érdemes probalkoznunk:

4 [ y=VTz " y=vi—z

y€2xd dr — 62:1: J e —
ARSI e T K
0 =0 0 y=0

3. (1 PoNT) POLARTRANSZFORMACIO SEGITSEGEVEL HATAROZZUK MEG A
KOVETKEZGO INTEGRALT, AHOL D AZ ORIGO KOZEPPONTU, EGYSEGSUGARU
KORLAP MASODIK SIKNEGYEDBE ESO RESZE!

// (z —y)* dady
D
Megoldas:
Az egyszertibb kezelhetség és az atlathatosag kedvéért ismét vizsgaljuk meg grafikusan is

a D sikrésziinket. A sikrész a kovetkezd abran a piros vonal alatt talalhato.

ey
—y=V1—2a2
0.8 |

0.6 T

0.4 ¢

0.2 1

X

4. oldal



Unger Tamés Istvan FTD1YJ

Vilagos, hogy az egységsugarii, origd kozéppontt kor az x? 4+ y? = 1 Osszefiiggeés segit-
ségével irhato fel, melybdl y = +v/1 — 22, melybdl jelen esetben a pozitiv rész az érdekes
a szamunkra, hiszen az z-tengely felett vagyunk.

Formalizéljuk D-t elGszér még Descartes-féle koordinatarendszerben:

D:{(az,y)GRzz—lngO, 0§y§\/1—$2},

mely alapjan a meghatarozandé integral az

0 y:\/l—xQ
/ / (x—y)? dy | dx
—1 y=0

alakban adodik. Mi most mégsem ezt fogjuk kiszamolni, hanem eleget fogunk tenni a
feladat kérésének és attériink polarkoordinatdkra. Ebben az esetben a vizsgalt sikrész a
kovetkezSképpen formalizalhato:

D*:{(r,go):()grgl, gggogw},

a meghatarozandé integral pedig az

// (rcosg —rsing)? - r drdy
D*

formaban irhato fel, alaposan megfontolva, hogy a Jacobi-matrix determinénsa (r) esetén
az abszolutérték elhagyhatd, hiszen a példdban 0 < r < 1. Jol van, minden készenall
ahhoz, hogy izombél nekiugorjunk a cuccnak. Persze kézben azért probalunk vigyazni
arra is, hogy ne kovessiik el szamitasi és elméleti hibakat, de valahogy igy néz ki a helyzet
szituacidja:

// (rcosg —rsing)? - r drdp = // (r2cos2<p — 272 cos @ sin ¢ + % sin? @) -7 drdp =
D* D*

= // (7’3 cos? o — 213 cos @ sin ¢ + 73 sin? go) drdy =
D*

|
:/</ r3-(cos2cp+sin2g0—281ngocos<p) dr> dp =
0
:/(1—sin2g0) (/ 3 dr> dgoz/(l—sichp) [4} dg0:4/(1—sin2<p) dp =
' 0 0
T . 1 cos2p]”
@ /Smsacp 4<[<p]2+[ 5 })
3

T T+ 2
il 1): =
3+1)="%

vl

N
[VE]
N

I
el
7N
o3 w\:\\:‘

1 1
+ 3 (cos2m — cosw)) =1

=
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