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KALKULUS II., HARMADIK HAZI FELADAT

1. (1,5 pONT) HATAROZZUK MEG A KOVETKEZO HATARERTEKEKET:

. 22 + 2y
lim —=
(zy)—=A \/x? 4 Y2
ahol
(a) A= (07 0) )

(b) A= (=2,—-00),
(c) A= (—00,0).
Megoldas:

Az egyszeriibb kezelhetGség kedvéeért legyen f (z,y) = %, a feladatban tehat ennek
a2ty

az [ (z,y) kétvaltozos figgvénynek a hatarértékeit vizsgaljuk. Ehhez el@szor hatarozzuk
meg a kétvaltozos fliggvény értelmezési tartomanyat. Vildgos, hogy a tért nevezdje nem
lehet nulla. Ezen kivil a nevezében egy gytkds kifejezés van, alatta két valds szam négy-
zetOsszege talalhatd. Mivel a négyzetosszeg csak pozitiv vagy nulla lehet, ezért az egyetlen
kikotésiink, hogy z2 + y? # 0, igy az értelmezési tartomanybol ki kell dobnunk a (0,0)
pontot. Igy tehat Dy = R?\ {(0,0)}.

Segitségképpen, a lathatosag kedvéért alljon itt a vizsgalt kétvaltozos fliggvény grafi-
konja egy korlatos intervallumon, miel6tt még nekidllunk a hatarértékek kiszamitasahoz.

Kezdjiik az (a) ponttal. Latjuk, hogy bar az A = (0,0) nem része a fiiggvény értelmezési
tartomanyéanak, mégis torlodasi pont, mert A minden kérnyezete tartalmaz A-to6l kiilon-
b6z6 Dy-beli elemet. A hatarérték tehat ebben a pontban vizsgélhat6. Mivel a kifejezés
klasszikusan ”%"—tipusfl, atalakitasért kialt. Probélkozzunk meg a polarkoordinatiakkal:

T =7cosp, Yy=rsingp & r =%+ 2, @zarctang.
x
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Irjuk at a kifejezésiinket a kovetkezSképpen:

2 2 2 :
v Ay lim % prITCospsng lim T(Cos go-l—cosgosmgo)

(x,y —>(0 0) /22 + 32 r—0+ r r—0+t

©€[0,2) ©€e[0,2m)

Itt egy pillanatra megéallunk. Egy szorzatkifejezést kaptunk. Latjuk, hogy r tart a nullahoz,
ez tiszta sor. Azt kellene belatnunk, hogy a zardjelben taldlhato trigonometrikus kifejezés
korlatos. Tudjuk, hogy

0 < cos? ¢ < 1, valamint azt, hogy —1 < cosgsing < 1 Vo € R,

tehat —1 < cos?p 4+ cospsing < 2, azaz a zardjelben 16v6 trigonometrikus kifejezés
korlatos. Ebbdl mar kivetkezik, hogy

lim M* lim r(cos + cos @ sin ) 0.
(@9)=(00) /22 + y2  r0t L

p€l0,2m)
A feladat (b) részében A = (-2, —0), tehat a

. x2 + 2y
lim _—
(z.y)=(=2,—00) \/22 + y?

hatarértéket vizsgaljuk. Vilagos, hogy (—2, —o0) torlodési pont, és egyértelmi, hogy ebben
az esetben egy "22"-tipust hatarértékkel van dolgunk, ezért probéljunk vele megbirkézni
a dominans tagok, tehat y legmagasabb hatvanyainak kiemelésével:

z? ity *+=73
lim =

lim
(z,y)— (-2, oo)w/x2+y (a;y)—>( 2,—00) \/7 /1+12

Itt Allunk meg néhany széra. ElGszor is kikeriiljilkk azt a hibat, amely miatt az esetek
kilencven szézalékdban elrontjuk az ilyen példakat, tehat észrevessziik, hogy y — ;0
esetén /y2 = —y, amely miatt a példaban —~— — —1. Tudjuk tovabba, hogy o és

2 \/y72
Z—Q — 0, tehat
332 x2
lim LY " —  lim (1) Y

(w,y)a(—z,—m)\/yﬁ\/@ (2,)— (—2,—00) \/@ (=1)-(=2)

A feladat utolso, (c) részében A = (—o00,00), ez is torlodasi pontja Ds-nek. A kérdés
tehat a

=2

. 22 + 2y
lim _—
(z.y)—=(—00,00) /a2 + 12

hatarérték. Ismét " 22 "-tipust kifejezéssel van dolgunk, probélkozzunk meg hat a dominéns
tagok, azaz x és y legnagyobb hatvanyainak kiemelésével. Tapasztalt hallgatéként mar fel
sem meriil benniink, hogy ez a recept itt miikodni fog, hiszen akkor nem ez lenne a (c)
feladat, de azért fussuk meg a tiszteletkdroket:

: a? + zy . 2ty st , s+3
lim _— = lim = lim e R ——————
(zy)=(—00,00) \/a? 4+ y2  (zy)—=(=00,00) \/22y? y% +54 @)oo y% +%
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Pontosan tgy van, ahogy vartuk. Latjuk, hogy a szorzat els§ tagja (—z) tart a oo-be,
amig a szorzat masodik tagjaként tetszelgé hanyados hatarértéke nulla. Azt sejtjiik, hogy
a hatarérték nem létezik. Probaljuk meg igazolni!
Els6 nekifutés: legyen elészor © = —t, y =t (t > 0) és t — oo. Ekkor
t2 — ¢
b T = lim = lim

. 0
(z,y)—(—00,00) v/ 22 + y t—o0 / + £2 t—o0 2t2 t~>oo 2t2

Masodik nekifutas: most legyen x = —t, y =t (t > 0) és t — co. Ekkor

t2 o t3 t3 1 _
lim v ikl = lim ——— = lim 4 = lim ¢- —00,

(2,y)—(—00,00) /2 + 12 t—>oo‘/t2_‘_t4 t—>oo\/7 +1 t—00 /t2 +1

latjuk tehat, hogyha kétféleképpen tartunk A-ba, akkor kétféle hatarértéket kapunk, a ha-
tarérték tehat nem létezik. Kész, ennyi.

2. (0,5 poNT) IRJUK FEL AZ f(z,y) = 1/ (1 —2?+y) FOGGVENY GRAFIKON-
JAHOZ AZ (1,2) PONTBA HUZOTT ERINTOSIK EGYENLETET!

Megoldas:

Latjuk, hogy az
1
flzy) = m

kétvaltozos fiiggvénnyel dllunk szemben, relevans kérdés tehat, hogy a feladatban felkinalt
(1,2) pont vajon benne van-e egyaltalan ennek a kétvaltozos fliggvénynek az értelmezési
tartoménydban. Ezuttal nem sziikséges D; alapos kivesézése, fussunk neki a favigo-
modszerrel és helyettesitsiink be x helyére egyet, y helyére kettét. Ekkor f(1,2) =
ami rendben van, tudunk tehéat érintGsikot definidlni az adott ponthoz. Az (a,b) pont
z (z,y) érintdsikjanak egyenlete:

of (x,
Z(x7y):f(a7b)+féy) T
T lay)=(ab) Y l@y=(ab)

Ez egy elég mechanikus feladat, vergddjitkk 4t hat magunkat az egyes komponensein az
egyenletnek, aztan pedig tegyiik 0ssze Gket.
A fiiggvény helyettesitési értéke:

1 1
=f(1,2) = ——— = —;
flab) =f12) = s = 5
Az z-szerinti parcialis derivaltfiiggvény:
- 1 2
8f($’y):2(1—x2—|—y) 1_(_1) 2-(—21’ . x :
Oz Ox (1—-22+y) (1-a2+y)

Ennek az értéke az (1,2) pontban:

of (z,y) 2 2 1
05 |py—qn (1—12427° 4 2

Az y-szerinti parcialis derivaltfiiggvény:
of (z,y) 0 (1 1 1

—562 71: -1 - = - @ .
R T (=

dy Oy
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Ennek az értéke az (1,2) pontban:

of (z,y) B 1 1

oy (z,9)=(1,2) (1-12+ 2)2 =1

Szuper, minden komponensiink megvan, most rakjuk 0ssze az egészet z (x,y) egyenlete
szerint, és ennyi-kész-vége:
1 1

Sy =5ty (-2 =

|8
<
DN

3. (1 PONT) HATAROZZUK MEG [ (z,y) = z*+y* — 222 +42y—2y? SZELSOERTEKEIT!
Megoldas:

Az biztosan nem art senkinek, ha vetiink egy sz06 szerint feliiletes pillantast a kétvaltozos
fiiggvenyre R? valamilyen kompakt intervalluman az origd kérnyezetében. Az eredmény
alabb lathatoé.

i
A
di

g

(/
ARG,

fxy)

XXX
\“:‘:':"":
RIS

xy)

A feladat megoldéasa sziikségszertien gy kezdddik, hogy felirjuk a gradiensvektort,
majd megnézziik, hogy mely pontokban ttinik el, azaz mely pontokban lesz egyenl§ a
kétdimenzios nullvektorral. Ugorjunk neki:

Vf(xy) = <8féz, y), aféxy, y)) = (4:63 —dx + 4y, 43 + 4o — 4y) .

Ennek a vektornak kell elttinnie, tehat a megoldandé egyenletrendszer (egybdl leosztva
mindkét oldalukat néggyel):

w3 —x+y=0,

v +x—y=0.

Mar latjuk, hogy az a; = (0,0) trivialis megoldésa az egyenletrendszernek, de ne rohanjunk
elére, ez még késtbb is ki fog pottyanni az algebrai masszirozdsbol. Amigy nem kifejezetten
tinik a dolog rutinfeladatnak, de azért abszolvalhato. Tekintsiik a méasodik egyenletet:

y(y2—1)+x:0 & x:—y(yz—l).
Kifejeztiik z-et, csodalatos. Dobjuk vissza az Osszefiiggésiinket az els6 egyenletbe:

- (P - ) y=0ey [~ (-1 +1] =0

4. oldal



Unger Tamés Istvan FTD1YJ

Itt mar latszik, hogy mi a helyzet szituacioja. Elészor is az egyenlet igaz, ha 3> = 0 <
y =0, igy az elsé megoldas a; = (0,0), hurrd. Mésodsorban igaz az egyenlet, ha

WP-1)°=1 & P-1=1 & y=+V2

ezeket a gyokoket visszahelyettesitve x egyenletébe kapjuk meg a szdmunkra fontos, tovabbi
kettd koordinatapart: as = (\f, —\@), as = (—\/5, \@) Azt tehat mar allithatjuk, hogy
f (z,y)nak ai, as és ag pontokban szélsGértéke lehet.

Tekintsiik most a masodik derivaltakat:

an (l}y) 2 an (x,y) 2
— = =12z" -4 — = =12y" -4
Ox? v ’ oy? Y ’
Oxdy ’ Oyox
igy a Hesse-determinénsunk:
1222 — 4 4
b= ‘ 4 12y? — 4‘ '

Most nézziik, hogy mi a helyzet a; = (0,0) esetén:

-4 4

D:‘zx —4

‘ =16 —-16 =0,
azaz aj lehet szélsGértékhely is, illetve nyeregpont is. Természetesen most sincsen akkora
szerencsénk, hogy kozvetleniil a tétel segitségével tudjunk nyilatkozni. A sejtésiink, hogy
nincsen szélsGérték, azaz a fiiggvény (0,0) tetsz6legesen kicsi kornyezetében felvesz pozitiv
és negativ értékeket is.

Legyen el6szor y = —x, ¢ # 0. Ekkor

f(a:,—x)::L‘4—|—a:4—2:132—4a:2—23:2:2334—8332::U2(2:B2—8),

és tudjuk, hogy x2 biztosan pozitiv, de a szorzat masodik tagja nulla kézelében mar negativ,
igy a szorzat, tehat a fliggvényérték is negativ.
Masodszor pedig legyen x =y,  # 0. Ekkor:

f(z,z) =2t + 2% — 222 + 422 — 222 = 22 > 0,

tehat a fliggvénynek ai-ben nyeregpontja van.
Kovetkezik az ay = (\f, —\@) esete:

120 4 Lo 9
D = ' 4 20‘ =20"—-4">0,
tehat f (x,y)-nek ag-ben szélsGértéke van. Mivel ebben az esetben % > 0, ezért

as = (\f , —\/5) -ben szigorn helyi minimum van.

Vegyiik észre, hogy a koordinatak el6jelviltdsa sem a mésodik derivalt, sem a Hesse-
determinéans el§jelét nem befolyasolja, ezért ugyanez igaz as = (—\/5, \/§) esetében is,
tehat ott is szigort helyi minimum van. |
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