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KALKULUS II., MASODIK HAZI FELADAT

1. (1 poNT) KONVERGENS? ABSZOLUT KONVERGENS?
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Megoldas:

A feladat teljesen nyilvinvaléan arra kivancsi, hogy elsajatitottuk-e az alternalé sorok
konvergencidjanak vizsgalatat. Ehhez a Leibniz-kritérium hasznalata a legkézenfekvébb, de
miel6tt még 6kollel belecsapnank a lecséba, nézziik meg, hogy hasznalhatjuk-e egyaltalan.
Ehhez azt kell megvizsgalnunk, hogy az
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altalanos tagn sorozat pozitiv-e (i), monoton csokkené-e (ii), illetve nulla-e a hatarértéke
abban az esetben, ha n — oo (iii).
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(i) Az n, az lnn és a \/n elemi fiiggvények pozitivak ¥n > 2 esetén, igy az vInn és az
nyInn fliggvények is pozitivak, ezért nyilvinvaléan pozitiv az utébbi reciproka, az
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i 18 Vn > 2. A sorozat tehat pozitiv.

(ii) Az n, az Inn és a \/n elemi fiiggvények monoton nének Vn > 2 esetén, igy az vInn
és az nvInn fliggvények is monoton nének, igy az utébbi reciproka értelemszerdien
monoton csokkend lesz. A sorozat tehat monoton csékkend.

(iii) Tudjuk, hogy lim, oo n = lim, oo Inn = lim,_, /n = 00, ezért hasonléan igaz,
hogy lim, oo VInn = limy,_, nvInn = co. Ha az utébbi tart a végtelenbe, akkor
a reciproka tart a nulldhoz, tehat lim, m/ﬁ = 0. A sorozat hatarértéke tehat

nulla.

Hatradélhetiink, hasznalhatjuk a Leibniz-kritériumot. A tanult tétel és a fenti feltételek
teljestilése miatt kimondhatjuk tehéat, hogy mivel a sorozat hatartéke nulla, a
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alterndlé sor konvergens. Kzzel még az abszolit konvergenciardl természetesen egy szot
sem szoltunk, bar a feladat — sajnos — ezt is kérdezi.

Az abszolut konvergencia eldéntéséhez meg kell vizsgalnunk, hogy konvergens-e a kivetkezd
sor:
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Ha konvergens, az alternalé sorunk abszolut konvergens. Amennyiben a fenti sor divergens,
gy az abszolut konvergencia nem teljesiil, az alterndlé sorunk csak feltételesen konver-
gens. Izlés kérdése, hogy kinek mi jut eszébe a,-r6l, de nekem példaul az jutott eszembe,
hogy ha f(n) = n\/ﬁ, akkor f(x) = Nﬁ, ami szinte felkinalja magét az integrélasra.
Prébalkozzunk tehat az integralkritériummal!

A tétel szerint itt is vannak feltételeink: a vizsgalt f (z)-nek folytonosnak, mono-
ton cstkkendnek és pozitivnak kell lennie. Az els6 két feltétel teljesiilését mar x =
n helyettesités mellett belattuk, ismételni felesleges. A folytonossag pedig trividlis a
[2,00) intervallumon, hiszen az elemi fiiggvények, melyekbdl f (z) felépiilni hivatott, mind
folytonosak az el6bb emlitett értelemzési tartomanyon, valamint teljesiil, hogy a nevezé az
emlitett értelmezési tartomanyon sehol sem nulla. Az integralkritérium tehat hasznalhato.

Ebben az esetben az -
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improprius integral konvergencidjat vizsgaljuk. Mivel én béna vagyok és mindig eltévedek
a notacidtengerben, amikor az improprius integralt helyettesitéssel kell megoldani, ezért
inkabb el6szor szeretném kiilon meghatarozni a primitiv fiiggvényt, majd utana szeretném
hasznalni a Newton-Leibniz-formulat. Elnézést érte, ha ez nem til szép.
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Johet a Newton-Leibniz-formula:

o0

/x Lx dz = lim (2\/1?9) — (2@) .

Alljunk meg itt egy szora. A kiilénbség méasodik tagja egy pozitiv szam, annyi amennyi,
nem kell kiszamolni. A kiilénbség els6 tagja egy hatarérték. Mivel a gyokfiiggvény és a
logaritmusfiiggvény is monoton né, hatarértékiik a végtelenben végtelen, igy az Osszetett
fliggvény hatarértéke is végtelen. Ebbél kovetkezik, hogy az improprius integril divergens

/ nem létezik, tehat:
oo

1
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A tanult tétel alapjan tehat azt mondhatjuk, hogy

divergens, {gy az eredeti
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n=2

alternalé sorunk nem abszolit konvergens, kizarolag feltétles konvergenciarél beszélhetiink.
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2. (1 poNT) HOL KONVERGENS?

n

(3z 4+ 2)*"73.

Megoldas:

A sor altalanos tagja rendkiviil csinya, de nem ijediink meg, hanem megprobalunk
kovetkezetesen végigmenni azokon a lépéseken, amelyeket a legutobbi konzultécién mar 1at-
tunk. Vagy jutunk valamire, vagy nem, de az legalabb biztos. Az els§ 1épés az értelmezési
tartomany meghatarozasa.

1 4 1
n =1 esetén:  fi (m):T(Sx—i—Q)_l =3 312’ ezért x;é—g,
16 16
n =2 esetén: fo(z) = 5\f (3z+2)t = g[ 3z +2) v,

n > 2 esetén tovabbi kikdtéssel nem kell élniink.

Df:R\{—z}.

Vizsgéljuk a konvergenciat mondjuk hanyadoskritériummal gy, ahogy azt a konzulta-
cion is csindltuk. Intenziv, kénnyen elszdmolhaté és elirhatd algebrai masszirozas veszi
kezdetét:

Az értelmezési tartomanyunk tehat

n+1 /n n _
fny1 () 42(77,—‘,—1):11 3z + 2)2( +h3 4 n+1 2n+ 1| |(Bz+ 2)2n—1
fa (@) TV (3z 4+ 2)7 2(n+1)+1 (3z +2)*" 3

AR+l 2041
| 4ny/n 2(n+1)+1

‘-]3&34—2\2.

Nem ttinik szebbnek, pedig jobban &llunk, mint valaha. A szorzat els§ tagjat az agy-
nevezett "Szabd Tamas"-recept alapjan ugy pakoltam at, hogy a hasonlénak mutatkozo
tagok egy tortet alkossanak. Most pedig azt kellene belatnunk, hogy az a kifejezés, ami
az els6 abszolutértéken beliil van, hova konvergal, ha n — oo. Nyilvanvalé, hogy az ab-
szolutérték elhagyhato, hiszen a kifejezés az azt alkotd elemi fiiggvények tulajdonsagai
miatt pozitiv lesz Vn > 1. Haladjunk lépésenként, nézziik az els6 tort hatarértékét, amely
a szokasos "dominans-kiemeléssel" konnyedén meghatarozhato:

1

4n+1\/m_' gn+1 \/ﬁ 1+ﬁ

R TN R = RV
Négy a hatarérték, hiszen az els§ tag értéke 4, a masodik tag értéke 1, a harmadik tort
pedig 1-hez tart. Hasonloképpen ("dominéans-kiemeléssel") hatarozzuk meg a masodik tort
hatarértékét is:

=4.

2n + 1 P S 2+ 1

im —— = lim = lim — -
nsoc2(n+1)+1 n-o2n+3 n-ooon 2_|_%
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Ezt szerintem nem kell indokolni, a kurzus eddigi anyagai alapjan vildgos, miért egy a
hatérérték. De ha mégis, hat azért, mert az 7 értéke 1, az % és a % pedig tart a nulldhoz.
Mivel tudjuk, hogy a szorzat hatarértéke megegyezik a tagok hatarértékeinek szorzataval,

ezért azt kaptuk, hogy

4 /1 o+ 1

132+ 2> =432 +2]*, han — co.
Pr 2t 1| Pet? 32 +2[7, han = o0

Ismét hasznaljuk a hanyadoskritériummal kapcsolatos ismereteinket. Tudjuk, hogy a
sor abszolut konvergens z-ben, ha 4 - |3z 4+ 2]2 < 1. Engedjiik r4 az algebra-tithengert:

1 1 1 1
4.\3x+2|2<1<:>\3x+2|2<1<:>\3x+2|<§@—§<3x+2<§@
<:>—§<3x<—§<:>—§<x<—}

2 2 6 2

Fantasztikus, allitsunk is par dolgot. A sor tehat abszolit konvergens x-ben, ha

valamint divergens z-ben, ha

> L < >
x 5 vagy x 5

Flég nagy szivasnak tiinik, de a két széls§ esetet kiilon-kiilon kell vizsgalnunk. Nézziik
mi a helyzet, ha x = —

S () S () () () S

n=1

oot

A kiemelt konstanssal ne foglalkozzunk, a kérdés egyszertien csak
PO Pt
2n+1 4~ 2n+1

konvergencidja. Latjuk, hogy elég nagy n-re

J6 lenne valamifajta dsszehasonlito teszt. Hasznélom a kedvenc "Szab6 Tamas"-receptemet

Vn
2n+1"

Vi1

m+1  n 241

("elemjiik ki a dominéans tagot"). Legyen a, = Kell nekiink egy by,:

A szorzat masodik tagja jol lathatoan %—hez tart, legyen tehat L = % > 0 szadm, valamint

by = ' = Jz = . Ekkor
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ezért tudjuk, hogy

N 1
Z2n+1NZE'

Mivel p = % < 1, ezért a jobb oldali sor a tanult tétel alapjan divergens. Ebbdél kévetkezik,

hogy az eredetileg vizsgalt sorunk is divergens, tehat a sor divergens x = —%—ban.
Nézziik mi a helyzet, ha = = —%:

i 4nyn (1 2”*”_% nyn (1\" 1\ (1 *3§: (4-H"vn

—~2n+1\2 C~2mn+1 \4 2)  \2) &= m+1 7

A kiemelt konstanssal ne foglalkozzunk, a kérdés egyszerten csak
Yo=Y
2n+1 4=2n+1
konvergencidja. Visszakaptuk az el6z6 esetben vizsgalt sort, arrél pedig mar feljebb belat-

tuk, hogy divergens. Igy van ez most is, ebbdl kovetkezik, hogy az eredeti sorunk is
divergens z = —%—ben. Készen vagyunk.

3. (1 PONT) A BINOMIALIS SORBOL KIINDULVA HATAROZZUK MEG arcsinz
HATVANYSORAT |z| < 1-BEN.

Megoldas:
Egy ideje mar birtokdban vagyunk annak a rendkiiil hasznos tudasnak, hogy

1
———— dx = arcsinz + C.
/ V1— 22
Induljunk ki az integrandusbo6l, vagy legaldbb probaljuk meg felirni a hatvanysorat a bi-
nomidlis sor segitségével:

¢11_*x2 = (1-2%) P = (14 (—0?) 2 = i ( 2) (=2°)", ha|—2®| <1l 2| < 1.

n
n=0
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Megtanultuk, hogy a hatvanysorok integralhatok is, ezért integraljuk az egyenlet mindkét
oldalat:

$2n+1

1 o0 1 o] 1
- — : — 2 1\ ..2n — 2 _1\n
/mda: arcsin x /n§_0<n>( D" 2" dx g <n>( 1) 2n+1+0’

n=0

ha |z| < 1. Keérdés még, hogy mennyi a C. Tudjuk, hogy arcsin0 = 0, igy az z = 0
helyettesitéssel élve

o:iwc
n=0

adodik, tehat C' = 0. A keresett hatvanysorunk ezek alapjan:

& 1 x2n+1
arcsinz = Z ( n2> (-1)" 1 ha|z| < 1. |

n=0
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