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1. (1 pONT) HATAROZZUK MEG:

Megoldas:

Vegyiink észre néhany dolgot. Elgszor is
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amennyiben n elég nagy. Megtanultuk, hogy

lim {/n=1,

n—oQ

igy hét jogosan vannak olyasféle sejtéseink, melyek szerint
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A sejtéssel persze még nem megyiink sokra, amig nem igazoljuk azt. Igazoljuk hat rendér-
elvvel! Ehhez a gydk alatt szerepls tortkifejezést kell becsiilgetni. Alulrdl is, feliilrdl is. A
sorrend mindegy, én most elészor adok egy felsg becslést. Tortet tigy becsiiliink feliilrél,

hogy
e a szamlalot noveljik és/vagy a
e a nevezdt csokkentjik.

Fussunk neki a szamlalénak, azzal egyszertd dolgunk van:
n3 — 3 < n3, ez trivialis becslés, nincs mit indokolni raja, de mégis sokat nyeriink vele.
A nevez§ mar gazosabb, de ott is viszonylag egyszertien eredményre lehet jutni:

1 4
2 2 2 2
n°—5n>n—-n°=-n".
5 5
Mit csinaltunk? Eredetileg n?-b6l 5n-et vonunk ki. A kifejezést cstkkenteni szeretnénk,
tehat tébbet szeretnénk n2-bél kivonni, mint 5n. Tudjuk, hogy 5n < énQ & 25n < n? &
25 < n. Es hat n > 25 trivialis, hiszen n-nel a végtelenbe kocogunk. Ez pipa, rakjuk hat
Ossze a fels§ becslésiinket és nézziik meg, hogy miért jartunk vele jol:
n®-3 nd 5

< g =N
n2 —5n §n2 4"
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ami azért fantasztikus, mert

lim \"/§n: lim 7\’/3 lim {/n=1-1=1
n—00 4 n—00 4 n—oo

a tanultak szerint. Kz rendben, adtunk fels6 becslést, tudjuk a hatérértékét is. Most
adjunk egy als6 becslést. Also becslést egy tortnek tgy adhatunk, hogy

e a szamlalot csokkentjiik és/vagy a
e a nevezdt noveljik.
Kezdjiink el babralni elgszor a szamldléval, valahogy igy:

1 2
3 3 3 3
—3>nd—Znd=2pd

Mi tortént? Gondolkodjunk! A kébés tagbol konstans harmat vonunk ki. Vonjunk ki
bel6le valami nagyobbat, példaul %ng—t! Ezt megtehetjiik, de most is figyeljiink oda, hogy
3< %n?’ &9 <nd & V9 < n, ami szintén igaz, ha n fut a végtelenbe. Nézziink valamiféle

becslést a nevezére is, eképpen:

n? —5n < n?.

Trivialis becslésrsl van szé, nincs mit indokolni ezen sem. Megvagyunk az alsé becsléssel

is, rakjuk hat 6ssze és nézziik meg, hogy miért jartunk vele jol:

n®—3 _ 2nd 2
5 _F, ~ 2 3
ns —on n 3

ami azért elképesztfen pazar, mert

2 2
lim {/-n= lim ’{/> lim Yn=1-1=1.

Dobjunk 6ssze mindent, amit tudunk.

2 - nd—3 <5
N —5—— < -n
3 " n2-5n"_4"

amelybdl egyértelmten kovetkezik, hogy

V3 — Vn2—5n—- V4~

Vegyiik ennek a hatarértékét n — oo esetén:

. n 2 . n n3 - 3 . n 5
lim -n < lim — < lim -n.
n—o00 3 n—o00 n2 —5n n—o00 4

A két széls6 hatarértékrsl mar belattuk, hogy 1. De a renddr-elv miatt tudjuk, hogy
a kozépsd hatarérték is 1, hiszen annak a sorozatnak tgymond kutya kotelessége 1-hez
tartani. Ennyi, készen vagyunk:

lim {/———
n—oo \ N4 — Hn
2. (1 pONT) HATAROZZUK MEG:

92 2n
lim <1 + + 3> =7

n—00 n—1 n2
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Megoldas:

Nem kellenek kiilondsebben tapasztalt didkszemek hozza, hogy meglassuk, itt bizony a
"matektanszék kedvenc ZH-példaja" 4ll el6ttiink, hogy valahogy atvergédjiink rajta. Szo-
val az van, hogy valahogyan ki kellene alakitani a kézkedvelt

)

alakot, amelyrdl tudjuk, hogy e-felé tart, ha # véltozojaval (lehet torténetesen n is, de
mindegy) tartunk a végtelenbe. Az azért brute force-médon is belathato, hogy a sorozat
konvergens, helyettesitsiink be n helyére két nagy értéket, mondjuk n = 2000-et és n =
6000-et:

2 3 2-2000 2 3 2-6000
1 ~ 57,762, (1 ~ 54, 652.
( To00-1 " 20002> e ( o001 " 60002> ’

Szoval latjuk, hogy ez a hatéarérték 55 korul alakul. Akkor fussunk neki a megoldédsnak,
ami nem t6bb, mint egy hosszabb algebrai masszirozésa az eredeti példanak, eképpen:

2n
2 n 2n? —3\*" 1
lim (1+ +3> — lim <1+"+3"3> = lim [14+—— | =

n— 00 n—1"' n2 n—00 n2 (n — 1) n2(n—1)
2n24+3n—3

2n243n-3 o
n2(n—1)

nQ(n—l)

1 2n2+3n—3
= Jm 1+ e

2n2+3n—3

Itt most megallhatunk egy szora. A kapcsos zardjel belsejében kialakult az (1 + %) ‘ kife-
jezés, a hatarértéke e. Azt viszont még nem tudjuk, hogy hanyadik hatvanyon van. Ehhez
ki kell szamolni a kitevGjének a hatéarértékét (amennyiben létezik). Ezt az egyszertiség
kedvéért tegyilik meg kiilon:

2 (2 +3n-3) dnd4+o6n2—6n . n® 4+8-5
lim 5 = lim = lim — . —n n® _
n—00 n?(n —1) n—00 n3 —n2 n—oco n 1_%
6 _ 6
= lim ”1”2_4
n—oo —_ =

Készen is vagyunk, a hatarérték tehat

2n
lim <1+2 +3> =,
n—o00 n—1 n2

(Megj.: Csak 6nigazolé megnyugtatasképpen nézziik meg, hogy e* ~ 54,59, széval elvileg
rendben vagyunk.)

3. (1 poNT) DEFINICIO SZERINT IGAZOLJUK, HOGY:
1

lim = -2

"o (\/ﬁ—ﬂ)
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Mielstt még komolyabb faragasba fognank, hasznaljuk fel a tippet és tényleg bévitsiik ki
a tortet vn? — 1 — n kongujaltjaval:

1 Vn2—1+n  Vn?P—1+n  Vn2—-1+n
n(VnQ—l—n) Vn2—1+n n(n?—1-n?) -n .

Ez azért jelentGsen szebb, mint ami az eredeti feladatkiirasban szerepelt. Most irjuk fel a
hatarérték definiciojat, abbol még baj sosem volt. Legyen € > 0 tetszéleges. Szeretnénk
egy v = v (€)-t, hogy n > v () esetén

\/n2—1+n+

—-n

2l <e.

Kezdjiink bele az intenziv algebrai masszirozasba:

|m+n+2 _‘m+n—2n _‘\/m-n
—n —-n —n

A nevez§ abszolutértéke n, a szamlald abszolutértéke pedig pont a minusz egyszerese lesz:

n—vn?—1 n?—1

=1-—<ec.
n n
Ezt még gondoljuk tovabb egy kicsit:
|
n? —1 L nn2 1
l—-— 2 =1- =1—-4/1-=<
n 1 1 n2 ¢

Gondolkodjunk egy kicsit. Az egyenlGtlenség jobb oldalan egy tetszéleges pozitiv szam
all. A bal oldalon egy ennél kisebb szamot keresiink, de gy, hogy n értéke 1-nél nagyobh
egész. Ha n = 1, akkor a bal oldala az egyenlStlenségnek éppen 1. Ahogy n-nel a végtelen
felé tartunk, ugy kozelit a bal oldal nulla felé. Ezt azt jelenti, hogyha e-t 1-nél nagyobbnak
valasztjuk, akkor n > 1 esetén mindig teljesiilni fog az egyenlétlenség < v = 1 valasztas
jo. Nézziik meg, hogy mi a szitu, ha ¢ nulla és egy kézé esik. Ehhez sajnos meg kell oldani
az egyenlGtlenséget...

1 1 5 1 )
l—e< 1—E@ﬁ<1—(1—5) ©ﬁ<2€_5'

Az egyenl6tlenség jobb oldala felfoghato egy "forditott parabola”-ként, hiszen a négyzetes
tag egyiitthatoja negativ. Igy a szamunkra érdekes megoldas:

Ez jo is lesz v (¢)-nak, tehat ha e € (0,1] —» v (g) = , /—ﬁ. Készennyi, elvileg.
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