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1. BIZONYITSUK A KOZBENSO ERTEKEK FELVETELEROL SZOLO TETELT!
Tétel:

Tegyiik fel, hogy f(z) folytonos [a,b]-n és g € R tetsz6leges, hogy f(a) < g < f(b) vagy
f(b) < ¢ < f(a). Ekkor 3 olyan ¢ € (a,b), hogy f(c) = g.

Bizonyitas:

Induljunk ki abbol az esetbdl, hogy f(a) < g < f(b). Vegyiink egy S halmazt, amelyet
Ggy definidlunk, hogy

Si={velab]: f(x)<aq}.
Két dolgot egybdl allithatunk:

1. Mivel abbél indultunk ki, hogy f(a) < g, ezért a € S, tehat S biztosan nemiires
halmaz, és mivel

2. S C [a,b], tehat részhalmaza egy feliilrsl korlatos halmaznak, ezért S feliilrdl korlatos
lesz.

A tanult axioma kimondja, hogy a valés szamok minden nemiires, feliilrél korlatos részhal-
mazanak létezik legkisebb felsd korlatja, azaz 3 ¢ = sup S. Azt a fentiek alapjan allithatjuk,
hogy b biztosan egy fels6 korlatja az S halmaznak, ebbdl kovetkezik, hogy ¢ < b. Tudjuk
tovabba, hogy a € S, és mivel ¢ = sup .S, ezért a < c. Ezek alapjan biztos, hogy

a<c<b.

Eddig jo. Kovetkezo lépésben az egyenlGségeket lenne sziikséges kizdrnunk. Ha azt feltételez-
ziik, hogy f(c) > q, akkor f(z) > q egy (¢ — 01, ], 1 > 0 intervallumon. De tudjuk azt is,
hogyha ¢ legkisebb fels6 korlat, akkor 3 2’ € S, amelyre ¢ — 01 < 2’ < ¢ lesz igaz. Mivel
S halmazt gy definidltuk, hogy f(2') < q, ezért a két allitas ellent mond egymasnak. Igy
tehat f(c) <q, c#bés ¢ < b lesz igaz.

Amennyiben f(c) < g, gy f(z) < q egy [c,c + d2), d2 > 0 intervallumon. De ha
x € 8, akkor x € (c¢,c+ 02), ebben az esetben viszont ¢ mar nem lesz fels§ korlat, ami
ellentmondéshoz vezet. Igy tehat f(c) = ¢, amelybél adodik, hogy ¢ # a, azaz ¢ > a, tehat
a < ¢ < blesz igaz.

2. DEFINIALJUK A LEGNAGYOBB ALSO KORLATOT!

Legyen S egy nemiires halmaz, S € R. Azt mondjuk, hogy k als6 korlatja S-nek, ha
Vr € S esetén x > k. Ha S-nek 3 k-ja, akkor S-t alulrél korlatosnak nevezziik. Az m € R
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az S halmaz legnagyobb als6 korlatja, ha m als6 korlat és V k esetén m > k. A legnagyobb
alsé korlat jel6lése: m = inf S.

Tétel:

Ha m =inf S és € > 0 tetszbleges, akkor 4 x € S, melyre m <z < m + €.

Nézziik meg a definiciés hatarértéket!

(\3/5)1211 Vo +h f

h—0 h

Eredményre juthatunk a definiciébdl is, ha ismerjiik az egyszert L’Hospital-szabalyt, amely
szerint

o 1) 1)

asug(z)  g'(u)

Derivaljuk tehat a kiilon-kiilon a szamlélét és a nevezdt h szerint parcidlisan:
d(WVae+h—z) 1 2 1 dh

“(x4+h)731-0=—— s — =1.

Helyettesitsiink be h = 0-at és végezziik el az osztast:

1
33/(x40)? . 1

1 332

Egyez6 eredményekre jutottunk.

/
1) (e =1) = 20 = 20e”

1 ! 1N\ ,
) (Cos3x> (cos a:) (Cos ac) cos” "z (—sinx) sinzcos “x
3sinx 3tanx N

= i = 3 = 3tanz sec’ x.
cos* x cos® x

6. LEGYEN

3

z°4+1, hax>1,
flx) =4,

3z —1, haax<]1.
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e Hol folytonos f(z)?

e Hol differencialhato f(z)?
Megoldas:

Az f(x) fiiggvény két polinomfiiggvény Osszeillesztése az x = 1 pontban. Mivel a
polinomfiiggvények folytonosak, igy a folytonossig megallapitdsdhoz elegendé csupéan az
Osszeillesztési pont kornyezetén vizsgalodni. Tudjuk, hogy a fiiggvény akkor folytonos az
x = 1 pontban, ha bal és a jobb oldali hatarértéke létezik és véges, raadasul megegyeznek
egymaéssal és a fliggvény helyettesitési értékével is. Vizsgaljuk meg, hogy teljesiilnek-e ezek
a feltételek!

lim f(z) = lim, (z°+1)=1"+1=2, lim f(z)= lim (32°—-1)=3-1"-1=2,
x

z—1t z—1~ z—1~
fa=1=1+1=2.
Az f(x) fiiggvény tehat folytonos Vo € R esetén.

A differencialhatosaggal kapcsolatban azt mélyebb vizsgalat nélkiil is ismét biztonsag-
gal allithatjuk, hogy az Osszeillesztési ponton kiviil mindenhol differencidlhaté a fliggvény,
hiszen a definicios hatérértékek léteznek és végesek. Az érdekes ismét az x = 1 kdrnyezete.
Amennyiben az x = 1-ben vett bal és jobb oldali deriviltak nem egyeznek meg, gy a
pontbeli derivalt nem létezik, tehat a fiiggvény ebben a pontban nem differencialhato.

Vizsgaljuk meg elészor ezt a definicids hatarértékek szerint:

O N ) B (L) B

z—at Tr—a z—1+ r—1 z—=1+ v —1
-1 (a*+ax+1
gy @D ) (@+a+1)=12+1+1=3.
r—1+t r—1 rz—1+
- 3z2 —1)—(3-12 -1 3x2—1)—2
lim 7]0@) f(a): lim (m ) ( ): lim —(95 ) =
r—a— T —a r—1— r—1 r—1— r—1
3x2 -3 —1)(3z+3
=i 28 g WEDOTEY e s =3 1436
r—1— 1‘—1 x—1— (L‘—l rx—1—

Latjuk, hogy a bal és a jobb oldali derivalt nem egyezik meg az x = 1 pontban, tehat a
fiiggvény ebben a pontban nem differencidlhato. Megforditva: a fiiggvény az € R\ {1}
intervallumon differencidlhaté. Termeészetesen ugyanerre az eredményre kell jutnunk, ha
megvizsgaljuk a két fiiggvény derivaltfiiggvényének értékét az x = 1 pontban:

(z*+1) =322 = fllea=1)=3-12=3, (322 -1) =6z — f(x=1)=6-1=6.
Remek példa, amely egyértelmtien lattatja az el6adason tanultakat: ha a fiiggvény de-
rivaltja létezik az x = a pontban, akkor a fiiggvény folytonos is, de ez az allitas megforditva

nem igaz, hiszen jelen esetben bér folytonos a fliggvény, mégsem differencidlhat6 az © = 1-
ben.

/

7.) (wﬁ(i&lnx — 1))/ = <m1x% Blnx — 2))/ = (x% (Blnz — 2)) —

1
3 1 3z2 (3lnx — 2 3 9y/xlnz —6
:Q:B%(Slnx—Z)er% <3)_ r2 (3lnz )+ _ \/a?n;c \/EJrS\/E
T

_ 9Vrlnz —6yr + 6y 9y/xrlnz
B 2 2

3
2

xT
= 5 o =
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1 1

8.) (1 " >' 1 1 1
ntan = . B _ _
2 tang cos?3 2 2tanfcos?§  osnlSz

2
3 cos0' 5z €08 0,5x
: ( : >
- . x x' = . .
QSIHECOSQ sinx

0 (i) -3 (i) (PRt -
1
2

1 1 —l—x—l—i—x_ 1+ -2 _ 1+ 1
T2 (1+x) \/1—16(1—1-90)2 1—33(1—1—35)2'

1+x

10) ( 22 + 3 >’:2(x2—5x+5)—(2x+3)(2x—5)

z?2 —bx+5 (22 — bx + 5)° B
—22% — 102 + 10 — (42® — 10z + 62 — 15)  —222 — 62+ 25
(22 — 5z +5)° (22 — bx +5)°
1 <sinx + cosx)l _ (—sinz 4+ cosx) (sinx — cosz) — (sinx 4 cosx) (cosx +sinx)
' sinx — cosx (sinz — cos z)?

— (sina — cosz) (sinx — cos &) — (sinx + cos x)?
(sinz — cos x)?

B — (sinz — cosz)? — (sinz + cos x)? B <sinx+cosac)2

(sinz — cos x)?

sinx — cosx

1 1Y 1
12.) — =(-1-———3-3cos’z(—sinz) ) —
3cosdz  cosz (3 cos3 )
1 1 (= sinz) 9cos? zsin sinx
—(-1- (—sinz) | = ——— ) — =
cos? z 9 cosb z cos? z
sinx sinx 1 1 _3 -1
= — = | tanx — [ tanx =tanx (cos T — COS x) .
costz cos? x cos3 x coS T

o1 _1 re’ +e’ +1
13) (Vazer + 1) = (ze® +2)72 (F +ae” +1) = ——uu—.
) (Vze® +z) 5 (xe® +x)" 2 (e” + xe ) W

: 3
. ’ . . sin 2z .
14.) (Sln2 :B3) = 2sin 3 cosz? - 322 = 62 sin 23 cos 23 = 63:27 = 322 sin 223,

S 8T (8(1-a?)) —at (8-2(1-a?) (—20))
15.) <8(1 $2)2> = (8(1 _:1:2)2)2

64z" (1—x2)2+32$9 (1—932) - 9\ —2 9 o\ —3
= 64(1—x2)4 =z (1—3;) + -z (l—x) =
x7 z?

(1—22)? T3 (1—a2)*
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16. IRJUK FEL A FUGGVENY z(-BELI PONTJABA HUZHATO ERINTO EGYENES
EGYENLETET!

fx) =2+ Tz +2, o =05
Megoldas:

Tudjuk, hogy
y = f(z=x0) + f'(z = x0)(x — x0).

flx=mx0) =52 +7-5+2=25+35+2=62,

f’(:n):(x2+7x+2)/:21:+7, fllx=20)=2-5+T7=1T7.

y=062+17(x —5) =62+ 17x — 85 = 17x — 23.

17. IRJUK FEL A FUGGVENY z(-BELI PONTJABA HUZHATO ERINTO EGYENES
EGYENLETET!

f(z) =xzcosz, xop=0.
Megoldas:
fx=129)=0-cos0=0-1=0,

f'(z) = (xcosz) = cosx — wsinz, f'(xz=x0) =cos0—0sin0=1-0=0.

y=0+4+1-(z—0)==zx.

18. IRJUK FEL A FUGGVENY z(-BELI PONTJABA HUZHATO ERINTO EGYENES
EGYENLETET!

flx)=Va?+4x -2, zo=1.

Megoldas:

flo =)= VPTa-1-2= V3,

1 1 2 4 2
Pla)=se 1 ppay—_ 2t rH2
2Vx2 + 4z -2 Wl +4x —2 V2 +dx—2
142 3
/
€r =2 = — = —,
fle=x)=—"5=175
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3
y—v§+7? 1) = vﬁ+¢7 \f

19. IRJUK FEL A FUGGVENY z(-BELI PONTJABA HUZHATO ERINTO EGYENES
EGYENLETET!

flx)=¢e3*+1, 20 =0.
Megoldas:

flr=z0) = +1=e"+1=1+1=2,

flx)=e3*-3=3e, f(x=120)=33"=3"=3-1=3.
y=2+3(x—0)=2+ 3.

20. HoL DIFFERENCIALHATO AZ ALABBI FUGGVENY?

L haz >1,
fl@)=4"
—x+2, haz<1.

Nem fogok minden esetben kitérni ra, de egyértelmii, hogy az ilyen tipusu feladatok arra
kérik a hallgatot, hogy az Osszeillesztési pontban vizsgalja meg a fiiggvény folytonossagat.
A komponensek derivaltfiiggvényei természetesen léteznek, nincsen ezen semmi kiilonos.
Az Osszeillesztési pont az x = 1. Nézziik meg, hogy a bal és a jobb oldali derivalt ebben a
pontban megegyezik-e. Ha igen, a fliggvény a teljes értelmezési tartoményon differenciél-
hato lesz. Fussunk neki:

1

— = —1 1 1-— lx—1 1
limM:limxf:hmf- x—lim—fm = lim ——-1=
z—at Tr—a z—=1+t x —1 =1t r—1 201+ zax-—1 z—1t T
— - 1=-1

— — 2—-1 — 1 —(x—1
i @ = fle) o oet2-1 e+l o —@-)
r—a~ r—a r—1— r—1 z—1- x—1 rx—1— r—1

A bal és a jobb oldali differencialhanyados megegyezik, a fiiggvény tehat a teljes értelmezési
tartomanyon differencialhato.

21. HoL DIFFERENCIALHATO AZ ALABBI FUGGVENY?

@) = {i? ha x> 1,

x, hax<l.

Egyszerd dolgunk van, hiszen a fiiggvény x = 1 pontban vizsgalt jobb oldali derivaltja
megegyezik az el6z6 feladatban kiszémolt differencidlhdnyadossal. Gyorsan lassuk be tehét
hogy ez a fliggvény csak Vo € R\ {1} esetén differencialhato:

f@)~f@) . ooz=1 1 1-u

r—a™t r—a =1+t x—1 z=1+tx z—1
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GO Rl () N

r—a~ r—a z—1- T —1

Erdemes abrizolni is a fiiggvényt, jol latszik rajta, miért nem lehet differencidlni f(z)-et
az Osszeillesztési pontban. Még akkor is, ha a fiiggvény folytonos.

f(x)
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