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KALKULUS 1., ELSO HAZI FELADAT

1. ADJUNK DEFINICIOT A KOVETKEZO HATARERTEKRE:

lim f(z)=A

T—r—00

Megoldas:

Legyen f(z): Dy — R fiiggvény, ahol Dy = (—o0, @) és o € R. Azt mondjuk, hogy f-nek
—oo-ben A a hatéarértéke, ha Ve > 0 esetén 3 olyan [ = I(g), | € R, hogy = < [ esetén
[f(z) — Al <e.

2. ADJUNK DEFINICIOT A KOVETKEZO HATARERTEKEKRE:

lim f(z) =400 & lim f(z)=+oc0

T—a— z—at

Megoldas:

a.) Legyen f(z) fliggvény értelmezve az (a— p, a) intervallumon, hogy p > 0. Azt mondjuk,
hogy f-nek a-ban oo a bal oldali hatarértéke, ha VK € R-hez 3 olyan 6 > 0, § € R, hogy
a—0 <x<aesetén teljesiil, hogy f(z) > K. Jeldlése:

lim f(z) =00

Tr—a~

b.) Legyen f(x) fuggvény értelmezve az (a— p, a) intervallumon, hogy p > 0. Azt mondjuk,
hogy f-nek a-ban —oco a bal oldali hatarértéke, ha Vk € R-hez 3 olyan § > 0, 6 € R, hogy
a—§ < x < a esetén teljesiil, hogy f(z) < k. Jelolése:

lim f(z) = —o0

c.) Legyen f(x) fiiggvény értelmezve az (a, a+ p) intervallumon, hogy p > 0. Azt mondjuk,
hogy f-nek a-ban oo a jobb oldali hatarértéke, ha VK € R-hez 3 olyan § > 0, § € R, hogy
a < x<a+d esetén teljesiil, hogy f(z) > K. Jelolése:

lim f(z) =00
z—at

d.) Legyen f(x) fiiggvény értelmezve az (a, a+p) intervallumon, hogy p > 0. Azt mondjuk,
hogy f-nek a-ban —oo a jobb oldali hatarértéke, ha Vk € R-hez 3 olyan § > 0, § € R, hogy
a < x <a+d esetén teljesiil, hogy f(z) < k. Jeldlése:

lim f(z) = —o0

z—at
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Megj.: Természetesen a definicick hasonldosagukbol kifolyolag dsszevonhatdék, de most inkdbb
arra torekedtem, hogy egymdstdl fiiggetleniil, dttekinthetden legyenek kimondva.

3. ADJUNK DEFINICIOT A KOVETKEZO HATARERTEKEKRE:

lim f(z) =—oc0 ¢és lim f(x) =00
T—00 T——00

Megoldas:

a.) Legyen f(z) fliggvény értelmezve egy (a,00) intervallumon, ahol a € R. Azt mondjuk,
hogy f-nek oo-ben vett hatarértéke —oo, ha Vk € R-hez 3 olyan L(k) € R, hogy z > L
esetén f(x) < k. Jelolése:

Jin f(a) = =0

b.) Legyen f(x) fiiggvény értelmezve egy (—o0, a) intervallumon, ahol a € R. Azt mondjuk,
hogy f-nek —oo-ben vett hatarértéke oo, ha VK € R-hez 3 olyan l(k) € R, hogy = < [
esetén f(x) > K. Jelolése:

lim f(z) =00

T—r—00

4. ADJUNK DEFINICIOT EGY VALOS FUGGVENY JOBB OLDALI FOLYTONOSSAGARA!
Megoldas:

Legyen f(x) definialva az [a,a + p), p > 0 intervallumon. Azt mondjuk, hogy f folytonos
jobbrol, ha
lim_f(z) = f(a).

z—a™t

5. ERTELMEZZUK AZ (a,b] ES AZ [a,b) INTERVALLUMOKON VALO FOLYTONOSSA-
Gor!

Megoldas:

-

tervallummal lefrhatd értelmezési tartomdnnyal rendelkezd f(x) fligguény esetén a konzultd-
cton megadtuk. Ezen definiciok alapjdn, felhaszndlva az ott alkalmazott megfontoldsokat a
kovetkezd értelmezések adhatok:

a.) Az f(x): Dy — R fiiggvényt folytonosnak nevezziik az (a, b] intervallumon, ha

lim f(z) = f(p), Vp € (a,0) & lim f(z) = f(b).

T—=p b~
b.) Az f(x) : Dy — R fiiggvényt folytonosnak nevezziik az [a,b) intervallumon, ha

lim f(x) = f(p), Vp € (a,b) & lim f(z) = f(a).

T—p r—a™t
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6. HOL FOLYTONOSAK AZ ELEMI FUGGVENYEK?
Megoldas:

Polinomfiiggvények esetén tudjuk, hogy Dy = R. Ezen fiiggvények a teljes értelmezési
tartomanyukon beliil folytonosak. Az f(z) = % fiiggvény — linearis tortfiiggvény — esetén
Dy = (—00,0) U (0,00), amely szintén a teljes Ds-en folytonos. Az f(x) = \/x gyokfiig-
gvény esetén Dy = [0, 00), amely szintén folytonos a teljes értelmezési tartomanyan, hiszen
x = 0-ban jobbrol folytonos. Az f(x) = A®, A € R exponencidlis fliggvény esetén Dy = R,
amely szintén folytonos a teljes értelmezési tartomanyén belill. Az f(z) = log,(z), a € R
logaritmusfiiggvény esetén Dy = (0,00), amely szintén a teljes értelmezési tartomanyan
folytonos. A trigonometrikus fiiggvények koziil f(z) = sin(x) és f(x) = cos(z) esetén
Dy = R, a fiiggvények periodikusak és folytonosak minden valés szamra, tehédt a teljes
értelmezési tartoméanyukon beliil folytonosak. Az f(x) = tan(z) fiiggvény értelmezési tar-
tomanya Dy = (—%’r, k—;), k € Z, amely szintén folytonos a teljes értelmezési tartoméanyan

beliil. Ez az allitas igaz f(x) = cot(x) esetén is, ahol Dy = (km, (k+ 1)), k € Zg lesz igaz.

7. GYAKORLATI FELADATOK

1. a. rész
§ 21 1
1.) lim = lim =1.-— =1
z=00 2 — =00 T2 —% 1-0
1 2 1 2
2.) Pto-2 lim x—z 1+5_?2: lim x 1+5_P:
z——c0 gz +1 z——00 T 1-}-% 00 1_|_%
1+0-0
= = —00.
140
e S VR (o S
3.) lim = lim = lim = lim —— =
z—o00 I+ 2 T—00 x + T—00 x4+ 2 T—00 x4+ 2
4
.z T 22 v1—-0
= lim = 5— =1- =1
T—00 T 14+ 2 1+0

r——00 I+ 2 T——00 x4+ 2 T——00 x4+ 2 T——00 x4+ 2
4
. 22 v1-0
= lim —— 5— = —1- =—1.
r—-oc0 x 14 £ 1+0
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5) i vVr+2-1 5 Vr+2—-11++z+2 5 (x+2)—1

. 11m ————F—— = 1llin = 11m

v=oo 41 zveo x+l 14V +2 w0 (z41) (1+ Vo +2)
(x+1) 1 1

zoo (z+1) (14+Vz+2) 290l+/z+2 o0

6.) lim Yrln(jz])= lim {z- lim In(|jz]) = —00: 00 = —cc.
T——00 Tr——00 T—r—00

7.)  lim <2x + \3/372) = lim (2z)+ lim (ac%) .
Tr—r—00 T——00 T—r—00

Itt 4lljunk meg egy pillanatra és a nyers er6 helyett hasznaljuk az esziinket. Van két polino-
munk. Az els6é hatarérték trividlisan —oo, nincs mit magyarazni rajta. A mésodik esetben
egy gyokos kifejezés alatt van egy nagyon nagy pozitiv szdm. KEbb6l belathaté szintén
trivialis médon, hogy a masodik hatarérték co. A két fliggvény Osszegének hatarértékét a
"dominéns tag" fogja meghatarozni, azaz ahol £, a € R esetén a nagyobb. Itt az els§ tag
kitevGje a nagyobb, tehat a hatarérték —oo.

1. b. rész

22 zt—4+44 4 4
. li = lim —— = 1i 1 =1 lim —m———.
8 Jdm, g = ey I;H:Q( + 4_4) L P ey

Itt akar meg is allhatnank kijelentve, hogy a hatarérték nem létezik. De vizsgaljuk meg
a mésodik tagot kozelebbrsl. Az a feltételezésiink, hogy a bal oldali és a jobb oldali
hatérértékek nem egyeznek meg. Jarjunk utina:
y 4 e 4 B
NS (x —2)(x+2) I (x —2)(x+2) e

Az els6 szamlalo pozitiv, értéke 4. Az els6 nevez6ben szerepld szorzat elss tagja balrdl
tart —4-hez, tehat negativ. A szorzat masodik tagja pedig balrol (a negativ szamok feldl)
tart a nulldhoz, azt végteleniil kozel megkozeliti, de soha nem éri el, elGjele tehat negativ
lesz. Eppen ezért az elsé nevezében szerepld szorzat tagjainak eléjele megegyezéen negativ,
tehat a teljes kifejezés oo-hez fog tartani. Ugyanigy atgondolhat6 a jobb oldali hatarérték
esete is, ebben az esetben a nevezében szerepl§ szorzat masodik tagja a pozitiv szamok
fel6l fog a nulldhoz kozeliteni, igy a nevezd és vele egyiitt a hatartérték is elGjelet fog val-
tani. Mivel a két féloldali hatarérték nem egyezik meg, ezért a pontban vett hatarérték
nem létezik.

rz—1

= lim <(—a:—2)+ ”31) — lim (—z — 2) +
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Ismét megallhatunk itt is, kijelentve, hogy a hatarérték nem létezik, hiszen az Osszeg
mésodik tagjanak hatarértéke nem létezik. Lassuk be ezt ennek a tagnak a bal és jobb
oldali hatéarértékének kiilonbozdségével:

. Z . X
lim = —00 és lim = 00.
r—1- \z—1 r—1+ \x —1

. vr+2-—3
10.) lim —— =o0.
z——1— T+ 1

Semmiféle 4dtalakitast nem sziikséges elvégezni ebben az esetben. Vizsgiljuk meg a szamlalo
és a nevezl elGjelét. A szamlaloba behelyettesithetiink —1-et, /—1+2 — 3 = —2- lesz az
eredmény, tehat a szamlalo elGjele negativ. Garantaltan negativ, hiszen a vizsgélt pontban
a gyokos fliggvény folytonos. A nevezében szerepld fliggvény z = —1-nél metszi az -
tengelyt, és ha ezt a pontot balrdl, a negativ szamok fel§l kézelitjiik, akkor garantalni
tudjuk, hogy elGjele negativ lesz. Egy negativ szdmot osztunk el egy infinitezimalisan
kicsi, de negativ el6jeld szdmmal, az eredmény oo lesz.

2

11) limei=.
z—1

Ahhoz, hogy eredményre jussunk, meg kell vizsgalni, hogy létezik-e a kitevében szerepld
fiiggvény hatarértéke az x = 1 pontban. Ehhez szokés szerint megnézziik a jobb és a bal

oldali hatarértékeket, és Osszevetjiik 6ket, hogy egyenlek-e. Ha nem, a hatarérték nem

létezik.

z? z?

lim =00 és lim = -0
z—=1-1—x z—=1+t1—x

Az els§ esetben az (1 — z)-fliggvény negativ meredeksége miatt tudjuk garantédlni, hogy a
nevezl a pozitiv szadmok feldl kdzeliti a nullat, ezért az eredmény oco. A masodik esetben
ennek az ellenkezGjét tudjuk, tehat a nevezd biztosan a negativ szdmok fel6l kozeliti a
nullat, igy az eredmény —oo. Az exponencialis fiiggvény tulajdonsagabol kovetkezik, hogy
z? z2
lim el-= = o0 és lim el-= =0,
z—1— rz—1t

igy a hatarérték természetesen nem létezik.

12.)  lim e(+a)?,

z——1
A sztori teljesen megegyezik az el6zével. Vizsgiljuk meg, hogy a kitevé jobb és bal oldali
hatarértéke megegyezik-e. Ezittal egyszerti dolgunk van, x = —1 esetén ugyanis a szam-
laléja garantaltan negativ, a nevez6ben pedig négyzetes kifejezés szerepel, igy az pedig
garantéltan pozitiv. Igy nem kérdés, hogy megegyezik a két hatarérték, amely az ellen-
tétes el§jelek miatt —oo:

lim ——— =-00 ¢és lim ——— = —o0,
z——1- (14 x) z——1% (1 + x)

amelybdl egyértelmtien kovetkezik, hogy

lim e+=)? = (.
r——1
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2. rész
2 —2 —1 2
1) ot T2 g, @ DEED) o) —14223
r—1 x—1 rz—1 xr—1 r—1
2
— 3z +2 —2)(z—1 —(z—1 1— 1
2) tim L2, E=De=l) g mem) g tme 1
2 4 — 22 T—2 (2*1’)(2+$) T—2 (2+l‘) T—2 (2+l‘) 4

3) ) x2—4 \/IL‘—Q a:+2 lim \/(x—2)(x+2):

lim 5 - -
T——2 T x—> 2 :c—)—? o (.T + 2)2
— Lm (w—2)(az+2 x—2

T——2" (z+ 2) x—> 2* x+ 2~

A levezetés az eddigi megoldasok alapjan mér egyértelmi, tovabbi magyarizatot nem
igényel.

. Vr+2-1 . VT +2-1yz+2+1 , (x+2)—1
4)  lim — = lim = lim =
z—-1  x+1 a1 z+1 Vo241 ao-1(z+1) (1+Vz+2)

= lim = lim = =
-1 (z+1) (14+vVr+2) =114V +2 14+V=-1+2

+
(z +1) , 1 1 1
5

1-— 1-— 1 1-— 1
5) lim — ~ el g, -2 Vet )
z—1 v/ — 1 r—1 x—lﬁ—i—l r—1 x—1
—hm (Vz+1)=—-(1+1) 2
6) I sin 2z sin 2x I sin2x 2 2 sin 2x 2 1 2
. im = = lim -— = —-lim =—.1=-.
z—0 3z 2x - % z—0 2z 3 3 =0 22 3 3
in5 . .
7)  lim tan bz — lim oyt — lim sin b — lim sinba : 1 . % _x
z—0 T z—0 T z—0cosbr-xr z—0 Dbx 5 COS 5x 5
Az utolsé két feladathoz csupan a
sin x sinx
lim =1 és tanx =
=0 T cos T

azonossagok felhasznalésara volt sziikség, minden méas adja magat.
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3. rész

1.) Vizsgaljuk meg az alabbi fiiggvényt folytonossig szempontjabol:

r+2, hax>1,
flx)=4,
z+1, haz<1.

Megoldas:

Meglep6 lenne, hogyha az x = 1-en kiviil lenne barmiféle, szamunkra izgalmas torlodasi
pontja D-nek, ahol nem folytonos a fiiggvény. A két elemi fiiggvény ugyanis, amelyek
alkotjak f(x)-et, definicio szerint folytonosak. Igy elegends csak x = 1 kornyékén ku-
takodnunk, ami a folytonossagot illeti. Nézziik meg a két féloldali hatarértéket, valamint
a fiiggvény helyettesitési értékét a kérdéses pontban:

flz=1)=12+1=2,
lim f(z)= lim (2> +1)=1"+1=2,
z—1— z—1—

li = i 2)=1+2=3.
S0 = iy e =i

Innen mar minden latszik. A két féloldali hatarérték nem egyezik meg, ezért a fiiggvény nem
folytonos az x = 1-ben, ott definicié szerint elséfaji, nem megsziintethetd szakadasa van,
hiszen a féloldali hatarértékek végesek. Fzek alapjan a fliggvény grafikonja mar megadhato
x = 1 kornyezetében.

2.) Vizsgéaljuk meg az alabbi fiiggvényt folytonossag szempontjabol:

r+a, haz>1,
fl@)=9 ,
xr*+1, haz<l.
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Megoldas:

Az a paraméterrdl semmit sem tudunk, igy feltételezziik, hogy tetszdleges valos szam lehet.
Egyébként — még ha paraméteresen is, de — az els feladathoz hasonlban sziikséges eljarni:

fle=1)=1+a,
lim f(z)= lim (2®+1)=1"+1=2,
1~

T—1~
1' = 1. + :1+ .
A S0 = i e =1

A dolog nyilvan arra megy ki, hogy olyan a-t adjon a hallgaté, ahol a fiiggvény folytonos
lesz. Trivialisan laszik, hogy az a = 1 valasztassal kell élni, ekkor a két oldalsé hatarérték
véges lesz, meg fognak egyezni egymassal és a fliggvény helyettesitési értékével is. Minden
mas esetben a fiiggvénynek elséfaji szakadasa (ugrasa) lesz az Osszeillesztési pontban.

3.) Vizsgéaljuk meg az alabbi fiiggvényt folytonossag szempontjabol:
fla) = S, hax #0,
3, ha z = 0.

Megoldas:

Itt is nyilvanvaléan az a kérdés, hogy miként vilasszuk meg a-t ahhoz, hogy a fliggvényiink
folytonos legyen. Azt mér tudjuk, hogy a fliggvény helyettesitési értéke az x = 0-ban 3,
valamint azt is tudjuk, hogy a Sig”” fliggvény hatarértéke az x = 0-ban létezik és véges,
egészen konkrétan 1. A cél tehdt, hogy a-t gy valasszuk meg, hogy ez a **-jellegi
hatarérték 3 legyen, ebben az esetben fog teljesiilni, hogy az x = 0 pontban a kétoldali
hatarérték létezik és véges, rdadasul megegyeznek egymassal és a fliggvény helyettesitési
értékevel is. Hat akkor kezdjiik el gyirni, amig j6 nem lesz. Van egy sejtéslink a = %—ra és

a = 6-ra. Prébaljuk ki az utébbit:

. sinbx . sin6x . sin6x
lim = lim = lim .

= 1 . = .
z—0 2z z—0 6;1;g z—0 Ox 3 3=3

Hat ez bejott, a = 6 esetén tehat folytonos lesz a fliggvényiink.

f(x)
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