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1. fejezet

Bevezetés

A dolgozat a Laplace-transzformacioval és annak alkalmazasaval foglalkozik. Elgszor réviden
ismertetném Laplace életét és munkassagat, majd a transzforméacié definicidja és annak alka-
Imazasa kovetkezik néhany fliggvényre. Ezek utan a transzformaltra vonatkozéd tulajdonsé-
gokat vessziik sorra. A kovetkez§ fejezetben a Laplace-transzformalt és a generator fiiggvény
alakulasat nézziik meg derivaldsra és integrélasra vonatkozéan. Ezek utan a transzformaciod
inverzét és a parcidlis tortekre bontas modszerét targyaljuk. A dolgozat transzforméacio leg-
fontosabb alkalmazasaval, a kozonséges differencidlegyenletek és egyenletrendszerek valamint
az integralegyenletek targyalasaval zarul. Ahol lathatjuk hogy a transzformacié a differencial-

egyenletek és egyenletrendszerekbdl algebrailag kénnyebben megoldhatot hoz 1étre.
e Laplace élete és munkassaga

Sziilei szegényparasztok voltak. Beaumont-ban sziiletett. A beaumont-i katonai iskolanak
bejaré novendéke volt, ahol feltlint kiting emlékezSképességével. Tanulmanyainak elvégzése
utdn ugyanennek az iskoldnak lett tanira. Képességeinek azonban a kis vidéki iskola nem
biztositott elég lehetGséget, és ezért Parizsba ment. Ajanloleveleivel D’ Alembertnél jelentkezett.
A hires enciklopédista azonban nem fogadta Laplace-t. Ekkor Laplace sajatkeztleg irt levélben
kereste fel. A levél elolvasésa utdn Laplace el6tt megnyilt D’Alembert ajtaja, hiszen ez az irés
a mechanikai elvekrdl szolo remek értekezés volt. Par nap mulva Laplace-t az Ecole Militaire
matematika tandrava nevezték ki. Ett6l kezdve gyorsan haladt elére. 24 éves kordban mar
az akadémia levelezs tagja, majd a kiralyi tiizérség novendékeinek examinatora (vizsgaztatoja)
lett. 1810 utan majdnem minden eurdpai tudoméanyos akadémia tagjaul valasztotta. 1794-ben
az Ecole Normale Supérieure analizis tanara lett, nem sokkal késébb pedig a Mértékiigyi Hivatal
tagja és elnoke. 1812-ben jelent meg a Théorie analitique des probalitités (A valoszintség

analitikai elmélete) cimid mive, amely a valoszintiségszamitast a matematika 6nallo dgaként



targyalja. Ebben a miiben jelent meg a valészintség klasszikus modellje, amely akkor al-
kalmazhato, ha véges sok elemi esemény van, és azok bekovetkezése egyformén valdszinii.

A newtoni mechanika alapjain az égi mechanika kifejlédése L. Euler, J. L. D’Alembert, J.
L. Lagrange és P. S. Laplace tevékenysége nyoman indult meg. Kiilénosen jelentGs Laplace
munkissaga, mely az égi mechanika valamennyi teriiletére kiterjedt. Nagy Osszefoglalé miive
a "Traité de Mécanique Céleste" (I-IV. kotet 1798-1805, V. kotet 1825) az égi mechanika
probléméinak elsé rendszeres targyalasat adja. Joggal tekintik Laplace-t az égi mechanika

megalapitojanak (az égi mechanika elnevezés is téle szarmazik).



2. fejezet
Laplace-transzformacio

Ebben a fejezetben a Laplace-transzforméaltat fogom definialni és ennek alapjan néhany fiige-

vénynek kiszamolom a traszfolmaltjat.

2.1. Definici6 és alkalmazasa

2.1. Definicié. Az f: [0,00[— C,t — f(t) fiiggvény Laplace-transzformdltja az

/ F(t)- et

fliggvény, melynek értelmezési tartomdnya a |0, oo[ intervallum azon pontjaibdl dll, ahol a fenti

improprius integrdl konvergens. Jelolés: L[f(t)] = F(s)

Definici6 alapjan szamitsuk ki néhéany fiiggvény Laplace-transzformaltjat!
Az értelmezési tartomanyt a tovabbiakban nem jel6ljiik kiilon.

L f(t) =

Alkalmazva a definiciot a kovetkezot kapjuk.

o I 1 1
F(s):/ 1'€Stdt:|:€ } =0+-=-.
0 0 S

—S

Tehat L[1] = 1 és az integrél linearitdsa miatt tetsz6leges ¢ € R esetén Lc] = €.

2. f(t) =
A parcialis integralast alkalmazom a kovetkez6 megoldasakor.

> Bt Y I N 1 [e] 11 1
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Tehat L[] = &, illetve barmely ¢ € R esetén Lc- ] = 5.

ft)=t"ne Nt n>2
Ennek meghatarozasahoz teljes indukciot hasznalok. Kiszamolom n = 2 ésn = 3 esetet is.

a) El6szor legyen n = 2. Ekkor parcialisan integralunk majd felhasznaljuk a 2. feladatban

kapott eredményt, igy

R T > e
F(s) = t- e %tdt = |t°- - 2t - dt =
0 —S1o 0 —S

2 [ 2
:o+—/ toeStdt == L[] =
s Jo S

b) Ha n = 3, akkor

R 5 ™ a2 €
F(s) = e dt = |17 - — 3t - dt =
0 —S 1o 0 —$

:0+§/ t2'€78tdt:§L[t2] :;4: _':L[t3].
0

S S S

¢) Teljes indukcioval megkaphatd barmely n-re megkaphatjuk L[t"] képletét.

e’} —st] o 0 —st
L[t"] :/ t" e tdt = {t’“e ] —/ notnl S g =
0 S 1o 0 —S




n n—1 n—2 o n n—1 n-—2 4
—_— e e — . — t e dt__—.—
s s s s Jo s s s s
n n—1 n—2 4 3! n!
_nn—r nzme 202 — L[t".
S s s S 84 Sn—I—l [}

A fontosabb exponencialis és trigonometrikus fiiggvények traszforméaltja kozetkezik

1. f(t) = e
Ekkor

ela=s)t]> 1 1
a—s |, a—s S—a
Ez alapjan
1
Lle™"] = .
S+ a

2. Legyen f(t)=t - e™, ahol a tetszGleges valos vagy komplex allando.

Ismét a parcialis integralast alkalmazzuk az f =t ésa g = e® - e~ kiosztéssal

F(s) = / t-e®. e stdt = / t-e 5t =
0 0
—(s—a)t 7>® oo _—(s—a)t
— [t : 6—} _ / T =
—(s=a)ly, Jo —(s—a)

-0 [Qﬁ}l—(@— <s—1a>2) e

3. f(t) =t"- e

n=1-re méar lattuk




n=2 esetben a kovetkez§ képpen alakul

F(s) = / t2 e et dt = / 2. eIl =
0 0
—(s—a)t 7® 00 —(s—a)t
{ﬂ.e—} _/ Q.t.e—dt:
G-al, b T 6w

2 o 2 1
0 t-et-emdt = : = :
+s—a/0 © e s—a (s—a)? (s—a)

Folytathato az eljaras n > 3 esetén is. Teljes indukcioval pedig megkaphatjuk L[t"e®]
képletét. Az indukcié soran parcidlis integralast hajtunk végre.

Tehéat

e—(s—a)t :| 00

L[t" - e = / e et dt = / e~ (Tt — [t"—
0 0 —(s—a)],

—/ n-t”_le—dt:()—/ _ N et gy
0 —(s—a) o —(s—a) s—a

0 —(s—a)t 7°° oo
/ L e—(s—a)tdt _ n . <|:tn—1 . € :| _ / (n _ 1) L2,
0 s—a —(s—a)l, 0

—(s—a)t o0
Ldt " (o= / on-1 =2 —(s=ayt g ) — "
) s—a o —(s—a) s—a

.n_l./mt"—2.e—(5—a)tdt: n_ n-1l t”—Q.ﬂm
s—a Jo s—a Ss—a —(s—a)],

n— 2

e ) i - [

n .n—l.n—Q_/ootng.e(sa)tdt:._.:
0

tn73 . ef(sfa)tdt —
s—a sS—a S—a



n ‘n—l'“‘. 3 /tz-e_(s_“)tdt: n n—-1n-2
s—a s—a s—aj s—a s—a s—a

iL[tQGGt]: n .n—l_n—2‘“.' 3 _ 2! _
s—a s—a s—a s—a s—a (s—a)?
TL' L[tnat]
— = e].
(s —a)rt!

4. f(t) = cos(at)
Ebben az esetben hasznaljuk az Euler formulat (e'® = cos ¢+i sin ¢, e~ = cos ¢—i sin ¢).

A két egyenlGséget kivonva egyméasbol és rendezve kapjuk, hogy a cos(at) = e gy,

2
alapjan a transzformalt a kovetkezd képpen alakul.

00 oo iat —iat
F(s) = / cos(at) - e *'dt = / ere . e *tdt =
0 0 2

/‘OO e(ia—s)t + e(—ia—s)t /OO e(ia—s)t /OO e(—ia—s)t
—= — + - @@ @ -
0 2 0 2 0 2

,<_ 1 )é_—(—m—s)—(m—s)

a4 — S —ia — S —a

2s S

2 _ g2 a2+82'

1
2 _ 2 9

N | —

—a

e Végiil a hiperbolikus fiiggvényekre mutatunk néhany példat.

5. f(t) = cosh(at),a € C tetszéleges, z = at.
A coshz = €= a 4.példara hivatkozva, igy kapjuk

oo Lat —at 1 o] 1
F(s) = / e re +2€ e dt = 3 / e e e et = 5 L[e™] - Lle™™].
0 0

Az exponencidlis fiiggvényeknél mér lattuk e transzformaljat,ez alapjan az eredmény

L1 1Y s
2 \s—a s+a) s2—a2




6. f(t) = sinh(at)

Itt is felhasznaljuk az Euler-formulat,igy

sinhz:_—e,
2
tehéat
L[~ 1 1 1 a
F —— at —st _ _—at —st - _ _ ‘
=g [T e e 2L

7. f(t) =t -sinh(at)

> o0 et _ o—at
F(S) = / t- Sinh(at) . e—stdt — / to— . e—stdt _
0 0 2

1 /Oot at —st 1 /’Oot —at —st 1 1 1 1 2@8
2 Jo 2 Jo 2(s—a)? 2(s+a)? (s2—a?)?

Az alabbi tablazatban Osszegytjtottem a fontosabb fiiggvények Laplace-transzforméltjat.

i) m
1.1 %
2.t S%
3.2 2
4. | t" L
5. | e 1
6. | In(t) _é - (C +1n(s))
7. | cos(at) =
8. | sin(at) =2
9. | cos®(at) %
10. | sin®*(at) s(s%.i)a?)
11. | t - cos(at) (58224:522)2
12. | t - sin(at) (SQ%F%)Q
13. w arctan(%)
14. | cosh(at) =2
15. | sinh(at) =2
16. | cosh® at (5522_—24222)
17. | sinh®at 5(822+24aQ)




2.2. Fontosabb alkalmazasi szabalyok

A kovetkezd pontban 5 fontos alkalmazasi tulajdonségat szemléltetem a transzformaltnak.
1. Linearitas

e Adott f(t), amelynek Laplace transzformaltja L[f(t)] = F(s) akkor L[K - f(t)] =
K - L[f(t)] = K - F(s), valamely K valos vagy komplex szamra.

Ugyanis a konstans kiemelhetGsége miatt

LK f ()] = / TKf(t)etdt = K - / T ft)et = K- L))

e Adott fi(t), f2(t), amelyeknek Laplace transzformaltja F(s), F5(s), akkor

LIfi(t) + f2(t)] = LLf1(t)] + L[ f2(t)] = Fi(s) + Fa(s).

Ugyanis az integral additivitasa és disztributivitasa miatt

L) + falt)] = / T + fal))etdt —

/0 " Rt = LU ()] + LU(0)] = Fi(s) + Fas).

Mindkét torvényszertiség azzal igazolhat6 hogy a Laplace-transzformalt tulajdonkép-

pen hatérozott integral.

2. Eltolasi tétel
Adott f(t), amelynek Laplace transzformaltja L[f(t)|=F(s), ekkor f(t—7) esetén a Laplace

transzforméalt eredménye a t — 7 = 2,t = z + 7,dt = dz helyettesitéssel

Lif(t—71)] = /OoO ft—71)e*tdt = /OOO f(2)e &gy =

/00 f(z)e*e ™dz =€ ™* /00 f(z)e™**dz = e T F(s).
0 0

3. Csillapitasi tétel
Most megviszgaljuk az el6z6 kérdés forditottjat. Ha F az f fiiggvény transzformaltja,

akkor az s — F'(s + a) fiiggvény mely generatorfiiggvényhez tartozik?
Mivel

F(s) = /OOO f(t)e *tdt

10



ezért

Fs+a) = / " F(t)e oty = / " Ft)e e = Lif(t)e .

at exponenciélis tényezdvel

Tehat a Laplace-transzformalt eltolasa a generatorfiiggvény e~
valo szorzasaval egyenértéki.

A csillapitési tétel segitségével szamitsuk ki a kovetkezd fiiggvény
transzformaltjat!

~ f(t) = e cosh(bt)

Korabban mar lattuk hogy L{cosh(bt)] = %
Ebbdl kévetkezGen s — s + a helyettesitésel adodik:

(s +a)?

Lle™ cosh(bt)] = (5+a)? 02

. Hasonl6sagi tétel

Adott f(t), amelynek Laplace transzformaltja L[f(t)] = F(s) ekkor f(at) esetén a Laplace
transzforméacioé eredménye:

Legyen at = z, ekkor ¢ = £ ¢s di = Ldz igy,

T a

Lif(at)] = /OOO Flat)etdt = /OOO fo)e=i Las =1 /OOO F(2)e i*dz = 1F(Z)

a a a

e Hasonlosagi tétellel szamoljuk ki a L[ln(at)]-t!
Laplace-transzformaltakat tartalmazo tablazatbol tudjuk hogy:
Llnt] = —=1(C +1ns), ahol C egy allando.

Innen a hasonlosagi tétellel adodik:

Llnat] = §<—1<C+ln2)) - —§<C+1n§).

e Szémoljuk ki a L[(at)? cosh(at)]-t!

e lw

Szintén a tablazatbol tudjuk, hogy

2s(s* + 3)

L[t* cosh(t)] = R

11



Ahonnan a hasonlésagi tétellel adodik

L[(at)? cosh(bt)] = L. - i((i)z . 3) : <Z_§ i 3) _ g2, 28830 (5" + 3a2).

a 3 3 2 _ g2)3
(()-) () 77
5. Konvolicid

Az fi(t) és fo(t) fiiggvények konvolacidjat a

o= [ RO falt = T)dr

Osszefiiggéssel értelmezzitk. Most tekintsiik a g(¢) Laplace-transzformaltjat. Cseréljiik

meg az integralas sorrendjét, és vezessiik be a t' =t — 7 valtozot:
00 t

Gls) = / et / F(8) falt — 7)dr =
0 0

— /UOO fi(t)dr /Ot e fot — 7)dt =
_ /O et (r)dr / T e ()l = Fiu(s)Fa(s).

0

Igy a konvolicié transzformaltja egyszertien az egyes transzformaltak szorzata.

12



3. fejezet

Derivalhatosag és integralhatosag

3.1. A generator fiiggvény derivalasa

Eddig a definici6 alapjan hataroztuk meg egy fiiggvény Laplace-transzformaltjat. A most
kovetkezd részben a gyakorlati szempontbol fontos eljarast fogalmazunk meg. Melynek segit-
ségével konnyebben elGallithato a transzformaélt.

Elgszor egy fiiggvény derivaltjanak Laplace-transzforméltjaval foglalkozunk.

A definici6 alapjan adodik

i e

)t s / f(Betdt = 5 - LIf(B)] — £(0) = sF(s) — £(0),

ahol F az f fiiggvény Laplace-transzformaltja.
Tehat

LIf'(t)] = sLIf(t)] = £(0).
Ennek a formulanak az ismételt alkalmazasaval elGallithatjuk magasabb rendi derivaltak tran-

szformaltjat is

LIf" ()] = sLIf'(1)] = £/(0) = s - (sLIf (1)) = £(0)) = £'(0) = s*L[f ()] — s£(0) — f'(0).

Igy ha tovabb folytatjuk adodik az n-edrendd derivaltakra vonatkozé formula

LfM0] = s"LIf(#)] = s" 1 f(0) = 8" 2 f0 — . = f7D(0).

13



A kovetkezd példakon keresztiil illusztralnam ezt a szabalyt.

1.f(t) =t
Akkor

2.f(t) = cos(at)
A tablazatbol lathatjuk hogy

L[cos(at)] =

52 + a?

akkor

S

L[f’(t)] = L[—a . Sin(at)] =S L[COS(CLt)] — f(()) =53 m

— f(0).

f'(t) = 2 cos(at)(—sin(at))a = —a2sin(at) cos(at) = —asin 2(at)

ekkor
. 2a
L[f'(t)] = —aLsin 2at] = —a———— = L[f ()]s — f(0) = sL[f(£)] — 1,
s*+4a
tehat
1 207 1 s*+4a>—2a®>  s*4 207
LifOl= - (1= 575 )= - 2 2 (g2 2)
s 5% +4a s 5% +4a s(s? 4 4a?)
4.f(t) = sin at
Mivel
f'(t) = 2sin(at) cos(at) - a = a2sin(at) cos(at) = asin 2a,
ezért
2
Llasin2a)l =a- L[sin2a] = a - 52+—a4aQ’
tehat
I P
B s - s(s2+ 4a?)’

14



3.2. Laplace-transzformalt derivalasa

Az alabbi eredmény azt mondja, hogy a Laplace-transzformalt s-szerinti derivaltjat kiszamithatjuk
ugy,hogy a derivalas és az improprius integral sorrendjét felcserélhetjiik, azaz elGszor s szerint

derivaljuk az e~ f(t) kifejezést, majd a kapott eredménynek bessziik az improprius integraljat.

Ezért:
d d [ > d
—F(s) = — t) - e Stdt = ) — - e Sdt =
F(s) d&A 1t) e A F0) e

/OOO FE)(—t) - =t = — /Ooot () - et

d
ZF(s) = ~Llt- ()]

Altalanosan n-edrendi derivéltra a kovetkezét kapjuk

dS” dsn/ ft) /(—t)"'f(t)-e_“dt:

(—D”L 1 F () - ettt = (—1)" L f(1),

igy

vagyis

dn
—F(s) = (=1)"L[t" f(t)].
Tl (s) = (1) L[t f(2)]
A kovetkezd részben az el6z6ekhez hasonloan néhany feladaton keresztiil mutatnam be az egyes

fiiggvények transzformaltjanak derivalasat.
1.Legyen f(t) =t - sin(at).

Felhaszndlva Llsin(at)] = &1 = F(s), valamint alkalmazva 4. F(s)=—L[t- f(t)] formulat
kapjuk, hogy
) d a a-2s 2as
Llt - sin(at)] = Tds 2 4a? <_(52 + a2)2> T (Pt a?)?

2. Legyen f(t) =t - cosh(at)
Korabbrol tudjuk a hiperbolikus fiiggvény transzforméltjat

F(s) = Licosh(at)] = ——

s2 — g2’

15



Erre alkalmazzuk a

képletet igy,

LI cosh(at)] = j—; (ﬁ) _ % ((82(3_2&_2 >a2_)525) _
d ( _?_ g2 ) _ 25(s® + 30%)

(82 _ a2)2 (82 _ CL2)3 ’

T ds

3. Legyen f(t) = t"e.

Induljunk ki az e® Laplace transzformaltjabol

Lt = L = o).

s
Alkalmazzuk erre az F-re a 2. F(s) = (—1)"L[t" f(t)] formulat.

ds™

n at] __ 1 d"” 1 o 1 dn_l —1 =
L[t"e™] = (_1)n'@'s—a - (—1)n S dsn—1 (s —a)? B
1 qn-2 '(_1)(_2) B 1 (—1)" n! B n!
(=Dm dsm2 (s—a)® T (=) (s—a)mtt (s —a)*V

ahol Re(s —a) > 0.

3.3. A generator fiiggvény primitiv fliggvényének transz-
formaltja

A derivaltra vonatkozé formula alkamazésaval konnyen levezethetiink egy Osszefiiggést.egy f
fiiggvény integralfiiggvényének Laplace transzformaltjara vonatkozoan.

Legyen .
o) = [ rar

Ekkor £¢(t) = f(t) osszefiiggés miatt egyrészt

dt
Masrészt a derivaltra vonatkoz6 szabdly szerint

L] fot0)] = Ll

L [%W)} = sL[p(t)] — ¢(0) = sLo(t)],

16



hiszen

-/ eyt =

Atrendezve az egyenletet, kapjuk a keresett sszefiiggést

L[/Otf(t)dt} _ éL[f(t)] - FS),

ahol F szokas szerint f Laplace transzformaltja. Eszerint a generatorfiiggvény integralasa a

Laplace transzformalt s-sel vald osztasaval egyenértéki.

1. Szamitsuk ki a ¢(t) = fgtsin(at)dt fiiggvény Laplace transzformaltjat!
Az el6z6 megallapités alapjan az integrandusnak a Laplace-transzformaltjat kell osztani s-sel,
igy

2as 2a

Lp(t)] =+ - L[t -sin(ar)] = - - T = e

2. Szamitsuk ki ¢(1) fo t2e~tdt fiiggvény transzformaltjat.

Induljunk ki abbol hogy ismerjiik a t"e® transzformaltjat, most ezt az n = 2, a = —1 helyettesités-
sel kapjuk:
1 1 2! s° + 2a°
Llp(t)] = = - L[t*e "] = = - = )
WO =3 Lel =5 T COp ~ 2 1 aad)

3.4. Laplace transzformalt integralasa

A Laplace transzformaltnak az integrélfﬁggvényét ha megviszgaljuk hasznos Gsszefiiggést ka-

punk. Ehhez allitsuk els ¢ — {2 fuggveny transzformaltjat

t)] :/OO @estdt:/oo f(t)dt/oo e Sdt =
/ (/ f(t) _Stdt>ds—/ F(s)ds,

(& ) = st osszefiiggest.

ahol felhasznaltuk a d%

1. Szamitsuk ki az f(t) = M fiiggvény transzformaltjat!

Az el6bb levezetett ésszefﬁggest alkalmazva
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L{Sm(at)} :/:OL[sin(at)]ds:/:o ¢ _ds=

52 + a?
1l/“” 1 1 S o
—— ———ds = | —[ arctan [ — a =
o, F+17 7 |a a))"],
s\ ™ S a
= [arctan(—)} = - — arctan(—) = arctan(—).
a) |, 2 a S

2. Szamitsuk ki az f(t) = %2‘” fiiggvény transzformaltjat.

Itt felhasznéljuk hogy L[sin® at] = 5(5%‘2@3)7 amit mar kiszamoltunk korabban. Innen kovetkezik
LIf ()] = /OOL[sinzat]ds _ /Oo e
s s s(sda?)

Az integral kiszdmitasdhoz parcialis tortekre bontunk

2a® 5 1s
s(s?+4a?) s s+ 4a?’

ennek primitiv fliggvénye

11 2 1 1 1
— — - )ds=-In|s| — ~In|s* + 4a*| = -1
/(23 432+4a2> s=glnlsl=gnfs+dat =7l

sin? at & 2a? 1
L Y L R I -
[ t 1 /S s(s? + 4a?) * T [ "

=—In

4

52

52 4 4a?

ahonnan
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4. fejezet
Inverz Laplace-transzformacio

4.1. Definicié. Legyen az F eqy, komplex szdm fliggetlen vdltozoji fligguény, és létezzen eqy
f(t) egyvdltozos valds szam értekd fiigguény,amelyre teljesil,hogy L{f(t)] = F. Az f(t) fig-
guényt az I fiigguény inverz Laplace transzformdltjinak nevezzik. Az inverz Laplace traszfor-
mdlt jelolése: L™F) = f(t).

A gyakorlati alkalmazas szempontjabol egyik legfontosabb tulajdonsagot az alabbi allitasban

adjuk meg.
Allitas: Ha létezik fi(t)=L7'[F\]; fo(t) = L7'UF] ; ... ; fi(t) = L7'[F] inverz Laplace
transzformalt fiiggvények, és ci;co; ... ; ¢ tetszbleges adott valos vagy komplex szamok akkor

Lil[ch‘l -+ CQFQ + ...+ Cka] =
= ClL_l[Fl] + CQL_I[FQ] + ...+ CkL_l[Fk] =

=cifilt) +cafo(t) +... +cnfult)

azaz az inverz Laplace transzformécio lineéris tulajdonsagu.

Fontos még a konvolicios tételként ismert allitds

Allitas: Egy ismeretlen f(t) fiiggvény F Laplace transzformaltja legyen szorzat alaka: F =

F1 Fy,de legyenek ismertek az fi(t) és fo(t) fiiggvények, mint a tényezdk inverz Laplace-transzformaltjai:
fi(t) = L7HR és fo(t) = L7 )]

Ekkor

f(t) = LV F] = LR F| = / f1(2) folt — 2)de.

Alkalmazom a fent megfogalmazottakat néhany fiiggvényre.

1. Szamitsuk ki az
3s—1

F(s)= —2 "~
(5) s2+4s4+13
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fiiggvény inverz Laplace-transzformaltjat!

A tort nevezGjét teljes négyzetté alakitjuk

3s—1  3s—1  3(s+2)—-7 s+2 7 3
s24+4s+13  (s+2)24+9  (s+2)2+9  (s+2)2+9 3(s+2)2+9

ezért az inverz Laplace-transzormalt linearitasat,a csillapitasi tételt és a koszinusz és szinusz

F(s) =

fliggvényekre vonatkoz6 azonossagokat alkalmazva:

+2 7 3 7
L_l F == L_]' S— . _L_l - — —2t _ —2t .
[F(s)] =3 {(3 oo 32] 3 [(s oo 32] 3e*" cos(3t) 3¢ sin(3t)

2. Szamitsuk ki az

19 — 25
F(s) = ———
(s) s2+s5s—6
fiiggvény inverz Laplace-transzformaltjat!
19 —2s 19 —2s A B

24+5—6 (s—2)(s+3) 3—2+3+3
19—-2s=A(s+3)+ B(s—2) = As+3A+ Bs— 2B

A+B=-2—-A=-2-B
3A—-2B =19
3(-2—B)—-2B =19
—6—-3B—-2B=19
—6—-5B=19
—5B =25
B=-5—>5A=-245=3

tehat

3 B 5)
s—2 s+3

Inverz Laplace-transzformécié linearitasat alkalmazva

F(s) =

1 1
L~ YF(s)] =3L" — 5L —— | = 3e? — e 3,
[F(s)] L—zl L+3} ¢ c
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4.1. Parcialis tortekre bontas modszere

Ez a modszer a késGbbiekben is fontos lesz. Ebben a részben altalanosan szeretném ismertetni
majd egy egyszerd példan bemutatni.
Legyen f(x) = f]% alaki, ahol p(z) egy m-edfoku, ¢(x) pedig n-ed foka polinom. A nevezének
csak egyszeres, valos gyokei vannak. Ekkor ¢(z) felithato gyoktényezds alakban. Ekkor pedig
f]% felirhato:

p(x) _ p(x) . Ay Ay A,

q(r) (v —z)(x—25)...(x — ) _x—a71+x—x2+“'+:p—mn

alakban. Itt az Ay, A, ..., A, szdmokat az egyenlG egyiitthatok modszerével kapjuk meg. Tehat

p(yc)_ p(z) _ Ay Ay Ay,
q(r) (v —x)(x—25)...(x —2,) _x—x1+x—x2+."+x—xn

azonossagban a jobb oldalt kézos nevezGre hozzuk, majd az igy kapott szamlalo egyiitthatoit
osszevetjiik p(z) megfelels egyiitthatoival, igy egy egyenletrendszert kapunk A;-kre, amelyet
megoldva megkapjuk a kivant egyiitthatokat.

PELDA
1. Legyen
19 —2s
F —

(5) s2+s5s—6
A nevez§ szorzatta alakitasa utan kapjuk,

19 -2 A B

F(s) = i = +
(s—2)(s+3) s—2 s+3
ebbdl
19—-2s=A(s+3)+B(s—2)=As+3A+ Bs —2B

ahonnan

A+B=-2—-A=-2-B
34— 2B =19
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Behelyettesitem A-t a méasodik egyenletbe

3(—2— B)—2B =19
—6—3B—2B =19
—5B =25

B=-5

B-t behelyettesitve az els6 egyenletbe

igy

A=—2—(-5)=3
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5. fejezet

Kozonséges differencialegyenletek és

egyenletrendszerek

A Laplace transzformacié egyik legfontosabb alkalmazasa az allado
egyilitthatos linearis differencidlegyenletek és differencidlegyenletrend-

szerek megoldésa. Ehhez tekintsiink egy mésodrendd differencidlegyenletet

ax” +bx' + cx = f(t)

ahol a, b, c adott konstansok, = = x(t) az ismeretlen fiiggvény, f szintén adott fiiggvény.

A megoldasi médszer lényege abban all, hogy képezziik az egyenlet mindkét oldalanak Laplace-
transzforméaltjat. Ha bevezetjiik az ismeretlen ¢t — x(t) fliggvény transzformaltjanak jelolésére
az s — X (s) jelet, és felhasznaljuk a korabban bizonyitott

Liz'(t)] = sX(s) — x(0)

L[z"(t)] = s*X(s) — sz(0) — 2'(0)

Osszefiiggéseket,akkor a transzformacio eredménye az

a(s*X (s) — sz(0) — 2/(0)) + b(sX (s) — z(0)) + cX(0) = F(s)

algebrai egyenlet.

A transzforméacio elvégzése utan tehat az ismeretlen x fliggvény transzformaltjara egy kézon-

séges algebrai egyenletet kapunk.
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5.1. Példak differencidlegyenletekre
1. Tekintsiik az

' —4r =0, z(0)=1, 2'(0)=0

kezdeti érték feladatot.

Vegyiik az egyenlet mindkét oldalanak Laplace-transzformaltjat

L[z"] — 4L[z] = 0.

Hasznélva az X(s) = L[z] jelolést valamint a mésodik derivalt Laplace-transzforméaltjara

vonatkoz6 azonossagot, kapjuk

s2X(s) — sx(0) — 2/(0) —4X(s) =0

A kezdeti értéket hasznalva

azaz

Bontsuk parciélis tortekre X (s)-t,

S s A B

s$2—4  (s+2)(s—2) s+2+s—2

amibdl atszorozva kapjuk, hogy
s=A(s—2)+ B(s+2)
A+B=1—-A=1-DB
—2A+2B=0
—(1-B)+B=0

2B:1—>B:1
2
1
A=1—-=-==
2 2
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ezért

s 11 n 1 1
s2—4  2s5+2 2s5—2
Inverz Laplace-transzforméltat hasznalva megkapjuk a kezdeti érték feladat megoldasat

xu)zzL—WXxsﬂ::L—l[ i }::L—l{ﬁl ! = R

1
23+2+§s—2 2 2
2. Tekintsiik az

2 (t) + 42’ (t) + 3z(t) = 1
z(0)=0
2'(0) =0

Vegyiik az egyenlet mindkét oldalanak Laplace-transzformaltjat

X (s) — s(0) — 2/(0) + 45X (s) — 2(0) + 3X (s) = é

ekkor

X() 1 1 1
§S)=—mm— =
s24+4s5+3 s s3+4s2+ 3s

A nevezGt szozattd alakitjuk és hasznaljuk a parcialis tortekre bontas modszerét:

1 A+ B N C
s(s+1)(s+3) s s+1 s+3

atszorozva kapjuk

1= A(s>+4s) +3)+ Bs®* +3Bs + Cs* + Cs
ebbdl
A+B+C=0

4A+3B+C =0
3A=1—-A=4

A-t behelyettesitve a masik két egyenletbe

5+B+C=0
$+3B+C=0
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Kivonjuk egyméasbol a két egyenletet

igy

1 11 1 1
X(s) = =5 — = S
() =3~ 3571 6513

Inverz Laplace-transzforméltat hasznalva megkapjuk az egyenlet megoldasat:

_ 111 11
x(t) = L7'X(s)] = L 1[53_§s+1+és+3

1
| = gl(t) — et Ze™

5.2. Differencialegyenletrendszerek

Differencidlegyenletek esetén felhasznalva az az el6zGekben megkapott Osszefiiggéseket, algebrai
linearis egyenletrendszert kapunk az ismeretlenfiiggvények transzforméltjara vonatkozolag. Az
egyenletrendszer megoldasa utan ismét a visszatranszformalas a feladat. 1. Szamitsuk ki a
kovetkezs egyenletrendszert!

' =3r—2y+eé

Yy =x+6y— €

z(0) =2

y(0) = -1

vegyiik mindkét egyenlet mindkét oldaldnak Laplace-transzforméltjat:

a kezdeti feltételeket hasznalva:

(s —3)X(s)+2Y(s) =2+ p—

1
s—1

—X(s) + (s — 6)Y(s) = —1 —

az egyenletrendszert rendezve kapjuk:
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252—11s+6
{ X($) = waem6D
_ s2—5s+1
Y(s) = 696
és {gy parcialis tortekre bontva X (s)-t:

2¢2 —11s+6 A N B N C
(s—4)(s—5)(s—1) s—4 s—5 s-—1
25% — 115 + 6 = A(s* — 65+ 5) + B(s* — 5s + 4) + C(s* — 9s + 20)

25% — 115 + 6 = As® — A6s +5A + Bs* — 5Bs + 4B + Cs* — 9Cs + 20C
A+B+C=2—A=2-B-C
—6A—-5B—-9C=-11— —-6(2—B—-C)-5B—-9C=—11 - B=1+3C
5A+4B +20C = 6

5(1 —4C) +4(1+3C)+20C =6

9+12C =6
1
4
1 1
B=1+3(—)=-
+3( 4) 4
1 1
A=2—-——(—=-)=2
4 ( 4)
2 1 1 1 1
t)y=L""' - - =
I() s—4 4s—5 4s5-—-1
1 1
—9pdt L Tt ot
x(t) = 2e +4e 7€

majd ismét a parcialis tortekre bontas modszerével megkapjuk y(t) is

A+B+C=-1—-A=-1-B-C
—6A—5B—-9C=5——6(—1—B—C)—5B—-9C=5—B=—1+3C
5A+ 4B +20C = —1 — 5(—4C) + 4(—1 + 3C) + 20C = —1
44120 = -1

O:

B=-1+3

!
4
3C =
1
e >



2. Legyen:

¥=-Tr+y+5 z(0) =0

Yy = —2x — by — 37 y(0) =0

Mindkét egyenletnek vessziik a Laplace-transzformaltjat.
Ekkor:

sX(s)=—TX(s)+Y(s)+2

sY (s) = —2X(s) — 5Y (s) + %%
Az els6 egyenletet megszorozzuk s + 5-tel majd dsszeadjuk a két egyenletet igy megkapjuk az
X(s)-t:

37 5s5+25
X(s)(s2+ 125 +85+2) — 2o — 2220
S S
37 + 5s? + 255

s2(s? 4+ 12s + 37)

X(s) =

Parcialis tortekre bontjuk X(s)-t:

X(s) 37 + 55 + 255 A+B+ Cs+ D
S) = = — _ -
s2(s24+12s+37) s s2 s2+12s+37

37 + 55 + 255 = A(s(s* + 125 + 37)) + B(s* + 125 + 37) + Cs(s?) + Ds?

37 + 5% + 255
A+C=0—C=-1
12A+B+D=5—D=—-6
3TA+12B=25 —37TA—-12=25 > A=1
37B=—-37 — B=—1

1 1 5s+6

w(t) =L =+

ST o1t — e teos(t).
e R o E e “eos(t)
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Majd az egyenletrendszerbsl megkapjuk az Y(s)-t ha az elsG egyenletet megszorozzuk 2-vel a

maéasodikat pedig s + 7-tel és kivonjuk egymasbol:

{ 2X(s)(s +7) = 2V (s) = 2 =0
Y(s)(s+5)(s+7) +2(s + 7)X(s) — Z=520 =
37s =259 10
52 p
—10s — 37s — 259  —A47s — 259
s2(s2+ 125 +37) 82+ 125+ 37

Y (s)(s* 4+ 125 + 37) — 0

Y(s) =

Parcialis tortekre bontjuk Y(s)-t:

—475-259 A B Cs+D

2125137 s £ £1125137
—47s — 259 = A(s(s* + 125 +37)) + B(s* + 125 + 37) + Cs(s*) + Ds*

—47s — 259 = As® + A12s* + A37s) + Bs® + B12s + 37B + Cs(s?) + Ds”
A+C=0—-C=1
12A+B+D=0—=12-7=-D =D =5
37TA+12B = —47T =5 37TA+84 = -47T—- A=1
37B =—-259 — B =—T.

Megkaptuk hogy:

1+_7+ s+
s 52 524125+ 37

Vessziik az el6z6 egyenlet inverz Laplace-transzforméaltjat:

y(t) =1 — Tt +e %cos(t) + e *sin(t).
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5.3. Integralegyenletek

Néhany esetben eléfordulnak olyan integralegyenletek,amelyekben az ismeretlen fliggvény egy

konvolicioban szerepel. A

o) = fz) + A / Kz — )g(y)dy

egyenlet, ahol f(x) és k(x) megadott fiiggvények és a A adott allandé. Ha az el6z6 egyenletben

ax =x—a,y =y — avaltozo cserével a kovetkez6t kapjuk

/

g(@) = f(2') + A / "k — gy

Az Altaldnos megoldasi médszer: alkalmazzuk a Laplace transzforméciot az egyenletre,
G(s) = F(s)+ MK (s)G(s)

algebrai egyenletre jutunk, amelybdl kovetkezik, hogy

_ F(s)
@) = T3k )
Az egyenlet atirhato a
G(s) = F(s) + 1 jfif;)(s)ﬂs)

alakra.

1. Tekintsiik az

s:/ e*tg(t)dt
0

egyenletet. A Laplace transzformaltja a kovetkezd

innen
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2. Tekintsiik a

egyenletet. Ekkor

G(s) =s' —s72G(s),

ami a kovetkezé megoldast adja:
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