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BEVEZETES

Az "Elektromdpneses terek” tantargy célja ar elektromigneses teret
leiré mennyiségek értelmezése, a rajuk vonatkezd térvények killGnféle
matematikal alakjanak megfogalmazisa, az egyenletek megoldasa
egyszert esctekben annak érdekében, hogy bizonyos elekiromagneses
Jjelenségeket leirhassunk. Nem célja a tantérgynak akér a klasszikus,
akar & szamitogép felhasznalasat igényls altalanos szamitési modszerek
bemulatiass, erre valaszihatd targyak keretében wvan lehetd=eg.
Ugyancsak nem célja a targynak azoknak az el arascknak a targyalisa,
amelyekkel a miszakl feladat gy modellezhetd, hogy az Bz
elektromigneses  Lérszamitas mbdszereivel leirhatd és megoldhatéd

legyen, sem a modellezés soran elkdvetebt hibak becslése,

A Jegyzel nbgy részre tagelva btargyal jJa a bLananyagot.
Az 1. reészben az alaptérvénycket foglal Juk Hssze, Feltételezzik,

hopy ar olvasé a Flizlka Largy keretében az alapvetd elekiromos és

magneses mennylségek fogalmival és a rajuk vonatkozo thrvéenyek

integralis alak javal mar  meglsmerkedett, ezért ezckel
45 differencialls alakban djrafogalmazzuk. Héhany

csak

tigszefoglal juk
példat mutatunk arra, hogy mikeént oldhaték meg egyszerd feladatok 2=
alaptirvények felhaszrnaléasaval.

4 2. resz targya a sztatikus vagy stacioparius {idében &llandé)
elektrones és magneses tér. Megmutat juk, hogy bizonyes egyszerfisitd

feltételek mellett az ilyen terek szamitasa ugyanannak a problémanak,

a Laplace-Folsson egyenletnek a perems és folytonossapl feltételekel

klelégité megolddsara vezethetd vissza

A 3. részben a Lavvezetékek elméletével foglalkezunk. Vizspal juk
mind a szlnuszos &llandésult éllapotol, mind nz dtmenell folyamatokat,
A tavvezetékek Lekinthetsk altalanesitott [elosztott paraméterd)

halazatoknak, de egyszerd elekbromagneses hullamjelenségek hordozoinak




is, mAr itt megjelenik a bhullémegyenlet &z a llelmholtz epvenlet
egydimenzlos alakja,

A 4. részben azr elekbromagneses hullamok néhédny  tipusalb
targyal juk., Epyszerd esetekre megvizspal Juk az adott gerjesztéshes
tartord elektromigneses tér tulajdensagalt, & kllénbizd kBzegekben
terjeds sikhullamok viselkedését &s a  vezetett hullamok néhany
alapvetd Jellegzetességet.

Kewés klvételtdl eltekintve linedris és lzotrop kibzegekben
kialakuleé btérre korlatozzuk vizsgadlatalnkatb.

Az egyes részek fejezetekre oszlanak (pl. 1.4, Tejeret). Az Abrak
&5 képletek szdmozdsa fejezetenként eldlrél kezdSdik, Az abrakra és a
képletekre a felezeten bellll csak a sorszamival hivatkozunk (pl. az
1.4-2. abrara mint 2. 4bréral. A fsjezetek szZekaszokra oszlanak
{pl. 3.2-B. szakasz), a hosszabb szakaszok pontokra tagoladonak (pl.
3.2-6.2. pont).

4 fontes bBsszeflpggések sorszammal, a legfontosabbak bekerete-
zégse] vannak klemelve,

Mindegylk rész feladatokkal zarul, amelyek tematlkusan tagolbalk.
E feladabtok megoldasa elfsepitl az elmélet mepériését, a fogalmak el-
melyitéset és epyes esetekben egyszeri modellek megoldistnak med jat 1s
megad ja.,

A vektorokat vastag betOvel Jeldljik (pl. E), a mennyistég komplex
Jellegét, ldéflggd wvagy az idotdl flggetlen Jellegét nem Jeldl Jik
kiilémn.

& targy tematikajit &z ennek megfelelden a Jegyzet Altalanos
felépitését az Elméletl Villamossagtan Tanszek  tanaral egyitt
alakitottdk ki, Az elmslet feldolgozésat, a kidolgozott példakat és a
kitfizétt feladatokat 1lletfen sokat meritettem a tanszék tanarai altal
irt kényvekbél, Jegyzetekbsil, példatarakosl. Kilin klemelem Simonyl
Kdroly: Elmélet] willamossdgtan cimd klesszlikusnak gramitd  mivét,
amelybs] valamennylen sokal tanultunk és amely alapvetd Forras minden,

a témakidc leant mélyebben érdeklédd hallgaténak és mérndknek.
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Ar FEl&sza utan azr Olvasd  kényelmére megadtunk néhiny fontos
univerzalis #llandst, tovabba 8 vektoranalizis nehény alapvetld

pesszellggésat.

E  helyen is  megkiszinim Dr. Yeszely Gyula  proefesszor
gondu]at¢breﬂztﬂ 5 gondos lektor! munkajat, Takdcs Sandor adjunktus

frtékes meglegyzéselt &s nlapos szivegkritikajat.

Budapest, 1993, majus - sreptember,
Fodor Gydrgy

A LEGFONTOSABE UNIVERZALIS ALLANDOK

Harom unlverzalls allandst célazerd meglegyeznl, Ezek

a fény terjedésl sebessége vdkuumban:

£ B
c = 2,097 921 58:10° L = 3-10° =
a vakuum permeabllitdsa:
-7 H -5 H
= . — _:-‘5,“'}'.1{] _—
“g 4n-10 = 1 =
a vdkuum permittlvitdsa:
-8 .
2.=1 -1z F _ 10 F
EU = [].I!DC ] = g,854-10 Fl'ﬁ = 4"'5— T

fz elst Ssszefllggés & meter, 2 mésodlk a2z amper definitcléjabol
kdvetkezik, a harmadik az elekbrondgnességian &gy posztulatuma.
Y elektromagneses  hullamok ter jedésének vigsgalatanal gyakran
szerecpld tovabbl univerzalis 4l lands
a vdkuum hulldmimpedancldfa {hulldnellendlldsal

m
. 0 R T :
250" [ — = pge % 376,73 0 = (120-m) 0 .

4]
hz elektromagneses Jelenségek olyan fentos tovabbl allandal, mint
pl. az eleml tiéltés vagy a Planck 4llandd nem Jatszanak szerepet 2

fenomenologikus leiras soran.
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A YEKTORANALIZIS NEHANY OSSZEFUGCESE

A g = plr]l skelar fliggvény, a v = wir)] vekbtor Tligavény, a V tér-
fogatol burkold A wart felillet, (11, az & Telliletel hatdrolds £ zart
girbe eleget Lesznek - it nem részleterett - simasagl Feltételeknek.

Gradiens tétel (a grodiens definicléja):

i

J grad pir) dl = m{rzl - v[r]} i

™

Gauss - Usztrogradszki] tétel (a divergencia definicidjal;

J div v d¥ = § v dA
v A

Stokes tétel (a rotdcld definicisjal:

Irut vdAz%vdl .
A !
Ismételt miveletek;

rat grad ¢ =0 div ret v =0
A p 2 dlv grad ¢ & v B grad div v - rot rot v {Laplace operdtor)
Vektoroperacidk deréksziipd Descartes kaordlnatakban:
grad ¢ = H{E_ s+ _'3_'3'3. a 4 d o

dx Tu By Ty @z "¢

dw dhy i
div v = By ﬁ_f R i
[ dy dz '
| ﬂvz v
L e e Tl PR
® k z | [ ay dz ] % 7
v v
rol v = f— a_ _E'_ =+ % Z = +
ax dy 4z L g an ¥
By 3vx
W W W s e
® ¥ z % [ dx gy ] -
2 2 2
A p= e + a g + Ei
ax 3y 82°
2
gv azv ﬁzv
4 v = i * ._..,x + x & wnalae A a értel &
3 = = %" . EEF AN: Ao o W trlelmeziae,
ﬂxd ﬁy£ ng |4 ¥ y rtelmez

12

1. ALAPTORVENYEK

Ebben a bevezetd részben Gsszefoglaljuk az elektromigneses teret
latrehozd &s az erdteret leird mennyliségekre vonatkozd alapvetd tdrve-
nyeket integralis és differenclalls alakban, Pédakat mutatunk arra,
hogy az integralls alak felhaszpdldsaval egyszari  esetekben
meghatdrozhats az elekiromos vagy a magneses erdteér. A differencidlis
alakok alapjan a 2. = 4, részekben lehetdséglnk lesz altalanosabhb

feladatok megoldasara is.

1.1. A GERJESZT(O MENMYISEGEK

1.1-1. AZ ELEKTROMOS TOLTES

Az wlektromagneses Jelenségek oke ax, hogy egyves elemi részecskéknek
(elektronok, protonok]) elektromos téltésile wan, A tovabblekban csak
azzal az esettel foglalkozunk, omikor olyan nagyszamd  t81L6LL
részecske  hatasat  wvlzsgal juk, hogy azok kvantaltsaga &5 egyéb
kvantumfizikal tulajdonsigal flpgyelmen kivill hagvhatok., Ezx a kizelliés
a legtobb gyakorlati esetben megengedett, hiszen azr elemt toltés
bl C, tehat még { = 1 pC = 10_12 C télies is 107
nagysagrendd elemi részecskét jelent.

nagysaga ¢ = 1,6-10

Az elekiromos téltések elvileg egymisra kifejiebt erdhatisuk
alapjan hasonlithaték Ossze. Két kisméretd (pontszerdnek tekinthetd)
Ql =] Qz elektromos t#ltésd test kdzditt fellépd F erd  nagysige a
tapasztalat] Coulomb t@rvény értelmében {1. abral

o _ﬂ%l?gj £1,1+17
4ne rz B :

12
ahol Pio: B L1ttt testek tavelsdgn, &5 e a teret kitdlts kdzegre
Jellemzd mennyliség, a klizeg permittivitdan (dielektromos Allandd lal,
anclyet £ = ¢ £ alakban szokds megadni, ahel e, a wvakuum

0 o]
permlttivitdsa (1. a Bevezet#t] és cr a ralatly permittlvitas, amely a

13




kiizegre Jellemzd puszta szam [Er =21; 1. még az 1.4-1. szakaszt).
g 8 @& g @ F £ &
r'u, : F
- ] - z el
fﬂ{ =0 E% > &, >0 ﬂ? <o
@,<o &< & a,<0 &,>0

1.1-1. abra. Az olekiromos thltés értelmezdso: Coulomb Larvenys

Az elektromos téltes Sl-egysége a coulomb, Jele: C, kifejezése az
alapegységekkel: 1 C = { A-s |

A tapasztalat szerint kétféle t5ltés van, amelyeket eléjellel
killdnbdztetlink meg. Egyezd eldjeld téltések taszit ik, ellenkezd
eldjeldek vonzzak egymast, A proton téltése pozitiv, az elektrone
negativ,

A Q = Qlt) t8ltés Altaldnosan fogalmazva egy térfogatban oszllk
el. A tdltéseloszlast a p = pir,t) térfogati tdltéssrdséggel irjuk
le, amelynek értelmezése (2. abra)

Fil
i %J il me (1102
R 1. g n

abban a pontban, amclyre a térfogatot zsugoril juk. Mola matemat Lkallag

av o+ 0, ténylegesen AY csak annylra cstkkentheld, hogy beane  még
mindig kellden sok elemb téltés helyezkedék ol. Ez wvonatkozlk a
tovabblakban eléforduld hasonlt hatérértékokre is.

Egy V térfogatban |évd (0 tdltés o (2) alaplan a d) = p 4V diffe-

rencialis tiltések Ssszegesesevel, vagyis a

ETN AR-geat

1,12, Abra, A Lérfogakl, a faliletll 3 a vonalmant b Libl Lemndringg
driolmozdns
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A7 LY

Q=—|-p:1‘l.l' (1.1-3)
v

térfogatl integrallal fejezhetd ki,
Sak gyakﬁrlatl esetben m  tdBltések egy Telllleten, vagyls

elhanyagolhaté vastagsagi térfogatban helyezkednek el. A Liltéselosz-
{lyenkor a @ = ele,t) felllet] t8ltéssdrdsépeel irjuk le,

last
amelynek trtelmezése (2, &bra)
C
B % g o) = = . (1.1-4)
Ap-0 o

Egyes esctekben hasznos lehet a téltést egy glhanyagolhatdan kils
keresztmetszetd wonalra koncentraltnak kepzelnl., A tiéltéseloszlast

{lysnkor @ g = gir,t) vonalmentl t#ltéssdrdseggel irjuk le, amelynek

értelmezése (2. abra)
& A B g
g = lim - (g)=i—= < (1.1=5)

41+
Ha a tHltés altal kitBltstt térfopat minden mérete elhanyagolha-

téan kicsi, akker pontszerlnek tekintjik és az i-edlk t8ltest O,
artékével Jellemezzlk (2. abral.
Valamennyl t8ltéseloszlas tipust fligyelembe wéve, a Liillés kife-

Jezése a (3) mintad)ara
Q=de'¥'+[v‘dh+-|.qd1+qu. (1.1-6)

) A 1 i
Elmélet] megfontolésoknal lnkabb a (3) alakeb hasznaljuk, [lyen-

kor plr,t] olyan eloszlést jelent, amely Dirac impulzus Hsszetevét is
tartzlmazhat., Ha pl. az x,v sikben a feliletl tBlteéssdrdség olx, ¥l
akkor a térfogatl tdlidéssirdség

plx.y. 2} = elx,y) &(z) . Cist=1)
Ekkor a o{x,v] Tlgzvény matematikallag a kévetkezd médon értolmezhetd:

(=}
el y] = Jﬁ[x,y,zi dz . (1.1-8)

-

Hasonld az értelmezés gorbllt fellilet, 1101, vonalmentl téltéssdrdség
vagy pontszerd t8ltés esetén. Az llyen tipusd plr) flggvényeket nem
SzokfAs Lénylegesen felirnl, csak fogalmllag lényeges, hogy alkalmas
értelmezése mellett barmilyen t8ltéseloszlas kifelezhetd plr,t) tér-
fogatl Integral Jaként.

15



Térfopati toltéssirdség srigetelfkben (tiplkusan: ghzokban) és

félvezetfkben léphet fel, Felliletl tEltéssdriseg 1éphel fel ket kizeg
hatéran (tiplkusan: wvezetik reliletén). & wvonalszerd &3 a pontszerid

toltés kbzelitésként vagy a gramitast kénnyltd absztrakelokent fordul-

hat eld,

1.1-2. AZ ELEKTROMOS AFAM

A Léltesek mozghsa Aramot Jelent. A technikal felfogas azonban oz

aramot a LEltéstdl figgetlen mennylségkent értelmezi. Az Aramok
egymasra kifejtett er8hatasuk alaplan hasonlithaték ossze. - K&t

végtelen hosszunak és elhanyagelhatban kis kereszimetszetnek tekint-
hets, parhuzames sgyenes vezelékben folys &ram esebén 2 tapasztalatl

Ampére LErvény Ertelmében

- I, I, 1
ol E EE 1.1-8
F: 2 d ! Bk ]

anol d o ket vezelék tavolséga, 1 a vlzsgalt vezelékszakasz hossz
poa vezetékek kizitil kizegre Jellemzé (magneses) permeabilitas, amit
B g tH alakban szokis megadni, ahol p, 3 yikuum permeabllitasa (1.

a8 &5

a Revezclést) és M. a relativ permeabilitas, amely & kbzegre Jellemad

szam (p = 1 vagy i, » 1 ¢ 1. még az V. 4-1. gzakaszt),

v

1.1-3, &bra, Az elekbromes Aram irlelmerése a7 =rdhatas alaplan
jele: Al a (8)-hez kap-

pr—————

4z elektromos aram SI-egysége, 2z amper [

csoldadban van meghatarozva éspedlg vgy, hogy b I1 = I? =1 A, lovabba

-7
1] =d =1 m =akkor vakuum esetén F o= 2:10 H . Ebb&l wivetkezlk ”u

mar megadott érbéke.

Valamely fellileten atfolys 1 = [It) Aram eloszlasat a J = Jr, t)

Aransirisépge]l irjuk le. E veklornak valamely n { ANy Jn vetliletét az

n noemalvektord fa Tellileten atfolys Al aram hatiarozza

= al A
Jn = 1lm _ﬂ..ﬂ- v | l.J] '::_l—.

M'.*EEI_ | m

Harom - célszerfen sgymisra rerdleges - vetiilet |smeretében a J vektor

meg [da Abra)

(1.1-t0}

16

meghatérozhald.

oY TN IRV Al A8
(=) by )

1.1-4, abra. Az aramsdrdseq 4% 2 relulet] Aramsdrimég erteloozdac
Egy A felilleten &tfolye 1 aram (13) alapjan a dI = J dA = J dA
mn
pleml a&ramok Osszegezésavel, vagyis az A fellllet mentl lintegrallal

fejezhetd Ki:

|
IRIJ-::U.. ‘ (1.1-11
LI

Epyes esetekben az aram olyan felileten at folyik, amelynsk egyik

mérete elhanyagolhatéan vicsl. Ekkor az dram eloszldsat a K = KElr,t]
felileti aramsdrisegee] {vonalmenti wagy linedrls aramsiriségeel) jel-

lemezelk, amelynek értelmenése (4b Abra)

kow pne A §‘ (K] = &, (1. 1-12)
|- m
s+ s |

pz 1 vektor a vopaldarab fs az aramsoridség altal meghatirozoct sikban
a vonaldarabra merdleges. Tovabbi abszlrakelé arz elhanyagolhatdan kils
kereszimelszeten atfolyd lk vonalszerd aram [dc abra)

Valamennyl arameloszlas tipust egyilitesen [igyelembe veve, @z

sram kifejezese [11) mintajara
jJ dn+fxnds+if . (i1ETa)

Elméleti megfunfaldsnknal 1nk&bb a [11) alakok haszné13L£ amelyben a
Jip) Aransiroseg Dirac impulzus dsszetewdt is tartalmazhat.
A fellilat! aransirdségnek elstsorban gramltastechnikal

epysrerisitéskent van Jelentésége.

1 1-3. A TOLTES ES AZ ARAM KAPCSOLATA

A LolLés és az Aram kizittl egyik kaposolabob a kivetkozd btoppaszlalatd
dsszefilgges fejezi k1. Ha egy ¥ térfogatban Q Liltes van felhalmozva
&én g térfogatot kirdlzdaro A felileten dsszesen [ aram folylk ki, akksr
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] )

A halézatelméletben ezt mz Gsszefilgeest tekint jik a téltés deflniclé-
Janak, csak ott a befelé felyt aramrol van szo és esért nem szerepel a
negativ eldjel. Fejezzlk k!l ar Aramct az AramsOriség felliletment!l
integral Jaként, a tdéltést a téltéssdroség térfogati Integral jakent,
akkor a (14) nullara redukdlt alakja (5. abra)

8
ﬂEJd.IH T-I.pd'ql'_g_
A v

s .

ﬂ’”"ﬁg’SJdE
A

1.1-5, Abra, A Larfegatban 1w Liltay e a burkald zart reloleten
atfalyéd aram

Az e¢lsd tagra alkalmazzuk a Gauss-Oszirogradszkil]j tételt, a mésodik
tagban ecserél jilk fel az ldd szerlpti differenclalas és a térbell
integralas sorrendjét, mialtal mindkdt tapgot ugyanarea a Lérfogabea
kell integralni:

¥ dp o
J { div J + -ET-} dy = 0
W

Mivel ennek barmely Leéerfogabra tel jesiilnie kell, ezérb az integrandusz

’7 r_{ivJ+g_f=|:|_

Er a folvtonossépi egvenlet, aﬁelynek (14) az integrélis alakja. Az
egyenlet o LtHlbés mepmaradisinak elvet fejezl ki &5 teljescn analdg

ma2gs is nulla:

(1.,1-15)

pl. a timeg megmaradisat kifejezd meglfeleld egyenletiel.
Meghatdrozhal juk a v sebességpel mozgd toltések Altal létrehozott
aramat 1s, Egy AA felilleten At 148 alatt Ataramlo Liltés egy J!L."'-".rn‘-’.‘-L
térfogatt hasdbban foglal helyet (6. abra), igy ar AramsOrdséy ek a
feliiletre merdleges (normdlis) daszelovd o
, . AL _ s/ p'ﬂi’\'vlllﬂtfﬂt-_ s
n A i NA n

AR =g AA U, At

v, O

&

1.1-G. abra. Az AramsQriseqg &5 & mozgt LolbAssdriseg kapcsolaba

Ebbél kivetkezfen az aramsirlseg vektoranak kifejezése

J=pv . (1.1-16)

Altalénos esetben az egyes toltesek sebessége killonbiizd., Ekkor v egy
mlkalmas atlagsebességet jelent. Gyakran a téltes ket deszetevibil
all, tibbnyire egy O sfiriségd e= v atlagsebessegh negativ dssze-
tewibsl  (elektronok  Témekben &s félvezetikben, negativ  ionok
folyadtkokban] &s egy p sOrdségld &z ¥ atlapsebessépl pozitiv Sssze-

tevibal [ 1yukalk rélvezetdkben, powltiv lonok folyadékokban). I[lyenkor

J=p, Vv PV (1.1=17)

adla pz Aronsdriscp kifejesdset, Erbelem srerintl az Altalanocsitas

Libh Ssszetevd eselére,
A mozpd tdltések v sebesstpet csak egy régzitett koordinatarend-

srerben lehet megadni. Egy ehhez kepest u sebosséguel mozgd maslk

koordinatarendszerben  ugyanazh s mozgd bElbést sebessépgel jelle-

mezzik. A Ténysebességnél Jjeval klsebb sebességek esetén
(1.1-18)

v B w =u V.U KT

Ha pl. egyiitt mozgunk = toltégekkel (u = v}, akker &llonak erzékel jix

dket (v o= 0). A "yesszds"  rendszerben A vizzonyokal uvgyanazzal =2

talbégstrisepgel, de egy mAs aransiriséggsl irhat juk le:

L ptoEp JF=J=-pu; W £1.1-19]

i Aram-
Ha peldaul egylibt mozgunk & Loltésekkel, akker nem &szleliink

; i ] 5 k.
sOristget.  Ha az u relally schesség megkidzeliti 2 fénysebessége

] 8 ; 5 hatasokal
akkor a (18) és [(189) helyére bonyolultablb, = relabivisztikus hatas

flgyelenbe vevd tsszellgpesek Lrandék,
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1.2. A TERINTENZITASOE

{.2-1. AZ ELEKTROMIS TEREROSSEG ES A MAGNESES INDUKCIO
A& téltések és az Aramok egymasra gyakorolt hatésa csak specialls
reltételek mellett hatarozhato meg az (1) Coulomb tdrvény é&s a (9]

pmpére Lérvény alapjan. A hatasckat altaldnosan az glekiromomapneses

epdthr pevezétéstvel irhat Juk le, Az ertleret a tbltések és az aramok
hozzak létre, 111, az ecdtér az, amely ertt fejt kl a tbltésre ¢s5 ax
aramra. Az erStér helyett gyakran csak a "tér” kife jezést hasznal juk.
Az elektromomagneses tér nem csak az erdhatast kzvetitl, hanem az
energla hordozdja &5 a tel jesitmémy kdzvetitdje is (1.5, fojezet]).

Az elekiromomigneses teret alapvetden ket vaktormennylsépgel
jellemezzilk. Ezek az E = Elr,t) glekiromos térerdsség és a E = Blr,t)
nagrneses indukcid (mégneses flusussiridség), mas néven az elektromos,
111. = mhgneses Lérintenzitas. Az elektromes térerdsséget, ili. a
mipneses indukciét wgy kisméretd nyugwd, 111, v sebességgel mozgd O
elektromes téltésre hatd erdvel definldlhat juk (1. dbral:

F=QE, F=0wv=xB,. {1.2-1)
Az elektromos térerdsség Sl-egysége wvolt per méter (Jele: Vimd, =
mhgneses indukeld Sl-egysége a tesla (Jele: T), de gyakran weber per
nigyzetméter [ jele: thmal plokban adjak meg. Ha o vizsgdlt ponbban
mindiét crétér fellép, akkor ae erd kifelezésél az

1 FeQ{E+vxB) ] (1.2-2]

Lorentz térvény adja meg. Ennck alapjan hatdrozhat juk meg az adott
gelektromomagneses térben mozph m tdmegd és5 Q tHltésd test palyajat.

?.rf’frg Pr//:ﬁ £
E p

Fa=QF 2

1

E=Q UxB

1.2=1. abra, L3 alaktromn Léroranedg 46 a mAQnanes Indukedd
dafinicldja o nyugve eg a mozgs btiltanre hald eed alapjan

A magneses indukciée mérhetd egy dl hosszisagd I dl Aramelemre
kifejtett eré lsmeretében is (2a Abra; 3z ivelem irénya =% aram

{ranyaval egyezd)

[_“dF = 1 él = B .1 (l.2-3)

vagy ey klsmérebd, A felliletd, m = | A n momenbtumd kirdramra hatd

prényomaték  seglitsépével (2 dbra: a normdlls 63 a mementum lranya az

aram iranyihoz Jobbosavar gzabdllyal van rendelve):

| T=mx B ; m=1AnNn. [1.2=4)

Ukabbi esetben a kiiraram stabilis egyvensilyi helyzetében a normalis
iranya megadja a magneses indukcld iranyat.

dF =T dixh % B H{‘w\-f-”.,,.,w,}
meIA
cif
i
a)
1.2-2, Abra, A LT briduke Le drislmorans azr Aramslamra hata apdvel

111, a kiumérald koraramra hate erdnyomatékikal
A (3] kbonyen belathatéd a (2) definicié alapjan. Ax Aramelem
I dl = Jaadl = p-v-aA-dl = prab-dlev = 'y

alakban fejezheld ki, ahol Ah A weselék keresximetszelbe.
Felhasznaltuk, hogy a vezetékelem iranya a pozltiv tiltések aramlasi
sobességével egylranyd, Egyszerd mechanikal &5 geometrlal megion=
tolasokkal belathatd, hegy (3)-b61 a [4) mar kovetkezik, ha az
aramhurok mentén B &llanddoak tekinthetd.

1.2-2. AZ ELEXTROMOS FESZULTSEG ES A MACGNESES FLUKUS

1.2-2.1. Definicisk -

Mindkét wvektorialis térjellemzéhiiz egy-egy, tartominyra vonatkozd
skalaris mennyliséget rendeliink. Az elektromos térerdsség egy 1 gorbe
mentl Integralja az U = Ul{t) elektromos feszilltség, a magnescs jdukcida

egy A felillet mentén wett integralja a ¢ = 9(t) magneses fluxus (3.
abra):

U=JEdl ) ¢nfﬂdn. (1.2-5)
1

A
|
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Az elektromos feszciltség Sl-egysépe a wvolbt [ tele: V)1, a mnigneses
fluxus ST-egysége a weber (Jjele: Wb). Az alkalmazisok szempont jabdl
elsdsorban  egy wezeték Altal kifeszltett feldlet  fluxusdanek  wvan
Jjelentdsége, amelyre a ¢ Jelet fogluk haszrdini. Sokmenstd tekercsnél

rendszerint ¥ a tekercs, © epgy menet fluxusat jeldld

B E A
: - b 5= f z o
Feff7
1.2-3. dbra. A garbehez  tartoze eleklromes fenziliseqg, §L1, a feinlat=

hezx bartozd magneRss Fluxus drisloeszescs

1.2-2.2. A fesziiltség energetikal tartalms
Mind a feszlltségnek, mind & fluxusnak energetikal tartalma is
van., Ha epy O Loltés morzog egy 1 girbe mentén, akker az elektromos tér

altal végzell munka (amely a t81tELL Lest energla |at nivell)
r 2 r,
IFdl-JQEdl (JILdl:r}LJ
" Ty Ty
vagyis a munka aranyos & télbésscl, ar aranyossagl Lonyezd az Ul?
elekbromos feszillisdg

=2l J (1.2-6)

Altalaban az I.J12 feszilltsdég nem osak a gbrbe vegpont jalnak ry &5 r,

helyvektordba] fige, hanem magaiél a gérbibdl s,

Hagyon fontos az a specialis  eset, amikor & feszlltség
rogzitett wégpontok kidzitt barmely girbére  ugyanakkora . Ennck
szllkséges &5 elegendd feltétele az, hogy barmely zart 10 ghrbére

J -
j:Ed1=ﬂ (1.2-7)
S S
Lel JesUl Jén. Ekkor ugyanls a feszllisep egy L', 111, egy 1" girbe

mentén megegyezlk, mlvel

Z2

r ™
U’-—U"=JzE-:t1 J-ZEdl"=J-ZEdl Izcn" 35Em= ,
:‘

ry L) [17] rILi'] T (1) 1
", Hint k{.._,-tihb 1atni r.:-gjuk. a [T t&lJeslﬁ]éhének

vagyls U
feltétele az, hogy a megengedebt 1{:I zart girbék ne foglanak kirdl
jdében valtozd fluxust. Ez teljesil, ba abban a térrészben, ahel a ket
pont kizbttl feszilltséget vlzeghl Juk, a migneses tér 1dében &llandd,
gsetleg nincs  is.  Ilyenkor az  elekbromss Lér munkavégzését a
kiivetkezéképpen is Felfoghat juk.

Valasszunk egy Ty helyvektort rédigzitett pontot, amelyben a téltés
elektromos snergiajat H{ruj = 0 értékdnek tekintjik. A munka barmely r
pontbal az ry pontlg wégzett mozghs seoran

r
1]
uir) = [0 Edl = Q gl),

r
ahol ¢ = plr) az elekiromes potenclal az r helyvekbtori pontban:

f r

plr] = I Edl ; ha § Edl =0, (1.2-8)

R o 1{)
amely csak az r helyvektortdl flgg, de figpetlen az r @8 Ty pontok

kfzfttl  ghbrbe alakjatol. Az ry i3 rs pontok  kizbtitl lesziliség

kifejezése ekkor
r r r r Ty

) 0 0
U12=rEd1=IEd1+J2Ed1=-[Ed1—-[Edl
2 1 o 5 s
vagyis a két pont potencildl janak kiildnbsége:
= " .1 Edl=0. (1,2-3]
Uy, = elr,) - pley) 3| naﬂﬁ
b

A fesziltség okker csak a két pont helyétdl fige, fiiggetlen a poniok
kiizGitti girbe alakjatédl és az Ty megvalaszhasatsl,

1.2-2.3. A fluxus energetikal tartalma

A magneses fluxus  energeblkal Lartalmanak megvllagltasdhoz teklntsink
egy magneses Lérbe helyezett kisméretd dramburkob [2b abral). A hurckra

hatd erdnyomaték (4] érielmében
Tﬁ=—IhE51nﬂ. {1.2-10
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A negativ eléjel azt TeJeri ki, hogy asz erdnyomaték a ¢ szdpet ecofik- :
kenteni lgyekszlk. A migneses tér altal wapzett munka (amely a hurok < .5‘;
energidajat ndwvell) a ﬁ! szdpghelyzetbs] o ﬁ2 sztphelyzetbe
i L
N12.= jETﬂ dg = = IRI ABsinddd =1 A8 (cas ﬂH = £os ﬂ]J
l.'}t ﬂ‘]
Itt A B cos ¢ = ¥, a hurok fluxusa # helyzetben, tehab g vitgzott munka

Wia l{'li-'2 = %] alakban s felirhats. Legyen @, = n/2 a nulla

e A
energldjo régzitett véghelyzet, akkor a hurck mégneses energisaja
e . = = _ : art
1 i Bl ¥ 'Irm'a'x Bl MRkl bra Zark gérpdre vopakkazd elektromos Feszultedd, it 5
1.2-8. abra. : £1uxus
ahol ¢ a hurok fluwuss @ szdghelyzetben, 4z energia minimalis a ¢ = 0O I fluxuse nulls [5b 4bral:
AEETE iilet ¥ u

helyzetben mrnin= -1 ﬁmax. stabills egyensily) és maximalls =2 @ = g szerint zért felllet #,

= A - = _ | [1.2-121
helyzetban {r"lmax I ¥raw 12bllis egyensily). A munka L W, W, Tl A ¥, = o,
alakban az energiak killénbségeként is szamithate. g : J

Woha (11)-et kisméretd aramhurokea lattuk be, az tetszéleges etések kizdtt mér-

srliltség a klvez
Ha Abra elrendezésitben az UD fesz

meretl £s5 mlakd hurckra is érvényes. Ennek belatdsahoz tekinlsik a 4. Az ; nem folylk, igy a vezelék
abran lathalé tetszéleges nlaki (a kénnyebb Abrazolds érdekében négy- hetd, mivel a megszakitett vezelében aram stk Peszmlide be)
szigletesnek tekintett) hurket, Ez felfoghaté a belst hurkek mentén az elektromos térerdsség (es isy AT Ji'U sltalanosan az
ereddjének ls, hlszen az ellentétes  iranya  aramck kompoenenl Jak pulla, Ha a mérdvezelékel nem helyezzik el, [;k.]::: mq?nl:i tntegral Jat
cgymist. Ax egves Aramhurkok energiada (11) értelmében wk = = ] ﬂfk <A elekbromos Lérerdsségnek valamely zart le;w;ly { i e
tel jes energla ezek Ssszepe, ami o kizbs aram miatt a (11) szerintl jelent!i &s ¥ ezen girbe altal kifeszitetl e R
kifejezésre vezet. fluxusat., A (12) bsszefiggtsek a RIS RRIORN S
alakban fogalmazhatok meg:
e Reled pEmER
] 4 A

hogy (7)) teljesil,

Ebbil egyébként kivetkezlk ama korabbi allitasunk,

iat a Stokes tetel, =
hae B idShen allandd. Az elsd egyenlet bal oldalat = Stok

1.2-4. Abra. Az éramhurak felbontasa Fiktiv aramhurkakra e Causﬁ_nsZtmEradSZkiJ e alapjéﬂ o
Irot.i‘.d.ﬁ=— %d.‘.. jdivﬂdh’=0,
1.2-3. A TERINTENZITASOK KAPCSOLATA ﬁ v
A

Az elektromos feszilltségre &5 a  migneses  fluxusra vonatkozd  versenslrmlisiii] B

. URe Y ZOrVeny Mivel ez betszéleges A felllletre, 111,
Lapasztalatl tdcvenyek epyrészt Faraday indukelo tirvénye, amely 3 -

szerint egy hurekban Lndukal ddé l.i[] feszliltség egyenls a hurok ¥ £1uxu- E = L
rok i i ]
it

{1,2=-13)]

shnok 148 szeript derivall javal (o Jobbesavar szaballyal ellentétes

i itasoks at
eldjellel; Sa abra), masreszl a "fluxusmegmaradas” Lirvénye, amely TR b

is érvényes. Ez a ket gsszefligpes lejo
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kozé alapvetd Ssszefiiggéseket.

A kK&t tErvéeny kizdbtt bizonyos kaposelabt wan, Xépezzik ugyanis =z
elsd  egyenlet divergencidjat &5 haszpal juk fel a div rot v = 0
azonossipgot, akkor azt kapjuk, hogy

dlw [— s 5 - ﬁ—d'w B-.

. R at

n

Ebbil kbvetkezlk, hopy div B ldében Allandd, csak a hely flggvénye
lehet. A div B = O egyvenlet ezt o helyllgpést konkretizdal ja.

B

Az elektromomagneses teret leird E 65 B térintenzitasok csak egy
rigzitett mozgasallapota  koordinatarendszerben értelmezettek. Egy
ehhez képest u sebességpel mozgd koordindtarendszerben, az abban V'
sebességeel (v' = v — u) mozgd Q toliésre hatd

F=0(E +v% % B') (1.2-14)
erd ugyanazt az elektromomagneses beret irja le az abban értelmezett
E* &z B® térintenzitdsakkal. A v = v' + u alakol behelyettesitve:

F=QI[IE+v=xB)})=0Q[(E+ux=xB+~ =B8]
Ebbdl lathatd, hogy a "mozgd” rendszerbsll térintenzitésok kifejezése

E' =E+uxB, E'=8: Ui, {1.2-15)

Ezt ugy szokds szemlélelesen kifejexnl, hogy a mouzgd mepflgyeld u x B

Jarulékos elektromos térerdsségel észlel, amelyel a mozgdsl indukilas
hoxr létre, Ha az u relativ scbesség bsszemérhetd a Cénysebességgel

akkor a kaposolabok bonyolultabbak,

1.2-4. AZ EROTER SZEMLELTETESE
Az elektromos és a migneses ordbér szemlélbetése nehéz feladat, hiszen
gEY ¥ = v{!:',t'.l helytdl és idildl flged vekbtormennylségrdl van szd.

Ar 1déflggést rendszerint gy vesszik [igyelembe, hogy az abra
egy rdgzitett iddponira vonakozik, szilkség eseién bbb, egymast kiivetd
idépontra vonatkozd abrat készitﬁnk.

A vektorokat nyilakkal szokdés abrazolni. A nyil hossza ardnyos 2
vektor nagysagaval, A nyil helyett ecgyencs kiirkipokat is szekas
alkalmazni, amelyel magnssign ardnyos a vekbor nagysdghaval, Jol  kell
kivalasztanl azokat a pontokat, ahol a wektort Abrézel juk, hogy kelld
aszamd vektorunk legyen ¢s az ibra mégse legyen Ldlsidgosan kusza,

A wvekterok Abrdzolasinak  egy  maslk  médla  az  erdvonalak

megrajzolasa, A wvektor lrdnyat az  erdvonal  érintdje  Jeloll ki,

Al

nggysagat a wekborvopalak lokalis siridscge. Ez egyuttal azt is

nggnti, hopgy 8 sikban harmely kit erdvenal khzsttl “czatorma’ {luxusa

k ¥
yanakkora. Ez térben is bgaz, osak olb Az erédvonalak altal]l alkotobt

ug
csatornat pehezebh felismerni

Ha osak # vekbor nagyshgat akar juk abrazolnl wvagy he egy skalér
mennylség (Bl potencldl) szemléltelése a feladal, akkor alkalmazhat-
Juk & Eérképeknd]
tarozott lelllet {ckvipotencialls felllet) megrajzolasal  vagy

grokases el Jarasokat: az allandd ertékd pontok altal

megha

grinezéssel virténd megkiilbnbizletesel

Miutan az abrazolis sikban tirtenik, ezért valamennyl Abrazolasi

modszer osak addig altekinthets, amig egy sikmetszet Abrazolasa

kielegitd informaclob jelent. Ez = helyzet példaul forgasszimmetrikus
zeceknel és lgen hosSszd elrendezéseknel a végekidl tavel (dn.
ma), hz az erdbér is ilyen tulajdonségi. Ilyen szimmebiriival

eré erftersk Abrazolasa &5 az abrak ertelmszése Dehes

elrends
zikproble
nem rendelk
feladat.
Egwes eselekben a8z erftér Abrazoldss a szamitast megkinnyitd

eldzetes
Bizonyoes feladatoknal pralikus médszerrel elfallithat juk a feladar agy

lépes, MAs eschbekben a sramitas eredményének szemlélietose.

kbzelits megoldasat is (1. a 2.1-1. szakaszl],

1.3, A GERJESZTETTSEGI HMENNYISEGEK

1.3-1. A TAPASZTALATI TORVENYEK

Alapvetd kérdés, hogy milyen kaposolat van az erdteret perjesztd meny-
nyiségek (a t#ltés és az aram) &5 2z erdteret leird térintenzitasox
(az elekiromos térerdssép &s a magneses indukcié) kozott. A vizzonyok
akkor = legegysrzerdbbek. ha a terst kitiltd kbzeg homogén es lzotrop
inincsensk kitGntetett iranyall, tovabba llnsaris, vagyls = permibtbi-
vitdsa és p permeabllitésa a kizegre jellemzd (vagyis 2zF arftértil
fliggetlen). Ekkor mz elektromos térerdsségre érvenyes Gauss LErvénye.

mig a magneses lndukciéra az dltaldnositett per lesztésl tdrveny:

i e [EE 4
§ E dA = 1;0 § Bdl = ul{l + Inﬁ : In = B [ y i A
f

A 1 {1.3-1)

alol O az A felllet Altal kérilzart dsszes téltés, mig 1, P11, [” az |
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ghrbe altal kifeszitett A feliilet arema, 110, eltoldsi Srama,

E tapasztalati térvények altalanosithaték arra azr esetre ls

amikar a kizeg lincaris és izotrop, de nem homogén, vagyis amikor e és

Hoa hely ismert fllgavénye. Ekkor (1) a kivetkezd alakban érvényes;

feEan=0 ; § Lparara

iz 4E
n o ID = J‘ r i da .
A 1

A {1.3-2)
Az 1.7, Fejezetben megmutat Juk, hogy egyszerd geomebrld 0 elrendezésok

esetén (2) felhaszndlasival neghatérozhatd a t6ltés lsmeretében =

elektromes térerdsség, az éram ismeretében a migneses indukclé.

1.3-2. AZ ELEKTROMOS ELTOLAS ES A MAGNESES TERERUSSEC

4 (2] tapasztalati t@rvények egyszerbb emlakra hozhatsok a kivetkezd
mehnylségek bevezatésdvel .

3 1 i)
D==E, H= —_p, J =220 -
' = o F oo (1.3-3}
A ~.romog altglds vagy elektromos fluxussirtiség [(Sl-egysége
Csm™), H o nagoeses térerdssép (Sl-egysépe Asm) 6= T

: n 22 eltolasi
aramsiciség (Sl-egysége A/m”), Ezekkel (3) igy irhaté (1. 4bra)

§nda=u; jg]‘ld1=t+ln, ID=IJDtih. (1,3-4)
A 1 A

ahol I az -

T+1;

- - ]
by Al =145y
£

1.3-1, abra. A Gauss torviny 45 ar altaldnesitott Ger jesziédal Lérwveny

Helyettesitslk ide a gerjesztd mennyiségek (1.1-3), i11. (1.1-11}

Integralls kife lezését a téltéssdriséogel, 111, az aramsdrdséageel

fnda-[puu ; §Hd1=J{J+ EDoo ah
A v 1 A .
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A Causs-Osztrogradszkij, ill. = Stokes téte]l alkalmazdsdval:

an

IdideV=Ipdv; jrntHdA:J-(Jfﬁ-}dh.
W v A A

Mivel ez tetszdleges teérfogatra, 111, feliletre lgaz, ezért a (4]

differencialls alak ja

a0 .
divDs=pg, r'utHBJ-'-Ft—. (1.3=5}

A [(4) vagy az (5) a D és H mennylsegek olyan defipiclojanak
tekinthetd, amely akkor 15 érvényes, amiker D és E, 111. H és B kiizbtt

bonyolultabb kapcsolat van, mint a (4) szerinti. Ezeket az 1.4. feje-
zetben targyal juk.

A [2)-b&1 vagy az (5)-bdl lathaté, hogy a D elektromos eltolas és
a H magneses tarpréssty SIZOTOS kapecsalatban 4ll & teret gerjesztd
mennyiségekkel, erért gerjesztetgségi mennviségeknek nevezzilk d&ket.
Ezek is Jellemzik =z elektromomigneses teret, de miscdlages szerepst
jatszanak az erfhatasra Jellemzd E és B térintenzitdsek mellett. Latri
fogluk (1.5. felezet), hogy az eneérgiam &5 3 tel jesitmény szempont jabal

a kébféle mennylség szerepe e nrangi,

1.3-3, A TOTALIS ARAMSOROUSEG

Az (5)-b81 lathatd, hogy 2 mhgneses Lér ger jesztése grempont jJabél a
JD = a0/8t eltolas! Aramsirdség ugyanolyan szerepot Jatszlk, mint 2
tEltésck mozgisabol szarmazed J  (valodl]  aramstrdség. Fogalmllag
tigztabb lenne az (B) dsszeflggést

ab
o e div D =
rot H 3t J . w Jal

alakban felirni. Elterjedtebb azonban az a felfogas, amely szerint =

magneses teret voltaképpsn a

= - an (1.3-8)
..TT—.I+JDEJ+ IE

totélls Aramsdrdsés gerJjeszti. Erzel az (8] a rot H = Jg alakban is
irhats. EbbSl kivetkez@en a totalls Aramsdrdsép forrasmentes:

div J. =0 . (1.3-T7)
Részletesebben felirva és div D = p felhasznaldsaval
&0 ap _
div J + diy —— = div J+ — n.

Ez az (1.1-15) folytonossagl cgyenlet. Ebb#l egyrészt kiivetkezlk, hogy
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az  (G) ket masrészt  az alapvetd

fontossagn folytoncssapl egyvenletet formallag nem kell alapegyenleinek

epyenlete ellentmondasmentes,

tekinteni, hiszen az mas egyenletek kivelkezményekent is kiadodik,

1.4. A KUZEGEK HATASA
1.4-1. ALTALANDS 05s2EFUGGESEE
A kBzegek  eleklromigneses  Lulajdonsagokkal  biro kepatdményekbi]
{atomok, molekulak, magneses domének, sth. ] allnak., A& toltések olose-
erStér  kialakulasa kil csiinhatasok

erodménye, Fenomenclogikusan a kdzegek hatdsa leirhaté, ha meg tudjuk

lasa, mozgASH, az bonyolult
adnl, hoegy a D elektromos eltclas és a J dramsdriseg miként flgg az E
elekiromos térerdsségtsl, i1l a H mAgneses térerdsség miként fige =2 E
mdgneses indukciétél. Térténelmi ckokbél tébbnyire az utobbl lnverzet
szokas mepadni. A keresett Ssszfiggések (az dn. kenstitutiv relacick)
Adltalinos alakja ezek szerint
b = D(E) , B = B(H) , J = J(E] (1.4-1}

A kizepek bibbsépére e kapesolat olyan, hogy a két wvektor PArhUZAROS.
A filigevénykapesolat 1lyenkor cgy skalaris egylitthatéval kife jezhetd.
A legtébb kizegre ez az egyiitthald (a Lérerdsség blzonyos nagysapalgl
allanddnak tekinthetd, wvapyls n két wvekbor egynassal arinyos. Sok
fontes kibzegre (pl. n ferrombgneses anyagok) azonban a kapesolat enndél
bonyolultabl, esetleg figgvényként nem is irhatd le.

Az (1) kapcseolatek kisérletl meghatarozisihoz olyan elrendezést
ctlszerd létrehozni, amclynél D, H, 111, J eleg pontosan szamithatd
[pl. nagyklterjedésid sikkondenzdbtor, strin tekereselt toroid). Az E es=
E mennviségek mérhetdk, igy a kaposolat feltarhaté. & Lényleges méres

sorin Lermészetesen sok bechnikai problémat kell még megeldani.

1.4-2. PERMITTIVITAS ES FERMEABILITAS

4 DIE), i11. a BIH) flgpvénykapesolat legegyszeribb alakja
nD==cE, B=pnH, J (1.4-2)
ahol £ = EU'P a kizeg permittivibdss, p = “0“? a kiizep permeabilitasa.
Hindkeltd flggetlen E &z H napgystgalél és iranyatdl, vogyls anyngjel-
lemzé allandék. Ez a linearls ¢s lzetrop kbzeg escle (la dbra)
a0

bl rica bl i

(a) (b) ()

1.4-1, Abra. A induke 14 &5 ] mAgnoses Lérerdssag kapocsolata

harom tipikus esetben, amikor veMtoralk parhuzamosak

mAQNESoE

A [2) kapcsolat &ltalénosithatéd arra az eseire, amiker a kizeg
izotrop, de nemlinsaris. A D = D(E), ill. & B = Bl(H] filiggvény &risims-
zett, gyakran grafikusan adott (1b abra). Ertelmezhets egy

D e B } _ kK
glEl = = plH) = - vagy v(B) = &

térerfisséegfiggd sztatikus permittivitas, i1l. permeabllitas, vagy az

{1.4-3)

ubébbl reciproke, Kis wvaltozasck esetén haszralabosak a munkapontl

dinamikus (relativ) dértékek

4@ 1 d8
ED dE d un bl

Sramos Lovabbl permittlivitas, 111, permeabllitdas is hasznalatos, Ezek

Ed[E] B (1.4-4)

agyikat az 1.4-5, szakaszban targyal juk.

A mennylségek kaposolata megadhaté grafikusan még akkor is, ha a
vekborok parhuramosak, de esetleg cllenkezd iréanyoak ¢s nagysaguk
kapcsolata nem egyértékd (pl. ferromigneses anyag hiszterézisgirbéje,
lc 4bra). A permittivitas, 111. =a permeabllités ilyenkor kevisse
nasznalhats mennyiség.

A [2) altalancsithatd arra az esetre is, amikor a kozeg linearls,
de anizotrep . llyenkor £, ill. § nem skalar, hanem tenzer, amelyst
d-dimenzids matrixa

tovabbiakban nem foglalkozunk,

eseitel a

kvadratilkus Jjellemez, Ezzel az

1.4-3. POLARIZACIO ES MAGNESEZETTSEG

Altalanos esetben (kristdlyos kbzegek, kemény magnesek) az E és D
111. a B &5 H vektorok nem parhuzanosak, Kapecsolalukatb ckker a kivel-
kezd alakban szokas megadni (2. abra): ; <1
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D=g, E+F, B_f_FQ{H + Hb.:J (1.4-5)

ahol P az elektromos polarizacid és H a mignesczettség, ULSbbi helyett

gJs= g M migneses polarlzacld 1s hasznalatos, amzllyel a B = pOH + J
alakot kapjuk. Ez formAlisan azt Jelentl, hopy a D, 111, & B vektort
felbont Juk egy olyan tagra, amely vakuum esetén 1s fellép (g.E, Mo
és egy olyanra, amely a kizeg hatasat felezl ki (P, “ﬂH]' Az

tgszefiges alkalmazdsdhoz Ismernink kell a

[_-P = P(E) . M = H(H) {1.4-B)

fiiggvénykapcsolatokat. Ez a felbontds flzikai tartalommal is bir.

Igazolhatd ugyanis, hogy P, 111, M = kireg eleml elektromos, L1l
magneses dipédlusal momentuménak térfogatl siriisege.

B-e.F+P B = o4 ol
aF poH
- 18 Fl- -
E oM

F " s

1.4=-2, dbra. Ar clektromom polerlzicld €8 & mAgqronezclindg driclmozdse
E mementum-sirisés o legegyszerdbb esebben parhuzamos &5 nranyos
a mepfeleld térerdsdgpel:
P = £y X E., (yw=0},
ahol ¥ az elektromos, k£ a migneses szuszceplibllitas. Ilyenkor

H=x H, [k >0 vagy « < 0], (1.4-7)

D= gE+ P = eﬂ[l + ¥1 E, B = pD(H + M) = pﬂtl + klH, (1.4-8)

vagyis Er = 1 + y &8 “r =1 + Kk . Ha a kiizeg nem ferrondgnescs, akkor
le] < 107" &s igy u =1 .

Az Altaldnosités két iranyban lehetséges: a szuszceptibill!tésokat
tekinthet jilk a térerfsségtdl fiiggetlen tenzornak (skkor £ &5 n 1S
tenzor), vagy a térerficségtél figgs skalarnak (amiker ¢ és p is flgg a
térerdsségtfl). Az altalancs esetet az (5) és (6] alakek jelentlk,

1.4-4. KONDUKTIVITAS

Tekinkslk most az aramsdriségre vonetkozé J = J(E) kspcsolabtot. A
LEltstt részecskék a rajuk hatd Q-E erd hatasara mozognak. lzoirop
kiizegben o toltések v egyensilyl allagscbessége és igy a pv aramsird-

4y is arany: az E elektromos térerdsségpel:
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g o kizegre Jellemzd konduktivitas {fajlagos vezelLés, vezetd—
Ao Jel mellett a ¥ és m ok Lo hasznalatos,

[a=ee ] (1.4-9)

ahol
kepesstg gl-egysége S/m).

A gyskorlatban B P = 1/ rezlsztlvitas (fajlagos ellenallés;

g]-egystae 0-m) ar elterjedtebb.
Hemlinearls kBizegben o 82 E térerdsség flggvinye. Linearis é&s

_nizotrop kizegben J ¢s E nem egyiranyiak, ekkor ¢ AN e, SRTEOL:

A (8] még némi  Altalanositast igényel. A tltésekre a Q-E

alektromos erdn kiviil hathat egy F, nem elektromos eredetd erd is.

"bei g & szégeel irhatjuk le, ahel
Ezeket egy B beiktatott” elektromos térerdsségg 3

E = F_/Q. Ilyen belktatott elektromos térerdsseget Jelenthet peldaul
b b

egy mAgneses térben kozgd vezetdben fellépd u = B tndukalt elekiromos

tererfsség, Ilyen médon irjuk le egy akkumulator elektréda-elektrolit

hatarfeliiletén fellépsd elekt
alakban. AZ ereds erdt Jelentd térerdsstég E &3 Eh fosrege, vagyls a

rokémlal potencl&lugrasakat is I Eb dl

(g} Altalanosabb alakja
J = glE + Eb]
Ugy tekintettlk, mint ha a késminl

(1.1=10)

Az Eb hatasal a 3. Abra érzékeltetl.
eredett E_ (amely 2 pozitiv tdltésekel o negativ elekirodatol o

b L -
pozltiv felé mozgat ja) az elektrolltban leépne fel. A 3a abran as
akkumulator kislilésl allapota 14thatd: ax aram 8z Eb hatasara folyik
a7z E ellenében. A 3b abran a feltéltest allapot lathatd: Most U > Us .

igy E > Eb: az aram az E hatasara folyik az Eh ellenében,

a) Ub?Ur

1.4-3. abra. A belkbialott terepdaseg drbclmozese
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Végeredményben az aramsdrdséget kétfélekeppen adhat juk meg: vagy
p-v konvektiv Aramsdrdségként, vagy o(E + E ) konduktiv (vezetési)
aramsdriségként. Ax eldbbl felfogis az Altaldnocsabb, de kiézepekben
tobboyire arx  ubdbki & kényelmesebb, Formalisan az  Arams(riség
altalanos klfejezdse

"_J._-ﬂ u‘fE. * E.P]_- pow, I (1.4-11)

A kétféle AramsOrdség nem szokott ugyanabban a pontban fellépni.

14-5. KOMPLEX ANYAGCJELLEMZOK
Fosszul vezetd vagy rosszul szigeteld kiizegekben az E térerdsség hata-
cara D elektromos eltolas és J aramstrdség egyarant felléep. A totalls

aramsdrfsaeg kifejezése olyan pontban, ahol sem beiktatott térerdsség,
sem komvektiv Aramslriseg nincs

I an - _ a
JT_J+J[}='TE+?_FE+"-:;]T":EDE+P}' (1.4-12)

Szoritkozzunk szinuszos iddbeli vaAltozdsra és térlink &t a komplex
irdsmédra (a mennyiségek komplex Jellegét nem jelidl jik kiilén; pl. Ea
komplex cstcsértéket Jelfll, mindbhérom rendezd komplex):

Jp= o E+ JuleE+P). (1.4-13)
Az elemi dipdlusok pelarizaltsagal leird P oelekiromes polarizacid a
tehetetlenség mlatlt fazlsban késik az E térerdsseghez képest (da abra,
amelyen a fazorok vannak feltiintetve, a bérbell veklorok egyiranyiok).

Im #
I £ 5
Jmer 1 5 /-/P[
. FnE / l
Re  |pig€ we'® CF G F e
. -
<) thgf £ b)

1.4-4. abra. A kemplex szuszceptibllitds és permibtlvitas ertelmezdss

Ezt ugy wehet ik figyelembe, hopy a szuszoeptibllitast
tekint ik

komplexnek

womogeh =] (1.4=14)
alakban, ahol 2° &s »" egyardnt poxitiy (ez Llndokelja az eldjel
valasztast), Ezzel (13) a kidvetkezd alakob &1t

ki s fepe "y E =
J—WE.JNEOE+JMED{J€ Jx

= [-:r*;;wr:[}[‘li-x' - Jx)1 E.
Ezt gy foghat juk fel, hogy az € permittivitds maga 1z komplex:

£ = gy (1 +x'] - J ey " mgt = jel
e " R
!."-=r:CIH+):'}I. g' = &y X [1.4=15})
A totallis Aransiriség a khvetkeztképpen e jezhetd ki:
J1.=[[c+ut"}+duc'iﬁ; e=g" = Je" . (1.4-1B)
Ez Ggy értelmezheld, hopgy & klzegnek gy “Ek\.r = g + & c" ekvivalens

konduktivitasa és €' permittivitasa wvan. A totalis Aramsiriseg
fazisban gn"- & szhgegel siet a tererdsséghez kepest, ahnl a 4k abra
alapjan & & veszteségl szégre irhatd, hogy

o M (1.4-17)
tg & = e 3
Tébbnyire a tg & veszteségi tenyezdt lIsmer ik, amely - = terzitott

=i ._'l S - -
abpatal elterden - lgen kis artekd (10 © ez 10 kHsdbtl é:tékek‘a

tipikusak). Ennek alapjan

.I,I=[{:rkv+,jws:‘}E; o'ekv=ms' tg & . (1.4-18)
£ .
Szokasas a totalls aramstroste (16) alakjab a kivetkezdképpen LS
kife jeznl: :
ook T i
= ' o prwet e pge (1~ Jtg 8 E
"TT = JWw e [1 d = i

Ez gy foghato fel, hopgy & toballs aramsdrdsés CRY eltelasi fram, de-a

permitbivitas cgy €. komplex ekvivalens permittivitas:

a ; PO RRY o e e - O (1.4-19}
.I,F = j W Egy., E. 4 Conv [l JtE
Mivel a (17) értelmeben
s gl & [1.4-20)
Cokw ~ 5 J Ret o Ha

3 i j : vivalens kompleX
eziéri hagy frekvenciakon, amikor g" B R azr ekv 1 Bl

permittivitas megegyerik a (15] szerinti komplex permiztwitiﬁsal.

Az i1tt bevezebett komplex anyagjellemzéknek mind & yalés, mind 2

képzebes része frekvenciafligad.
A magneses kibzegekben felléps vesztestg Mg ponyolul tabb

Jelensepek kivetkezménye, Elef kbzelitésben Lttt ts egy B = & 7 Jp

(p* » 0, p" > O komplex perneabllitassal vehet jik rigyvelembe 2

veszteségeket, Yezebld magneses kiizegben felleép még A Hrvényarancsk
okozta wveszteség is [(4.2-4 srakasz), @ hiszterdézlsveszlesen Gs mas

veszheségek Is.




1.5. ENERGIA ES TELJESITMENY

1.5-1. AZ ENERGIAMERLEG

Egy ¥V térfopgatban felbalmozott W = W(t) elekiromomigneses energla két
okitl valtozhat az ldében. Egyrészt a btérfogatban felléephetnek olyan
P = Pt} teljesitményd folyamatok, amelyek F > 0 esetén a tér
energla it cstkkentik (pl. egy feltdltdtt kondenzator kisll egy ellen-
alldson: az clekiromos energia héivé wvallk), 111, P < O ascbtén o
térenerglat FﬁVEli [pl. epy akkumulator felt#lt epy kondenzéatort].
Masreszt a térfopgatol hatarelé A zart felilleten Atdramlé vagy atsu-
BArzd PS = PS{t] tel jesitmény csbkkenti a térenerglat, ha PS > 0. ill,
néveli azt, ha Fe < 0 (pl. egy vezetékparon elvezetiink, ill. betapla-

lunk teljesitményt}. Az chergiamérles ezek szerint a kivetkezs:

AW
E+P"Ps=°'_f (1.5-1)

lrjuk le az 1tt szerepld hirom mennyiséget egy-egy siriseg jellegi

mennyiséggel. Ezek: a w = wir bt} enerplasdrisés (SI-egysége: J/mE]:

; " AW
H-I”dv' WIS S (1.5-2)
W A=)

ape=plet) l&LLQHiLM:nE};ﬂ[-ﬂ_H_QR tSI"‘-‘Z»’..}f'H'-'E[-;{‘:.‘ “/mft]:

P=de'~'; pe=lim il:.— . (1.5=3)
v LY -}

és az 5 = S{r,t) tel jesitményaram-siriség, az on. Fovnting vekbor (S1-
epySiEe: u/mEJ:

’ ‘ AP
P. = § S dA ; g = 1%
=3 f S {1.5=4}
| A T apeg A

Az energlamérleg ezekkel a kiivetkezd alakban is irhatéd (1. abral:

J.[..ai+ 1 dyv +
3t B SdA=a0,
v A
Az utelséd teg fellirhaté div g térfogatl integral Jaként is. A szokdsos
megrondolassal az energlamérleg kivetkezs alak jdhoz Jutunk

A i )
i . +_P + diy S =0 (1.5-5)

a6

1.5=1. abra. LES anerglagird=ag, a tal |oulimenyndr dadg an & Paynting
woktor 1a tol jesltményaram—s0rdodgl #rlolmozdsa

Alabb lgazel juk, hogy o harom mennylstg a kbvetkezdképpen fajezhetd ki

az elektromemigneses teret lelird mennyiségekkel:

dw an 2]

ﬁ = E ﬁ + H ﬁ ] [ = E}
=T s . (1.5=7)
S=ExH. (1.5-8)

Mind =az energlastrdség, mind a2 Foynting wvektor kife jezésében
intenzltas mennyiségek &8 ger jesztettsézl mennylségek is szerepelnek.
Az egyes mennylsépgeket a kivebkezd szakaszokban értelmezzik.

A felirt dsszeflggések lgazolasdhoz indul junk ki 2 ger jesztésl
térvény [1.3-5) ¢5 az ldukcld tBrvény (1.2-13) alak jabsl

an ;o B
‘_“:: rot E “I-'“.

Szorozzuk meg skalarisan az elst egyenletet E-vel, a masodikat =-H-wval

rot H = J +4

¢s adjuk dosze a két egyenletet

- aD aB
EFDtH"H[‘GtE—EJ"Eﬁ"HT

Mivel div (E = H) = H rot E - E rot H ezért arx epyenlel nullara
redukall alakjs igy is Telirhaté: |

[E%+H%}+EJ+{S1V(EJ{H)=0.
A (B), (7) és (8B) megfelcl%etéﬁekkcl ebbdl éppen az energiamérleg (5]
alakja adédik. Az egyes Lagok formal egyerése még nem Jjelentl az egy-
értelml bizonyitdasat anpak, hogy eppen €z a megfeleltetés a helyes., AZ

ebb&] levonhatdéd tovabbl kivetkeztetéseket azenban a gyakorlat sok-

aldaluan alatamasztotta, igy & meglfelelbetéseket helyesnek tekint-

het jik.
Megeml it jiik, hogy az eldzd megiontelisok alapjan tel jesitndnydrans

sOriiség vektornak tekinthetiink egy olyan 5' = (E = H) + ¥ vektert 15,

ar



ahol div ¥ = 0, de egyébként V tetszéleges wektor. Az §' zart fellllet

menti integralja ugyanazti a F'S teljesitményl adja, mint az 5 Integ-

ralja. Relativitaselmélet! megfontolésokbdl azonban az kivetkezik,
hopy 5 = E = H a helyes tel Jesitménydramlds-sidriség vektor,

1. 5=2. ENERGIASURUSEG, MUNKASORUSEG
Viesghl juk meg cészletesebben az (1), 111, az (5) cenerglamérlegben
szeropld egyes tagok jJelentéset

Az enorgiasfcriseg 148 szerint derivalt jira vonatkozé (6) szerinti

aw _ _ ap 4B
gE o g Mg

tsszeflggés a kivelkezfket Jelentil. Legyen valamely t. idfpontban a

1
térjellenzék értéke E , Dy, 111. H ., B,. mig egy t, idfpentban E,, D,

1 2
ill. HE' 321 At -hell 4llapotbdl kitndulva = t,-beli allapot elérése-
her szlkséges munka térfogatl sdrdsége
L
w:f-ﬁ” ST t &
T8 = ult, - Wi !]. [1.5-9]

]

ahol uitzl = Wy, 111 wft]} = w, 8 punkasdrfség a t,. 111, a t, idé-
pontban, A munkestrisépgek killdnbsépe

L
2
i T Db 4B
g =My j”‘ g R,
b

A lancseabaly alkalmazasaval a kévebhkezd desrefipggest kap juk:

D B
My = Wy = JEE dl + JJH dB . (1.5=107
|
D1 B]

Tekintsik eldszér azt & speclalis, de gyvakorlatilag fontes
esetet, amikor E és D, ill, H és B parhuzamosak, az E(D], 111. a H{B)
flggvénykapeselat killesintsen egyertéki &3 a flggvénygirbe atmegy az
origan (2. 4bral. Legyen E1 =0, i11. H1 = 0 , rendeljilk ehhez az
allapothoz dnkényesen, de logikusan a = 0 értéket. Ekkor a

B
H o= IIE{H] diy + JRH[EJ dit [1.5-11)

a 0
mankasdrosép energlasiriségnek Ls tekintheld, mert a befekletelt munka

energlaként Laroledik és maradéktalanul visszanlakibhats,
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]
D A w-f”{aﬂ 3 ”'Jf”*”ﬁf
D i B ‘}-\\
=y A s E P AR e = HaB
- . E ﬁf H -u:r'l'

1.5=2, &bra, Az slekiremes s o pdgnoses onerg lasdrdssg azenlelictese
péczletesebben kifejtve ez a kivetkezfket Jelentl. Az egyszer(ség

kedvaart teklntsik az energiastirioséget a V térfogatban allanddnak.
Ekkor egy Et’ DI' i1l. H1 BI allapathoz w1 = HI-V energlét rendelhe—
tink [11) aleplan és hasonls W, értelmezése. Ha E, » E, &5 H, > H, .
akkor az 1 + 2 &tmenet soran W, - Hl munkat kell végeznink, &3 ugyan-
ennyivel nd & tarolt energla. A 2 2 1 aimenel Sorén Hl—wé = —[HEuwll
munka szabadul fel és az energia HE—HI értéekkel csikken.

A legegyszeribb esetben a kiizeg linearis &s izotrop, vapgyiz D= ¢ E

és B = p H, ahol g, ill. p nem filag E-t&1, 111, H-tal. Ekkor (11 a

" e ,;_Ef_i-". LI {1.5-12)

alakra cpyszerdsbdlk,
Ha & lkarakteriszbiks npem egyérbéks, akker (10} csak &

b =

muunkastriség megvaltozasanak tekinthets, amely nem azonosithatéd a
tarelt energla megvaltozasaval. A folyanat 1lyenkor nem reverzibills,
Ha epgy allapotbdl elindulunk &5 ugyanoda wvisszatérlnk, akker a ket
allapotbeli energla (barhogyan fs értelmezzilk =azt)] megegyezlk, de
eckézben a munkavegedés mégsem nulla.

I1lueztréacisksnt tekintsik a 3, abrén vazoll migneses hiszlerézis-
hurkot. Induljunk ki példéul a H=10, B = -Br allapotbol. A felmdgne-
sezéshez (0 =+ 1 szakasz) a % vonalkazott teriilettel aranyos munkat
kell befektetnl. Ez a tertilet nem tekinthet8 tarolt energidanak. A
lemdgnesezés seordn elfszir valéban felagabadul munka (1 -+ 2 szakasz,
11 venalkizott terlilet), majd ismét munkat kell befektetni (2 = 3
szakasz, /7 vonalkazott terillet}, mald amlkor visszajutunk a kilndu-
l4s1 allapotba, akkor lsmét munks szabadul fel (3 - 0 szakasz. ® vo-
nalkazott teriilet). Végeredményben a hiszterézlshurok altal ksrdlzart
teriilettel aranyos munkat kell befektetnlink, amaly héwe alakul (hisz-
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Bz B} A H
'h’z"*wfﬁdam ' 1= Hy
» —_— B, :B.ﬂ:
L] H‘z=-.ﬁ' -3 i i JrB
Bz;aﬂ/ [T ] Hdle
= Huae Z . B,
i H
> Ba
Hy=- :
B} Hoac % Ve = f Helbeo
JEFBH“- wl't'{!'[”dﬂ}ﬂ Dy

B,

1.5-3, 4bra. A mumkagdristg valtozasa Irreverzlbills folyamal esetén
terézis-veszteség). Nincs sok  értelme  annak, hogy az epyes
allapotokhoz energlat rendel jink, mert az cnergidnak most nincs egyér-
telmd "munkavégzd képesség" jelentése,

1.5-3. TELJESITHENYSURUSEC
Tekintslk most a  teljesitménysdriség kifejezését konduktiv  aram

egetén, amlk =
or J = o(E + Eb}’ vagyls E = J/o - E . igyap=1TE
desrefligonéshi]
R {1.8-13)

2
AJ fvatag mindlg pezltiv: ez a hife)lédes sirtsegtt adja meg (az R I2
vagy I /G Joule térvény differencialis alakjal. A masodik tag negabiv
ha ¥ :
?b es J egylranyoak (ar aram ax E, 4altal kifejezett hatas miatt
folyik, a belktatobt erf munkat végez; 1.4-3a abral. A - EbJ tag pozi-
tiv, ha es J ell g
; EgaEb ellentétes lranyiak, pontosabban ha az altaluk bezart
szlig —nal nagyobb {ekkor a belktatott eré fogyasztoként vieelkedik
1.4-3b ah F = ij ;
ral. A EbJ tag = feszijltségforras UT teljesitményével ana-
lég, az eléjelbeli eltérés oka az, hogy U nem az Eb—hez hanem az
E '
altala drammentes esetben létrehozatt E-hez kapesoladik,

1.5-4. A POYNTING VEKTOR

Tekintslk wégll a tel Jesitménydram-siriséget mepgadt § = E « H Poynt lng
W 3

ektort. Ez azt felezl ki, hopy az elekbromigneses bér nem csak oz
energla, hanem a tel jesitmény Aramlésanak is o hordozd ja, Egy LAvveze-
Lék esetén csak felfogis kérdése, hogy az energlaframlast a téltés-

aramlashoz vagy az elekbromomdgneses térber rendel ik (4. abra; az
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A tel Jesitményaraml s tavvezeba® #3 antenna eselsn

1.5, atra.
1.7-3.4. pontban majd latni fogjuk, hogy 2 kétféle felfogas valoban

ugyanarra az ercdnsnyre vezet]. Egy antenna esetén azonban nem lehet =

leadott, 111, a felvett teljesitmenyt a P = U-I dsszefilggés alapjan
sxamitani, csak a Poyntlng vektor megfeleld felilletre vett Integral ja-
kent (db abra; epy konkrét esetel a 4,1-1.2. pontban vizsgalunk)

1.65-5. A? ENERGIAMERLEG KOMPLEX ALAKJA
Az ldében valtozd Tolyamabok vizspalatanal gyakran a szinuszos eselre
Az igy kopott  erdményeket @ Fourler transzformiclo

sroritkozunk.
le ezért Ojra az energia-

segitségevel altaldnosithal Juk, Vezessilk
merleget, ambkor a mennyiségeket komplex amplitods jukkal jellemezzilk.

& klindult egyenletek komplex alakban
rot H=J + jul, rat E=- JwB . {1.5-14]
Képezrilk az elsd egyenlet koo jugalt jal, szeroczuk meg E-vel &z ebbdl

vonjuk ki a masodik egyenlet H'-czorosat { a * a kenjugaltat Jelslil:
ErntH"—i{'rutE=EJ"—,]WED'+__§¢JH’B.
A bal oldal - div (ExH®) alakban is felirhaté. Egy V térfogatra vald

Integralas, a Gauss-Osztrogradszkil] bétel alkalmazaca és az egyenlet

nullara redukdlésa ubtan kapjuk, hogy
JuJ-%-{I{’R—ED‘} d‘.’+J-]?EJ' mr+5|] S (E X H) dA =0 .
Y ¥ A {1.5-18}
Az 172 tényezdkel azért vezetbik be, mert a Lérmennylségeket &
caneaértekikkel (és nem az effektiv értékiikkel) szokas Jellemeznl,

Az utolséd tag a komplex sugdrzd tel jesitményt adja az 5 komplax
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Poynting wvektorral kifejezve:

Ps+ju5=3[;5d1, EE%fExH'}. (1.5-16)
A

AP+ | Q= U I1* sszefigges analdgla Jara érthetd o komplex Poynking
vektor kapott kife jezése,

A (18] kiizépsd tagja a komplex Atalakuld tel jesitmény a p
tel Jesitménysardségeel kife jozve:

komplex

o § g (E TPAU R | S |
P+ dq j podv, p= oEJ*= o8 Leae,
g (1.5=17)

A halédzatokra vonatkezs analég Gssrefigpdsek: a disszipaclét kife jezd
J J*/2¢ Usszetevd valas [hatasos teljesitmény), mig a - EEJ’ Ossze-
tevinek hatédsos és meddd része egyarant lehot.
Ojszerd a (15) elss tagja, amely a
W = o (H*B - £ D7) (1.5-18)

energlasiriség dimenza ji mennyistég, &z On. Lagrange slrdség térfogatl
Integral ja, Ha a kizegeket ¢ &g b anyaghllandakks] Jellemezhet jilk,
akkor a Lagrange siridség kife jozége

! 1
MoE R - e BB, TR

vagyls a mAgneses &5 ar elekiromos energlasiriség killbnbsége, A (15)
elsd tagla tehat a taralt enarglahos  bartozd  medds
Jelentl:

Lel Jesitményt

JQHEJMJ-[WI“—HEJ dy (1.5-20)
W

A haldzatelmélet alapjén crthetd az eldjel is: a magneses energidho:

tartozd medds tel fesitmény pozitiv, az elektromos enerplahoz tartoss

meddd tel jesitmeny negativ, mint a tekercs, 111, a kondenzdtor eseten.

Tekintsik most art a7z altalancsabb esetet, amikor =a kiizegek

vesztesépét a komplex permittivitassal és permeablilitdssal vesszik
figyelembe (1.4-5. szakasz).
D=eE, e=¢" -Je": F= HH, g=p - ju" . (1.8-21)
A Lagrange sirisép kife Jesése akkor
e %:;r HH® - ¢ EE*) - -%-[;:" H* H + ¢" E*E) . (1.5-22)
A 15} elsd taglinnk, a | w " Lérfogat! integral Janak most wan valos

része is, amely pozitiv (disszlpalt Lerl jositmbng):
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o gy -
0. = [-i—.'..:- H* H + %us"E’E]d‘-’*-,_‘le[um He'.l
Fw Sk . ¥ (1.5=-23)
v

sztesegi
] 111. 8 kondenzatorok vesz
A haltzatelméletben P“ a tekercsek,

ellenallasan fellépd tel jesitménynek felel meg.

1.6. AZ ALAPTUORVENYEE HSSZEFOGLALASA

ENLETEK
1.6-1. A MAXWELL EGY
lektromomagneses Lér egyenletelt eldszir Maxwell allitotta dssze,
Az © é
art ezek ar § nevét viselik. 4 Maxdell egyenletek szokdsos alakja és
% kedvésrt linedrls izotrop  kizegre

sorrendje  (aZ egyszeriség

gzoritkozval
7. an

(I} rat H=J _ét-_ i

&8
[.EI\J rot E = - -ﬂT N
(1113 div B s 0 |
(IV) div D= g,
(R I}=cE,E=pI-I,.I-'—|;r{E+Lb].

=1]

1 2 1 2 (1.6

(V1) L E" + Zp .

¥ 1 1m
M g letek = bennilk SZ F‘J. G m n:fis Hek f zik [ <
ra en 5] " eres 2 1] 1 E.i arta =1

A Mamwell egyvenletek cgyes. tapaszta%ati
egpedlg az (1]
a (EI)

ar elézd fejeretekbdl ismert. :
uten igazolhatd térvények sbzztraktabb megfogalmazasal,

rammal kiegészitett gerjesziesi torveny,

egyenlet az eltolasl & e e

: t a f
egyenlet Faraday- indukcid térvenye, = (II1) egyenle o
yenlet = Gauss torveny. A2 (V) &5 &

let A t&ié. ‘abb ax =1 % j& hen tar H'E.].tuk..
1 NoS: al | jait r 1.4. es az J-S. ffa ZE‘t B
B i sl 0 e g 2Tl Hﬂngg 11 E]!_It&ﬁ
izﬂnb" that h Y a Max 11 Egy’ﬂnletﬁk ell 15

iaja és &
dszert alkotnak. Labtuk, hogy az (I} egyenlet divergenc J s
e yenletet adla. A (11} egyenlet dive

das ticvényes, a [IV) eg

(IV) egyenlet a folytonessagl eg

¥ ok L alda [ i ﬁ.[l:_'!t,.
E nclia .lt:":?] kive Lkezlk tﬂE.}" EL S {] ]I" [+ ,}l'f.‘l'll 4 ob 1 a0 b
A . "

az ldotdl.

a Maxwell egyenletek
Az eddigl tapasztalat =azt igazolta, hogy @

L]



rendszere teljes is, arzaz bérmely elektromégneses probléma elvben
megoldhatd a Maxwell egvenletek megoldasaval,

A Maxwell egyenletek kBzvetlenill nyugvéd testekre alkalmazhaték.
Mozgh testek esetén a Lorentz transzformaclé, 111, a relativisztlkus
elektrodinamlka appardtusa alkalmazhatd., A fénysebasségndl  Joval
kisebb sebességek esetén erre nlnos szllkség, mert eclegendd a mozgisl
Indukdlasbs] adddd v x B Jarulékos elektromos térerdsséget ©gyelembe
vennl .

A Maxwell egyenletek a  flzlka legatfogtbb Lorvényel  kizé
tartoznak. Ervényesek idfben dllandd folyamatokra [elektrosztatika,
magnetosztatika, egyendram elekbromos és magneses tere, egyenirami
halézatok), un. lassen valtezéd folyamatokra (hangfrekvenclas technika,
erdsarami technika, wvillamos balozatok), gyorsan valtozd folyamatokrs
(radighullamok, mikrohullamt technika), =&t ezen tdl a héhullamok, =z
optika &5 & rontgensugdreds tartomdnyvaban is,

A Maxwell egyenletek érvényességének a kvantumos hatdscok szabnak
hatart. A Maxwell egyenletek ugyanls statisztikus tdrvények (mint pl.
a Boyle-Mariotte vagy a Gay-Lussac tirvény), amelyek akkor arvenyeselk,
ha a folyamatban részt vewd tiltés Jéval nagyobl az e = 1,6-10_19 C
elemi téltésnél és a fellépd enerpla Joval nagyobb az © Frekvencliahos
tartozd hef energlakvantumoal, ahol h = G,#-ID_HG J's a Planck
allandd, A kvantumos hatasok Clgyelembe witeléher o kvanbumelel ro-

dinamlka médszereire van szlksiég,

1.6-2. A HATARFELTETELEK

Az elektromomdgneses feladatok nagy részénsl a kilveg nem homogén [pl.
vezetd és szigeteld kizegekl, Ilyenkor rendszerint ugy Jarunk 2!, hogy
az egyss kizegekben kilSn-killén megoldjuk & Maxwell egysnleteket, ma jd
gondoskoduny arrdl, hogy a kizegeket elvdlaszia fellileteken is ki
legyenek elégitve az egyenletek. Ez gyakorlatilag azt Jelenti, hogy a
térjellemzd vektoroknak két kizeg hataran blzonyos folytonossaei
feltételeknek kell eleget tenniiik., Erek meghatirorasahozr a Maxwel)
egyenletek Integrdlis alakjat alkalmazzuk egy olyan zart girbére vagy
feltiletre, amely kizvetlenill a hatarfelillet két oldalin helyezkedl k

el. A hatar Jelenthetl a vizsgalt térrész peremat, amelyen  bdl  az

44

eréteret nem  akarjuk sSzamitani, Az erre vonatkezd feltételek =2

remfeltételek, A folytonossagl feltételek és a peremfeltételek kiizis

peremteltetB it
neve: natarfeltételek, Az irodalomban masféle széhasznalat is

elédfordul.
Az lekbtromos Lérerdsségra vonatkozd feltétel
alkalmazzuk a I1I, Maxwell egyenlet integralis alakjat, vagyls az

fi) -]
§ E dl = Tt dA
1 A
1a abran lathats =zart girbére. Legyen ennek

[E dl = Et-l kizelités és Al

meghatirozasihoz

fndukels térvényt az
mérete olyan kicsi, hogy megengedett az
tartson nullahoz. Az irdnyokat 1s flgyelembe véve

f ke 2, ki A k& 2y £ deiagy
.‘q 5:'.;,; —
{ 'EI- E‘z J}!q '. Dﬂ
> % % -lﬂ
B I<%
L k)
. (o B, Q D, PR S
! ﬁ‘»f-—rﬂ F'
- i h)
o t X =
1.0-1, Alara, A vangenalal iz te A narmal o KorponenEak, valamint a
mindketbdre mordlegan Irany két kozeg halaran
filts
1 = Eytl = = e 1eal
E1t 2t at

Mivel #B /&t korlatos, ezért a Jobb oldal nullahoz tart, amivel
m®

= 1.6-1
EEE Elt. { 1]

adadik, vagyis az elektromos térerdsseg tangencialls Komponense foly-

tonos ket kizeg hatérfeliiletén. Ha specidlisan az 1. kizeg idealis

vezetd (a o, kenduktivitds végtelentl nagyl, akker E, = J,/o, = O
igy = szigeteld kizegben
Bl
{_ E =0 idealls vezetd felliletén, 5 (1.6-2)
— J
vagyls =az elektromos Lérerdsség merdlepges Az lde&lls wvezetd

felliletére, Az (1) egy folytonosstgl, a [2) egy peremfeltétel,

Az elektromos eltolasra vonatkezé hatarfelbtétel eldallitasahoz

alkalmazzuk a IV, Maxwell egvenlet Integralls alaklat, vagyis a
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{ Ddh =0
A
Gauss térvényt az 1b abran lathatéd zart felllletre. Az elfzdvel analdpe
médon azt kapjuk, hogy
—Dln-h + Uzn-h = pefchn ¢ oA .
Ha fn + O ,akkor csak a fellleti téltéssdrdség marad, tehdb

Don ™" Dip * @ (1.8-3)

adadik., Ha az elvalasztd fellileten nlnes feliiletl LdltéssOrdsdég, akkor
az elektromos eltolds normédllis komponense folytonos. Ha specidlisan ax

1. kiizeg idedlls vezebs, akkor E, = 0. igy D, = 0, tshat a 2. kbzegben

{52 = g

D =a, E =

s % — idedlis wezetd feliiletén. [Y.B-5)

4 magneses indukcisdre wvonatkozd hatarfeltétel a 111, Maxwell
egyenlel integralis alakjabsl kivetkezik:

§ BdA =10 .
A
A (2) mintéjara ebbd)] azt kapjuk, hogy B normalis komponensce folytonos
= . B=5
ﬂzn _.___Hﬂ_._} {(1.6-5)

A phgneses  Lérerdssépre vonatkowzd hatérfeltétel eldallitasahoz
alkalmazzuk az [. Maxwell egyenlet Intepralis alakjab, wagyls az Alta-
lanositott gerjesztési térvényt az la Abra szerinti zarl girbére:

jﬁ:-{ a=1+[ 2 an.

1 A
4 hatarfelilleten esetleg Ffellépd K feliileti dramslrdséget is
figyelembe véve

EDm
" = =1 = o} e a i
Hit 1 HEE 1 Jm T-al + Km 1+ ET 1-4l
Mivel az eltolasi aramsdrdség korlatos, ezért
s . I s
HEL = H]t Km . i (1.6-G)

Ha felilletl aramsdrdség nincs, akkoer a magneses térerdsség bangencla-
s komponense folytonos., Ha azx 1. kizeg (errombgneses {”rl » 1)

akkor Hl = E’I/p! %0, igy K = 0 esetén

”t = (0 pagypermeabllibasd kbzeg Felllletén, (1.6=7)
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vagyis a magneses térerdsség &5 az indukcld is merdleges a nagypermesn-

pilitast kizeg felliletére.
iz Arams(riségre vonatkozé hatarfeltétel az (I. &3 a IV. Maxwell
egyenletbdl levezethetdi} folytonossagl egyenlel Integralis alakjabsal

orhatd meg:
hatar b

%JI’J&-’-‘— Et“
A

A (3] analéglajara ebbdl adbdlk, hogy

e
- = . (1.6-9)
‘ Jon " Jin ” B

Az aramsiriiség normalls kemponense tehat ugrdsszerden valtozik, ha =2
hatarfelilleten iddben valtozd felilleti tBltéssOrdség van, A (3] &5 a
(8] egyiittesen azt fejfezik ki, hogy = JT = J + &db/8t totdlis &ram-
giiriség normills komponense folytonos. Ha specidlizan az egyik kdzeg
thkéletes szigeteld, akker a masik kizegben az idében allandd aram-
siriség normélls komponense nulla,

Vektorlalis alakban a folytonossagi feltételek a kitvetkezd alak-

ban fogalmazhatok meg:

nH{Ez—E]]=U. :1-[02—D=ﬁ=n',

le[liz-'].'ll} = K, n-[B‘?'hBl]-@Iﬂu.
e = .6-10
n th J1] -k (1 I

ahol n az 1. kézegbdl a 2. kizeg felé mutato felilletl normélis, a L, n
&3 m egységvektorok cbben a sorrendben  jobbsodrast  ortogonalis

rendszert alkotmak (1, abral.
Az dn. nyilt felsdatokn&l ar erdieret a végtelenbe nyald tarto-

manyban keresslk. Ilyenker a végtelenteni viselkedes is peremfelidi=l.
Ez lehet pl. a korldtossig megktveteldése, vagy 2 térjellenzfknek meg-
hatarezott maden {17, 1/r2. sbh. ) nullahoz tartasa,

1.6-3. A TORESTHRVENYER

Az elfzdek szerint két kizep hataran az E és H vektornak a tangenclia-
s, a D, B & J wvektornak a noermalls komponensére wvonatkozlk
Folytonossagl feltétel, A mhsik Usszelevdre vonatkozd feltétel &
kbzegt6l 1s flgg. Az egyes vektorok viselkedésének szemléletes Jellem-
z8Je az On. tHréstérveny, amely kifejezl a vektornak a felilletl norma-

és a, szége tangensének a viszonyat. Az 1. Abrabél

lissal bezart oy 9
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lathatd, hogy barmely v vekiorra

gt |0 (O O —
L 0 a1 Vo, Yin Vin '
A Lovabblakban arra ar esetre szoritkozunk, amikor mindkét kilzeg
Al lendd :] és EE permittivitassal, Hy &8 “2 permeabllltbdssal , T &g ﬁz
konduktivitassal Jellemezhetd.
Az elektromes mennylsépekre vonatkozd hatarfeltételek
Epp “Epp v Do =Dip* .y - 5 LBk

Tekintsitk eldszér art az eetet, amiker mindkét kizeg idedlis szl-
geteld, aram bennik nem Tolyhat, tehdt az elvalaszté felilletre téltes
nem kerilhet. Ekkor Di = ¢, E, felhasznalisaval

|
_ 1 1
Pors T Pt Sfma T P! eflme mp s v Py g (1.6002)

A tHréstorveny ebben az ssetben

Lg;ti = E—l 5 ?;;:.l?: :;];Z;:Lelﬁk (1.6-13)

R £ =0 . '
Ha EI > ﬂz , skkor Lg @, > tg az ., vagyls az E és a D vektor a kisebb
permlittivitdstd kiizegben klsebb szigel zér be a felillet! normal issal
Ha g, + o, akkor o, a0”, aml azt Jelenll, hogy az ldedlis vezebtst

formal isan végtelen permibtivitdsd szipgeteldnek tekinthet jiik, Ez as
eredmény azért is formalis, mert a vezetd Felilletén LBltdés van, tehat
a (13} nem érvényes,

Tekintsilk mostl art ar esetet, amikor a kizegek konduktbtivitasa

vages, de a mennyiségek idében &llandék., Ekkor Ji = Fi Ei Felhasznala-

saval
i - N = =
Eap iy mbnumeBa 7, 2t ?l‘fu P dgmdyy e HLBR14)
A tﬁréstﬁrvény ekkor
Lz ay T E-re &z J-re,
—_— = —— : ld&bell vAltozds nincs . {1.6-18)
te =, o

A k&t kizeg hataran o felillet! tdltésstriség lép fel:

€5 1
gD s D m— - =] (1.6-18)
2n 1n T T n
2 1
Ha az 1. kézep JO vezetd, a 2. kézep rossz vezeld (rossz szlgeteld),
vagyis ha o, » o akkor a, = 0 |, vagyls a raossz vezeblben a vektorok

1 2" 5
kizel mertlegesek a J6 vezetd felllebére.
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Ay R

Tekintslink most szinuszos 1dSbell valtozédst. A mennyiségek Komplex

amplltuds jara wonatkozd egyenletek [(11] értelmében

= . J | - Jwes. (1.68=17)
ERL =Epy o D ™ Dy B8 2n " “In J
A kbzépss egyenletbdl o kife jezését az utolséba helyettesitve
T EEn = Eln - “‘“z EEn - “1 Eln]

A téréstérvény {amely linedrisan polarizalt hullam esetén érvényes)

E-re, D-re és J-re,
25 a0 . (1.6-18)
te oy Ty * Juey o3t fasbeli valtozas .

EbbSl a (13) , 1ll. a (15) kivetkezlk ¢, = ¢, =0, ill. w=10 helyet-

tesitéssel. Az 1.4-5. szakaszban targyaltak szerint ¢ helyestt indo-
koltabbh w &' tg & alakban kifejezni a veszteséget. Ezzel

i E]
tz oy N 1 - ]Jtg 51 . € ros 62 y
— s |7 | T T =3 - (1.6-13)
ta “E cz R IO - 2 cz cos 8

Mivel tébbnyire tg & « 1, ezért cos & = 1 Idében valtozd folyamatok

esetén tehat s hatéarfeltételekel a veszieségek allg befolyisol jak. Ez

a magyarazata annak, hogy nz elektrosztatikus model]l alapléan szamitotb

maximalls térertsseg vagy kapacltas ldfben valtozd esetre ls tébbnylre

elfopadhalo,
A magneses mennylségekre vonalkozd hobarfeltételek nulla feliilet)

aramstristg eselén Pormallag megepyeznek az elektromos mennylségekre
vonatkozékkal. A {13) analdglajara ezért kézvetlenlil felirhato, hogy

bg o Hy H-ra és B-re,

[1.B-15)

1 —_—

e iy i =
t.grxz Hy KE=0.
Ha By o# My s akkor oy 0, vagyls o migneses vekborok kiizel merdlege-

sek o ragypermeabllitéso kézegre, amint azt mar megallapitottuk.

1.6-4. AZ ELEKTRODINAMIKA FELOSZTASA
A Maxwell epvenletek Altalanos alak janak megolddsa negyon nehez
feladat. Kilénbiizé epyszeriisitd feltételezésekkel az egyvenletek alakja
nagyméridkben epyszeristdik, A kiivetkezikben néhdny tiplkus
egyasrerisilés! lehetdséget mutatunk be, Ezek alaplan kiJel#lhetdk az
elektrodinamika £ részteriletel is.

{1.] TekintsQk elfszir azt az esetel, amikor iddben minden

allandbnak tekinthetd, a télbések sem moregnak, vagyls aram sem
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folyik. Formialisan 8781 = 0 és J = 0 helyebbesitéssel a HMaxwell
egyenluack ckkor ket Tiggetlen egyenletocsoportra bomlanak, éspedig

egyfeldl ag elektrosztatiks egyenleteire:

ret E=0, divD=p, D= 7 E+P; [1.6-21]
mazfeld]l 2 magnetoszhatika egyenleteire:

rot H =0, divB=20, E = “G{H + M) . (1.6=22)

Meg kell még adni & P elekiromos pelarizéciénak az E elesktromos tér-
erfssegtdl vald [liggését (a legegyszeribb eselben P = gy X E &3 erért
D =g E}, ill. az M migneseretiségnek a H migneses térerdsségidl vale
filggését (erre M = k H nem lehet mindentitt érvényes, mert akkor nincs
magneses erdtér).

[II.) Tekintsilk most mzt az esetet, amikor iddben minden 41lands,
de a tdltések mozognak, vagyis 4llandd dram folyik. A Maxwell
egyenleiek egy csoportja ekkor a steciondrius dramlis egyenleteir
vezeb., Szoritkozzunk arre az esetre, anikor a Ldltéssirdség &2 a kon—

vekbiy dramsdrdség nulla, Az egyenletek ekkor

ret E=0, divJ=0, J=¢E + EbJ . (1.6-23)
A mascdik egyenlet az I. Mawwell egyenlet divergenciajabsl kévetke-
zik., A Mawwell egyenletek misodik csoport fabdl o staciopdrius mignescs
tér epvenlete!l adéddnak:

rot H=17J, div E =10, B = pD[H + M) . (1.5-24)

A legegyszerdbb esetben B = p H . A J dramsdrdséget adoti mennyiségnek
tekint jik. Az Aramsirdséget esetleg o (23) egyenletek megolddasaval
hatdrozzuk meg.

(IIT:] Vegyiilk most mar figyslembe az 1débell wvaltozast, de
feltételezzilk, hogy az cltoldsi dramsirdség elhanyagolnaté a vezetési

aramslridség mellett, vegyis [dD/8t| « [J| . Ebben a kvazistacionarius

kizelitésben az egyenlstek mar szorosan kapesoléadnak. Az eEyszZeriseg
kedvedrt szorikeszzunk arra az esetre, amikor az ¢, M, o anyagijel lemzdi

trtelmezettek és konvektlv fdrom nines, Ekker az egyanletek;

rot H=7J div B =0 BE=pH, {1.6-25)

#B
at
la mz aramsliriség adotinsk tekinlheis, akkor ax elsé sorban allé

rot E = = div b ="p , D=t E. J=|:r'[E+Eb}.

egyenletek formailag a (22) egyenletekkel megegyeznek, osak mest J, B
o H ar iditél is figg. Ez indokolja a "kvazistaciondrius® elnevezeést.
Ha azonban az araosdriséget ez elekiromos  térerdcségbil kell
meghatarozni, akker az (az indukeld birwvény értelmdben) maga ls fligs a
magneses erdtértdl, i1l annak idé szerintl derlvaltjatol.

A kvaristacicnarius kizelités jJopossagdt esetenkeént meg kell
vizsgalni, Mivel szinuszos 1dSbell wallozds esebén 8IVGL = j w = E &=
J =g E, ezért az cltolasi aram akker elhanyagolhatd, ha

u{% vagy [ % %. ['..BEi-'ZE)
Fz fém belsejében blztossn tel jeslil, mert pl. rézre ¢ = 57100 &/m,
igy £ % {1013/:r} Hz adédik, ami birmilyen ésszerd £, eselén tel jesil
(A werets permittivitdsa nehezen értelmezhetd, Az eldzdleg emlitett
£ = = csak formailag érvenyes é= itt nem alkalmazhatd!)

{IY¥.] Az eltolasi #éram figyelembe véielével az altalancs esethez

Jutunk, az elekbiromonagneses hullémok egyenletelhez. Ha £, u bz o

artelmezetlt, akkor az cgyenlstek a kivelkezd alakiak:

r»otH=J+--z]f' . diveEn, BEEE. (1.6-27)
gB 2 _ - o
rot E = - T divip=p, D= E, J = &(E + Eb] + oV

&5

Cbben sz esebben mar lgen szoros kiilcsbnhatias lép fel az elekiromos
= magneses Lér kizéti: nem csak a magneses fer idébell valtozdss
indukal elektromes teret, hancm az elektromos tér iddbsli valiozasa -
altoléasi aramként - magneses bereb gerjeszt.

Tisztaban kell lenniink azzal, hogy az idébeli wvaltozatlansag
feltételezsse csak kizelités, Miutdn nincsensk Likélstes szpipgeteld-
anyagok, ezért a t#ltés nem lehst jdiben dllandd, A permanens mAgnesak
s1tml lélrehozott iddben allandd mégneses Lér hatterébsn iz van mOZgas
{a rendezett spind elektronok). Ha azonban adott mélysegd megismerési
szintig #5 pontossagig akarunk csak el juini, akker = kllgnbdzd

kBzelitéesek nem csak megengedettek, hanem cél- szerdek is.

1.6-5, & HALOZATEGYENLETEX
Ebben & szakaszban megmutaijuk, hogy a halézategyenletek is levezethe-
Esk = Mamwell epyenletekbdl., Mivel a héldzategyenletek tapasztalati

tuton lgazolhatsk, ezért Llymbdon a Maxw=l1l egyenletek helyssadgének



egy tovabbl kiizveteit i{gpazolicahoz Jutunk.

Alkalmazzuk az 1. és IV, Maxwell egyvenletbs] kivelkezd

%Jﬂa=~f§;
dt

A
folytonossagl egyenletet a 2a Abran lathats A felliletre,

csomapentol vesz kérill, ahol téltés nem halmozsdhat fel.

amely egy

Az egyos
vezetékek A, kereszimetszetére J felllletment! integralja az I

adja, igv

K Aramol

E I, =0 zart feliiletre (1.5-2a)
k

adédlk, vagyls Kirchhoff dramtérvénye. Misrészt o folytonessagl egyen-
letet a 2b dbra bérmelylk felilletére alkalmazva

s 0
C~ Tt (1.6-29)

adédlk, vagyis a kondenzdtoer dramdnak &3 to]ltésének kapcsolata,

I

1.6=2. &bra. & halézategyenletsk cloalliténa a Maxwell eqyenletekns]
Alkalmazzuk most a [1. Maxwell cpyenlethd]l kbvetkezd
3(; Edl = - 9%
dt
L

Indukeld Ldrvényt a 2e abran Jelllh zart ghirbére, Az ldealis vezebének

teklntett BsszekBtd vezetékekre és as idedlls tekercsre (o, d szakasz)
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= Jf¢ = 0, mig = t&bbi kétpdlusra vezessily be az

E
b Edl=U =R
J-E-:!1=UE. Edl =y, s : _
a b d .
jelBléseket. A forrasokra E = -E, (1.4-4. szakasz). Jelblle az
{ndukalt feszlltsépet
- X (1.6-31)
sy e [
Ezeket az Indukclé tirveny Integralis alak)iba helyettesitve
U5+UH+UC4UE=_UL_
Nullara redukalva &5 tetszdleges szamd kétpdlusra altalanositva
E U, =0 zért gérbe mentén, (1.B-32)
k

vagyls kiadédott Kirchhoff feszliltséghirvénye.

Az elektromomagneses térelmélet ppylk feladata ar ellenallésra U
gz I, a tekercsre ¥ &s I, a kendenzatorra ] ¢s U kapcselatanak fel-
tapdsa, vagyis linedrls esetben az R rezisztencia, az L Induktivitas
&5 a O kapacitas meghatarozasa,

1.7. HENANY EGYSZER( FELADAT HEGOLDASA
Egyszerd geometriajl elrendezdsek egelén reménylink lehot arra, hogy a
Maxwell egyenletek Integralls alakjabsl meg tudjuk hatarcznl az
elektromes wvagy = magneses teret. Ez nem gsak a fogalmak &5 =
térvények Jjobb megértését segitl eld, de bonyalultabb elrendezések
cramitéasahozr 1s adhat tampontob. A peldik egy rTésze a Flzika targybdl

mir lsmeri lehet.

1" 7-1. ELEKTROSZTATIEA ES STACIONARIUS ARAMLAS
1.7-1.1. A médszer elve és alkalmazdsa gimbszimmetrikus esetben
Az elekirosztatikus feladatek &5 a staclondrius dramlasl feladatok
analépak, igy célszerd egyltt tdrgyalni Sket. A szamitési médszert a
koncentrikus  gémbalakd  elekrodak  kizitti  erStéc szamitdsdval
illusztral juk,

Elektrosztabikus feladatnal legyvensk adottak az ldedlis vezetdnek
tekintett elektradak alak]a 65  téltése,  Lovabbd  ax  ldedllsnak
tekintett szigeteldk (dielekbrikumok) permittlvitdsa, Stacleondrius
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dramlasi foladatnsl legyensk adettak az idealis vezetdnek tekintett
elektrédak alakja és 4rara, tovabba a ressz  vezetSnek wvagy rossz
szigeteldnek tekintett kizegek konduktivitasa [1, abra},

Tételezzik fel, hogy kvalitativ megiontolédsok alapjin sikeril
olyan zart feliileteket taltlnunk, amelyek mentén a D elektromos elto-
léag, §11. a J aransirisés vagy 4llands, vagy a fellllel epgy A részén
allands, a fellilet LBbLY részén pedig nullanak teklnthebd, tovabba =
D, 111, a J vekter a felllletre merdleges. Ekkor a Gauss torvény, 111,
az aramsirdsdg és az aram kapcsolata a kivebkexd alakra epyarerdsidi k-

Q= § Ddkh=Dp4A, = I JdA = Jea, {1.7-1)
A A

mhol Q az A feliillet &ltal kiriilzart tdltés, ill. I az (eredS) aram.
Ennek alapjan D, 111. J kifejezhetd ar adotinak tekintett Q t8ltéssel
L11. T arammal. Az 1. 4brén vizolt elrendeséchen a gimbi sximmetria
miatt (a2 hozzéverzetés Altal ckozatt kis aszimmetriat elhanyagolva) a
koncentrikus gimbdk a megfeleld felliletek, fgy (1) alapian

9 _ g 1 I

Dr[r] il e ;W_E i Jr[t'-] i &—T;PT . (1.7-2)
AD=¢gE, 11}, a J=¢E dsszelflggés felhasznalasaval kifejezhetd az
elekiromos btérerdsség. Az 1. dbran vazelt elrendezésben

EJrJ:-E%jH:=;i§§ COEdn = Ly ;i;?. {1.7-3)
Ennek alapjin meghatarozhats BEY ry helyvekbord pontra vonatkoztatott

potencialfiggvény:

r
wlrl = J-DE d1 (1.7-4)
r
vagy két pont kéesdttd feszilltség:
X
U, = sz dl = plr,) - glr,) . bl Es5)
”1
Hivel elektrosztatikus #s staclonarius dramlasi térben E barmely zdrt
gérbe mentl integral Ja nulla, ezérl n potencial és a feszlltség nem
flpe az Integraclas BOrbatsl, ecsak n végponbok helyébal,
Az 1. dbran vazolt példaban valasszuk a vitglelen thAvoll pontot

nulla polenclalonak, A retencialnak a sugartsl wald flgpéese ekkor

=1

{de alis ¢ efe &

Fered s Fereda
& =1py ey
@, =& Tyoaed
e l'I:rt.'i- fofrr
SJ.{;g-fnfn' pernfdd
£ &
1'&"!-‘!?“ ilﬂlzﬁﬁ,’; \
Feredd Feiota
= ofy 4= i,
‘r'?z == Iz == F

3
-
[ ry Fi n
1.7=1., abra. Konconeikos Cémgibmbik kozotl kialakuld clekbromos Lér
= Q — _ 1
pir) = j E (r) dr = ]] 5 dr = Toer 111, ¢lr) T
I it (1.7-6)
r
A két eleklrdda kizdtti feszllliség
a i 1
—u = - o) = o (- —] ;
e P e AL i R me (T, T T,
1.1 4 ] (1.7-7)
Y135 A= [— = =1
A I‘1 T

Eredményeink akkor is érvényesek, ha a killsé giimb téltése Q, = -Q .,
ill, &rams I‘,:I z -1 Ilyenkor = killsd gémbsn kivill is van erdter.
Az cr‘-ﬁt’ér a két pimb kizitt megegyerlk azzal ar erftérrel,

amelyet a kizéppontban lévd 0 pontszerd tdltés, ill. 1 pontszerd Aram

hoz létre (helyettesits tdliés, 111 dram),

Cyakran nem az elekirodak Libbése, 111,
tiltésekkel, 111, I, [E

frama, hanem potenclal ja

az adoll. Ilyenkor lsmeretlen [l:I" QR'
Aramokkal végezzilk el a szémitast, felirjuk az elekirsdak potenci-

4l janak kifejezését és ax lgy el8dlls linearis egyenlebrendszertdl ki-
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fejezzik az ismeretlen tdltéseket, i1l1. aramokat. Példankban adott 1)

feszilltség esetén
Fol et o
1
r 2— b 1 L A V'F—E:—%—- u. {1.7-8)
2 1 e

Abban 2z egyszerd esetben, amikor csak két elektradanak wvan +0Q,
-0 t#ltese, i11. +I, -I drama, a t#bbi elektréda téltése, 111, &rama
nulla, akker a két elekirédda kSzbttl U fesziiltség meghatarozasival
kifejezhetd az elekirédapir C kapacitésa, 111, G konduktanciajs vagy

R = 1/C rezisztencid ja;
]

Q=4ne

C= T s il G = T - (1.7-3)
Peldankban (amelyikben csak két elektréda szerepel)
ry Ty r, ry
C=4mne ﬁ e 111. G = ‘; m T Crrre ) [1-?"10J
Sy e

Az altalancsabb esettel 2z 1.7-1.5. pontban foglakozunk.

A kvalitativ kép kialakitdsat megk@innyiti, ha felvdzoljuk az
erdvonalakat és az ekvipotenclialis feliileteket. Az erdvonalak (konkre—
tebban az E-, D-, 1ll. J-venalak) olyan iranyitobt girbék, amelyek
érintdje megadja az abrdzolt vektor irdnyat, sdrdségik pedig a vektar
nagysagaval arényos. A D-vopalak a pozltiv t&ltéseken erednek éz =
negativ télteseken wégzddnek, =& J-vonalak iranyat az aramirany
hatarcezza meg. Példankban az erdvonalak gimbszimmetrikus eloszlasuak,

radidlisan kifelé irdnyulnak (1. #bra). Az ekvipotencialis felilletek

menteén & potenclal 4llands. Az idedlls vezetdnek tekintett elektrddik
skvipotenciallis felliletek. Az erdvonalak az ekvipotenciélis felilletek-
re merdlegesek. Ha ugyanle E-nek wvan egy felillettel parhuzamos
fsszetevije, akkor a felilet mentén valtozik 2 potencidal. Példankban
az ckvipotencialis felilletek koncentrikus  gdmbdk, de ezeket nem
Abraroliuk. A Z.1-4, szekaszban exeken az elveken alapuléd srerkesziési
el jérast fopunk bemutatni.

Mind ax altalanos megfontolasskbal, mind a vizsgalt példabél
lathatd, hogy = megegyezd elrendezést elektrosziatikus és stacionarius
aramiasi feladatok matematikailag azonosak, Ha az egyik feladabot meg-
oldettuk, akker o betdcserével megkspiuk a masik feladat rmegolddsat
ls. Az analdg mennyisépek;

elektosztatika: a w u o D E i

stacionarius dramlés: 1 s | G RN i v S
A tovabbilakban elsdzorban az elektrosztatikus feladettal foglalkozunk.

L

Vizsgal juk =z elektromos
parhuzamos siklap alakd wazebd kizott, amelyeken +Q, 1l1. -0Q tdltés

helyerkedik =@ (22 #bral.
azok dintd tobbsége

1.7-1.2. Sikelektrédak kizdtti erstér

teret k&t nagyméretd, egyformz  alakd

A7 erfvoralskat felvézolwva lathaté, hogy
a két elektrdda kizttt helyezkedlk <1, ott
parhuzamosak s kiizelitéileg allandd sirdségiek (homogén erdtér]. Hz =
lemerek 4 tavolsaga Jjoval kisebb a lemezek A feliiletének kerssztirsnyt
méreteinél, akkor az erdvonalkep a Zb &hran lathatéval kizelitheid. A
Haospt™  killsd  tér glhanyagolasaval kapott ergvonalkép elvileg
helytelen, mert = b abran bejel@lt zért girbére E vopalmenti integ-

ral ja nem nulla.

i a

A
e R
+Q::; e gl . s
F48 2 e I ' " 1'5' | .
G e i
L e S
. d)

o

1.7=2, abra. Parhuzamos faplepezek kizdbt kialakulé slektiromas tér
A kizelits erdvonalkép alapjén O = O-A, ashol A az elektrodak egyik

oldalanak felilete. EbbSl kivetkezlk, hogy

Q g = 2 = - g 1.7-11]
EX[K‘J = % . plxd = r'adx = 'H(d ®) ., W E:."l.a L

*® y e
ahol £ az elekirddak kbzbiti kizeg permittivitdsa. A térerdsscg valilo

zAsEt = Po, = potencidlét a 24 abra muiztj. A sikkondenzater kapaci-

tisanak kizelitd kifejezese
o (1.7-12)
C = e

Ezek =z eredmények = homogén erdtérrel tdriend k#zelités alzpjan

megkaphaték skar & o = D (ahel &
bsl kilpndulva is. Ha ismert az Emax legnagyobb megengedett Eerer?sseg.
.4 legnapyobb megengedett fesziltseg k#nnyen

= /A, akar az U = E-d bsszefUgges-

akkor ar UI'-IBX = Err.a.:-c

szamithatso. .
A Za abra erdvonalképébdl lathato, hogy adotl Q esetén a homogen
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Lérrészben kisebb az erSvonalsdriség, mint amit a szért tér elhanyaps—
lasdval szamitottunk. Ezért D, E és U wvalésigos értéke valamivel
kisebb, C valdsdgos értéke nagyobb, mint a kzelitdleg szamitott.

Az erdtér akker ls szamithatéd, ha a sikelekbradik kiizbtt kétféle
szligeteld van, melyek elvalasztsd fellilete azr erdvonalakkal parhuzamos,

Ez a hosszlrdnyban pétegezett szlgeteld esete [(Ja abra), A szérd

erdtér elhanyngoldsaval az elektromos tér mindkét kizeghen homogén és

ugyanakkora (3b és 3d n
abral., Az le ™ E]. sth. egyszertbh Jeléléssel:

(1.7-13)
Az  elektromos eltolds &5 fgy a  felilleti téltéssliristg viszont
killdnbdzd:

nbizd o= gy Usa Ty F By Usd {3c dabral. A teljes tiltes

EA + g
)= 11 2}"12
oA, + = i
i™ ﬂz 2 o

Ebbsl lathatsé, hogy a kapaci = v
2y apacitas € = C, + C, alakban igy szamithats,

Uu=cu. (T =14

mint ket parhuzamosan kapesolt kondenzator kapacilisa. Fz a fizikad
kép alepjin ¢rthetd is. A maximdlis fesziiltséget a két kifzeg maximalis
térerdsségel kézlll a2 kisebbik zahbj :

szabja meg LIm = E x‘d alakban. Az

= = & ! H ax ITI
Altalinositas ketbdnédl tébb rétegre nem okoz nehézség:t

A 1 D Bt gk,
i 4 | L = ===
+8 I B B ;
ﬂ - L g =] 0 % | R
o |t o d %
| &
¢-U R et ) u” @l=g, (1)
A A Dy, 2 :
E.' :Ez f,‘ EZ E] > X
Ey > Ex d
@) -E.‘.\j o3 . dl)
1.7-3. Abra. PaArhuzamac fanlemezel KazALL e e e i

hossziranyi rétegezéds enetan

T
ekintsllk most a keresztirényban rétegezett szipetelés esetét

ik .
amikor n kétféle szlgelelfanyag elvalaszte felillete az erévonalakra

merdle ;
réleges (d4a abra), A Gouss Lirveny értelmében most az elekbromos
oltolas ugyanakkora a kel kzegben (4b Abra; D = [} sth, )
D, =p, = 2 o .
1 5 i (1,7=15)
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H Ml Lese 3]
57 ] Lo -

1\ il

i ﬁmi B
qfu :ﬁlll I: S
S b
A dy L.EJ:iL = I

4»; Ao ]D¢=Iﬁ =&

— 6". E: ] d’r dy
a ) b €} )
1.7=4. Abra. Pachuzams rémicmazek [-FL 144 klalakulo elektroms Ler

keresTh lranyd rétegeses mgctén

A Lérerdssépek ennek megfeleléen

D
e D_]' = _?— E. = _:2 = _Q...-
1 £y elh 2 rz ezh

pz elektrddak kizatti feszilltseag

U= Eld] + E_d T

22 £y
=} =
Lathaté, hogy o kapaciths c =c
kil sorosan kaj
alapjan érthetd ls. A mepengedett fesziltsépet

kizitl melylk a kisebb. Ha

Elﬁl.max s EEEK.max
{16) ¢s (17) alapjan E, = Ez,max 52/51 gg ezért
€2
= i g <
Umax - [ £ I;ll 7 dz] Ez,max Dok, Ez,max

Gyakorlatl szemponkbol

nincs légréteg, akkor Uwax = Ei.maxdl'
Jjelenléteben (e, = €4 d,
" - di E _ EE,max u
LK i p 2, max elrEl,max mAX

Mivel J& szigeteldanyagra a e L ma

megengedetbnek (amely Kb 10 kV/em) &s €, ? 1

shra & megengedett feszlliség lényegesci lec

4 kereszblranyl rélegercs gramitasa kettdoél

sem okoz nehézségel.
Az analog Aramlast feladatnal a megengedetl

5%

d d
1 2 1
d[?f+ ]Q‘c”'

weoll kondenzabtor eredd kapacltasa, ram b

ez a legrétegek veszélytre figyelmeztet.
mig dz yvastegsagl légréteg

[1.7-16}

{(1.7-17)

=C, + C;’ alopkban gy szdmolhatd, mint

p flzikal kép
ar szabla meg, hogy

pl. az utsbbl, akkor

’ _T=18)
€ El,max (1

Ha

4 dl} 2 mpximdlis foagilltsés

lig térerdsség sokszorosa a levepfire

erért a légres hata—

sikken.

tibb rétep eselén

feszilllseg kife jeztse




0,
Umax N ['E%_d1 ! dEJ Ea.max v &EEE, max e I:r"!F:l.er-_\vc ' (1. 7-19)
Epyenfesziilltség esetén ez az dsszefilgpés érvényes, kivéve, ha ar egyik
kbzeg tokéletes szigeteld. ldében pyorsan walbtozrs feszilltség eselén is
(1.1-G. szakasz) az elektresztatlkus kbzelitésben szamibott (18) adja
meg B megengedett feszilltséget!

A sikelekbrodik kdzdtt! erdtér szamitasa lényegesen bonyolul babhb,
ha az elektrédik nem egy lapes korong alap- és Feddlapjat alkot jak,
pl. ha kiilénbBzd méretlek vagy ha tavolsdguk nem nagyon kleslh.

1.7-1.3. Koaxi&lls hengeres elekirddak kbzitti ergtér

A& koaxlalis kirhenger alakd elektrédik kézatti elektromos teret
mindjart keresztiranyban rétegerett szigetelés esebére targyal juk (5a
&bral. Arra az esetre szoritkozunk, amikor o hengerek 1 hossza jéval
nagyebb a kilsd sugdrnal. A szélektsl eliekintve a toltés eloszléasa
ekkor egyenletesnsk  tekinthetd ez a qg = 1 wvonalmenti t8ltés-
slrdseggel jellemezhetd. A hengeres szipmelrishsl nyllvanvald, hogy az
erdvonalak radléalisak és barmely r sugard hengerfellleten o térerdsseég
Allandd negysagd.  Alkalmazzuk a Gaoss térvényt epy | hosszisagd és r
sugard hengerfellletre, Mivel az erdvenalak as alap- és a leddlappal
phrhuzamosak, ezért kapjuk, hopy

DrfP]rE rmle=qg-l

Ez az dsszefllggés és minden beléle a Lovabbiakban szarmaztatott
kiivetkeztetds a hengerek seélénsl nem ervinyes, Az crdlér ugyanolyan a

ket henger kézdtt, mint ha a tengelvben eRy vonalszerd toltés lenne.

1.7-5. Abra,
Foaxlalle henqgeren clakieadak kozotls alektropos Ler

keroszllrdnyban Fékegazell azigokeldn agetan

al)

Az elektromoes térerdsség a ket kizegben

e ML Lo L4
Zue. ' £y £ L B

Ertr‘.l = ql {1.7-20}
?ﬁazgr f r‘2 S ros ra .
A lesziiltség a két hengeres elektroda kizitt
.
3 r r
i q 1 2 | 3 ]
U= J Ef)dr= = [|—lo=— * — ln—| . (1.7=-21)
r 2 £ r1 £, Ty
T
Az Uﬁan megengedett feszilltséget az szabla meg, hogy tlrlEl,max s
isebb, . Lébbi,
EEPEEE,maK kizlil melylk a kise Ha pl. az utébbi, akker ennsk
= i hetd, i 11-bél
alapjan - EHEEFEEE,max kifejex majd [21) i A

e o
Umax = _E;-ln?:;- + 1n ?;—] ry Ez,max, ha 15:21"2E:2=m:,c £ slrlEi. ;

Homogén szigetelés esstén eredményelnk egyszeristdnek [ra 5 Py

helysttesitéssel és g, = & Jeléléssel):

r
_ q 2 - a _ _ 2nel 7-
u = L ln?l:__ , C U ]_'—]_n(:~2/r1 ; [(1,7=23}
U 1 . E = M
Eri]‘j = W?Tﬁ_ b I"t LA PE H Eh‘bB.‘.( ™ l."'] I]’!Ef'?/.l"',lj

Sealafértékarani tassal belibhats, hopy adott U és rg caetén Emux akkaor
minimalls, ha rl = vzfc . Adott Emux esebtén ekkor a legnagyobb umax :
Eredményeink koaxialls kabel szlgeteles! rezlsztencid janak szami-

téséra £ - o, C + G = /B betdcserével alkalmazhaldk,

1.7-1.4. Parhuzamos hengeres elektrédéak kizitti erftér

Tekintslnk egy © permiltivitdsg szlgeteldben léwvd, végbalenil hosszu-
nak tekinthetd, ¢ wonalmenti t@ltésslriséggel bird kirhenger alaka
elektradat (6. abra). & térertsseg radialis és [20) értelmében

9 r

M . I.7=24
21“]___1<r~:n:- [1.7=24)

Erfr] =

A potencialflggvény g(rﬂl = (0 valasztassal

r r

4] L] q ” T
IF":.I"] - I L.T‘(r} dr = J —zﬁr-: dr = _z-flT-I;'.._lnF_ i I",l 27X @,
L3 i (1,7-25)
Az, r. megvalaszthaté , pl. a Bb &brén r, = dr, . HMivel a potencial

]
nulla pontjinak nincs Jelentdsége, szokisos az r, = 1 valaszbtas (pl.

Ly =1 m), lgy a potencialfiggvényt tdbbnylre

a1




Dl
2

r
P e |
=

¥

&)

Q)
1.7-8. dlira, Hengeres veraln srdtore, AT erdBEd genek #5 potanc 14l |anak

valtazdsa

q 1
plr) = gl i PRSIt (1.7=26)

alakinak tekint jik. A Teszllltség, vagyis a potenclalkillénbség kifejo=
sindben ro amigy sem szerepel, ezért értéke kSzimbis. A magaban Alld
taltdtt  wéglelen hosszd  henger nagyen abszirakt modell,  do Jinl
hasznalhald Ldbb parhuzamos henger terének szamilasakor.

Tekintsiink most két, kirhensger alaka, végtelen hosszinak tekint-
hetd elekirddat, amelyek Lengelye pérhuzamos, sugaruk kicsi a tavolsa-

gukhoz képest, wvonalmenti téltéssdriséglk +q, 111, -g (Ta abra). A
létrehozolt potencldlfigavény (26) felhasznalasaval
L | i
q:-+{t"+] = ln?+-- v Ty AT, <
.
g (r ) e in F Py €T, £ (1.7-27)

A Tb dbran feltintetiik a két potencialfiggvényt, valamint eredd jiiket,
&g = g+ ¢ flggvényl a kézéppontokat Hsszekiitd copyvenes  mentén,
Amint 14t juk, az eredd potencldlflggvény nem helyes, mert nem allands
a hengerek bolsejében, Ha azenban " ts ry
clalvaltozas elbanyapgolhaté (a hibabecslést 1. alabbl, A potencial-

cleg kiesl, akkor ¢ poten-

flgegveny tehal kizelildleg

Gl

e R T

— e -t
b} P 0 ra —_— X -1y
1.7=7, abra, Parhuzamas hwengaren alekbradal kozdLt ] eloklromes Lar
ktzel L4 mzamltasa
r
| - (1.7-28)
r) = —Iln— ; 1, €71 r, <r_ . e
plr] s i By P =

A feszilltség a két elekirdda kdzbtt [r_=4d, r =71 , tll. r_ =71, .,
e helystiesitéssel]

I dz
. : (1.7-28)

= n
. 2ns n r! 2ns 2neE :l"‘lr‘2

A kapacitias kifejezése ebbdl

cs Zm {1.7-30
lnld frlr‘z]
A legnagyebb térerfisségek a hengerek felilletén lépnek fel:
_ o q ! 1 e, . 3 ] (1.7-21)
E| = e [_r-'l' " d=r,) Ey ® Zne Ty * &-r, )’

ahol g/2rc a (29) alaplan kifejezhets az U fesziltségpel.
Ad junk becslést az elkévetett hibara. Legyen az egyszerisdg ked-

Witk 0y & Ty ® r‘D . Fkkor a potencialkiilinbség a masik henger
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palast ja &8 tengelye kizdtt
q d r
Zne " a=r =
Ennek viszonya a két elektrdéda kiizbttl fesziiltséghez a relativ hiba;
ottt | Y

U 2 ]nfd/EaT
Ha PD/d < 1720 , akker h < 1 ¥ . Eredményeink felhasznalhaték kebbés-

a "o

d - - = L e T e s S
I'pr{ T‘II:I:I wld) 2ne In l—rrﬂ/dj ¥ Eme 4

p ld=r
hl:..+_

vezebék terének &z kapacitastnak széamitisara,

1.7-1.5, Részkapacitdsok és részkonduktancidak
Eddig eolyan feladatokkal feglalkeztunk, amelyeknél ket elektrdda
szerepelt, amelyek &sszes tdltése wvagy arama nulla., A legfontosabb
eredmény az elrendezés kapacltésa vagy konduktancléja, Az 4ltalancsabb
feladatok targyalass eldtl ezek fogalml Altaldnosildsare van szilkség.
A tovabblakban feltételeszzik, hogy a permittivitas és 2 konduktivitas
a tererdsséghdl figgetlen, de a helytdl figghet.

Tekintsilk & #a abrat, amelyen bérom elektrdda és5 a nulla potenci-
alu elektréda, a "féld" lathatd, Az elekbrddik potencial jab  jeldl e

v]. wE' e Liltésiiket Jeldl e Ql' Qp, ....Qn. Az Hsszes Lélbés
nulla, ezért a FEld téltése Qﬁ = —{Ql 4 Q? + ... +0), Epyes felada-
# I

toknal o végtelen Jatssza o fHld szerepét. A foldelt elekirdda 4ltala-
ban nem sik fellilet.

@y =iz 19,44 J1G -0, )60 @

@a
a)
1.7-0. Abra. Harom elekirada éa réaszkapac Itagal
Mivel a permitbtivitas a Lérerdsségtdl flgpellen, czért a feladab
lincaris.  Barmelyik  eleklroda potenclal Jo kifejezheld oz egves

tiltések Altal létrehozott éu wvelilk aranyes részpolencialok szuperpo-
zicld jaként, A Py potenclal-egyitthatok bevezetasdvel:

B4

1]
H = Al : (1.7-32)
#y - E Pig ﬂk ; i 1, 2, n

k=1
Az 1.8-1, szakaszban fgazolnl fogjuk, hogy Pie = Pry {reclprocitas),
Epyszerd elrendezésekre a potenclél-egylitthatok kitzvetlenlll meghata-
rozhatek (1. =a kivetkezd pontot)

old juk meg o (32) |ipearls egyenletrendszert a thltésekre:

n
. ST W (17-33)
o = fep i e

k=1
A Cramer szabalybsl s kivetkezik, hogy mivel pik = Pyy ezért &rvé-

= bb oldaldt a kivetkezd médon:
nyes €y, = g is. Alaklitsuk at [33) jobb olda

rn n n
0y = ke Ve bep 1S bocop toy - 00 * Lo
k=1 k=1 k=1
b1
Vezesslk be a kbvetkezs jeldléseket: Cp, = —€,. . Cy5 = E B A
k=1
taltes kifejezése exzek uban
i i 1528 n
= = . H w15 g i
Q =} Cyy Loy~ 9 ¥ Gy ¥y
k=1 - ; (1.7-34)
Cix ® By :

Ez u Bb abran lathatd mbdon ugy értelmezheld,  hogy oz {-pdlk &5 o

k-adik elektréda kizé egy Cik kapacltasa kondenzitor van kaposolva,
= B & fild

amelynek téltésc Cik[wi-wk} = Cik Uik , az l-edlk elektroda &5 ?

kizé egy C'O kapacitast kondenzater van kapesolva, amelynek toéltése

i
o A Q. tdltés az i-edik elektrddahoz kapocsolods kondens
i i

Cio% = Y1010 - pn o
zator lemezek téltésénsk dsszege. A [34)-ben gzerepld C mennylisége

részkapacitasck, éspedig Cik ar i-edlk és ke-adik elektrdda kdzortl

fékapacitis, CiD ar i-edik elektrioda fﬁldkaggﬁlt&sa.

o
Tekintsilk azt az esetet, amikor n = 2, Bavid szamoléssal adsdik: i

Fig o ERTIBE P Piz
Cia= T * “10° B R e e
2 (1.7-35)
DBpyPae ™ Frz-
- B : !_
Tekintsik most az ne esetel, amikor QI = J, 1.'.|2 = ={], a t&bb
elekiroda pedig téltetlen, Ekker (32} a kibvetkezd alakot &ltl:
- - ) - 10, e, = (po, = Pagtl .
Py =kp Pt ¥p = Py = Py 3 a1 - Paz
1 . ' . (1.7=36]]
|
|
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Az 1. &3 8 2, elektrdda ekkor wondenzatort alkot, amelynek kapacilas:a

Q 1
C= = 5 (1.7-3T)
¥S ¥ 7 P Tk S
Ennek kifelezése a részkapacltasckkal nehezen Attekinthetd, Ha azonban
cank két elektréda van, akkor (35) felhaszpalasaval kdnnyen belathatd,
hogy € = CI? + {ClnxCpU], aml o szemlélet alaplan helyes ercdmény.
Analég médon értelmezhetdk n szamd elektroda esetén az
n
G e R S R LR

kml (1.7=-33)

egyenletben szerepld le = Gki részkonduktancidk.

1.7-1.6. Tiikrdzés sik feldleten

Tekintsik a 9a abran vAzolt kévetkezd feladatot. A teret egy sik ket
részre oszbja: az egylk oldaléan £y masik oldalan £, permittivitasa
ktizeg helyezkedlk el. Az 1. térrészben egy, =2z elvalaszte felillettel
parhuzamos tengelyd, wvégtelen hosszinak tekinthetd klssugaru [l'.J « hl
hengeres elekirdda vagy kissugard gimbalakd elekbrida helyezkedik el.
Az elektréde potenclal ja vagy tdltése adobt.

@ o=l &) fiik
h R r

2 = & & £

& " & =3

2 7 ey E

k1
a) b o}

1.7=9, abra. Ponbezari wagy wenalszerd Lalbés stk natarfelalebla
inhomagén kidzegben

Igazolni fogjuk, hogy az 1. kSregben az erdtér ugy szamithats,

mintha az eredetl téltésen kivil Jelen lenne a tikirképébe helyezett
~k:0 nagységn téltés is [a permittlivitids mindeniitt E]]. a 2. kozegben
az erftér Ogpy szamithats, mintha az eredetl t#ltés helyén (1+k)-Q
nagysagy tdltés helyezkedne el (a permittivitds mindeniith L‘2], ahol

(1.7=39)

Eredménylink Q « I, € + ¢ bellicserével vonalszerd, 111. pontszerd aram=

66

forras esetén is alkalmazhats., A k = 1 . ha E, + m vagy o, = @ (a 2,
kizeg ldedlls vezetd) &s k = -1, ha e 0 (a 2. kizeg ldedllis szige-
tels, nz 1, kizeg rossz szigetelsd), Ezek a specialls esetek szimmetria
megfontolasokkal kizvetlenlll belathatdk.

Mivel az elektrédak erdtere klelégit! a Mawwell egyenletekeb, csak

azt kell belAtnunk, hogy o folytonosségl feltételek ki vannak elégitve.

A térerdsség tangenclalls, 111. az elektromos eltolds normalls Ossze-

tevije a hatarfellleten hengeres elektrdda esetén a 3b abra alapjan

E & E" = g CO5 & k q cos « EY = [I+k] g cos a«
TR et | | e e e 1
3 t 2 m eir 2m £y r t 2 n cz r
. i g sin e k q=in o e - Litk] g sin =&
Dn ol Dn Tl 2 nr : Dn Znr

A D folytonossédga biztositett, az E, folytonossaga pedig skkor, ha
e

£ €5

aml éppen a [(38)-re vezet. Eissugara giebik esetén ez ecsak annyiban

madosul, hogy g/2r helyére Qf4r2 trands, A (39) eredmény valtozatlanul

ErVENYes.
Példaként hatdrozzuk meg kKét parhuzamos hengeres elektrida rész-

kapaclidsalt, Az elrendezés a 10a Abran, a blUkrdzétt toltések a 10b
Abran lathaték, amelyen

o=y d2 + {hl*h2]2 i b=y dz + {hz—hl}z ' (1.7-40)

N ‘u'l I ét-'f',_ =l
9 2, h
j_"{
7 T
Lo ¢ dedils

perett

3

a)

1.7=10. abra. ik rilddel par huz amo kebbdnvezretak elektramas Lerénsk

szamitaca Lukrozdancl

Az 1. elektréda potencial o négy részpotenclal Usszege:

9 1 1 9 1 1
e ‘“Wl] g _::E[“‘b— 1“—a"]

Gy




Hazonléd U, kifejezése is. Ebbf8l kiolvashatek a potenclial-egyiitthatok:

2
2n zh
st Al gt | s Bl &
Pig = Twer 1" Fes ! bl T Pro: =S lo g
(1.7-41)

A [(35) felhssznalasaval némi szémoldssal kapjuk a részkapacitasok
kivetkezd kKifelezését:

i Eh?b Eh]b
Elaie CoR T BINE 1o S o Sar b P20, § e meee
. 2nel =
ot e 2h, 7 - (1:7-42
1 a
In = -1n - [ln-E-]
o o
Mivel ru 4 ]11 . hz. a, b, ezért Altalaban Cll:l . CEU = CIE . Az elren-
dezés kapacltasa (37) értelmében
c L (1.7-43)

ln[@ﬂi]

1]

Ha h1 = }-..2 = f &5 h + =, akker 2 (30) szerintl kapacltas adédik,
Vizsgal juk mest = 1la Abran vazolt elrendezést: egy ldedlis

vezetdnek teklnthetd gombalakd elektrdda h mélysépben a o konduktivi-

tasn kbzegbe wvan silllyesztve (fdldeld elektrdda a talalban). Az

elektrodiba beveretett és onnan elfelyd Adram I . Hatdrozzuk meg az

elektrodinak a vépbtelenhez viszonyitobt U potenclal Jat, tovabba a fold

felszinén a P, és F, pontok kibzitt fellépd Ug feszliltséget (az dn.

lépesfeszlltsép, amely egy ember két laba kizttt fellép; s = 75 em).

=0
“e‘-'ru.g:')
5
S
h g
_@g;m
=1l (fém)
a) b}

1. 7-11, Abra, Fildsld gomb eraterdnck szamitasa bokedzdszsel
A helyettesitd Aramrendszer a 11b Abréan lathatéd, Elhanyagolva a
hozzavezelések okozta aszimmetrldt és feltételezve, hogy r. ¢« h , a

4]
potencialflgevény a P pontban (6) felhasznalasaval

&3

(r) & sulinispeasil
plr)l = et T Emern

A gbmb potenclalja r' = r, r" = 2h helyettesitéssel adédik:

o* o
1 0
i Tﬁ?;“[‘ * ﬁ]
0
A keresett lépésfeszlltség [r; = r"]' = h, r; = r;_._', = hz*ﬂz ):
1 h
¥g dneh [1 5 _;] '
¥ h™+s
véges értékének hatédsat a hibara hasonld médon becsiilhet jiik,
< 0,10 .

(1.7-44)

Az T
mint az 1.7-1.3. pontban. A relativ hiba 1¥-nal kisebb, ha rg

A sikon valé tikréizés modszere alkalmazhatéd olyan esetekben is,
amikor a nulla potencidla felilletek # = m/n sziget bezard sikok (n=1,
2, 3, ...). Az n = 1 esetet az elfzfkben vizsgaltuk. Az n = 2 eget &
12. 4bréan lathatd egy henger vagy gomb alakd elektréda esetére. A
gzimmetriabol kivetkezik, hogy a 12b Abrén Jjeldlt ket sik nulla poten-
ciflu, tehdit & négy téltés egylittes tere kielégiti a peremfeltételt,
ha r, « a, b . Az Olvasdéra bizzuk az elektrdda potenclal janak
kife jezését tdltésének Ismeretében. Hem Jelent elvl nehézséget két

vagy t#bb hengeres vagy gimb alakd elekiroda figyelembe viétele sem.

Fa | 2
1 Fen el o
gl < | b
I
A _a—-—-jl_— e
a tdedlis | b
Verekd
il el
f ¢ ¥ -Q
a) : | k)

1.7=12. abra. Tukrizéas sarok alakd vezetd feliletén

Javasol juk a helyettesitd téltések meghatarezdsit ¢ = n/3 esetén.
Arra kell (gyelnl, hogy a thltéseket nem csak az eredetl félsikokon,
hanem meghosszabbitdsukon Is tikr8zni kell, amint ez a 12b Abran is
ldthaté. Ha ¢ = m/n, akkor minden valédl tdltéshez n-1 tlkrdzdtt tél-
tés tartozlk. Ha n nem egész szam, akkor a feladat nem oldhatsds meg
Likrizéssel, mert a vizsgalt térrészben is megjelennek flktiv Liltések,

()




A tikrdzés modszere fltalanosithatéd henger s gimb alaka hatar-
feliiletre 1=, de ezt nem targyal juk. Meglegyezzik azonban, hogy mig
két pArhuramos tengelyl ¢s tetszdleges sugard hengeres elektréda tere
szamlithatdé két wvonalszerd toltés tereként, két pimb alakyd elektroda

tere nem szamithatd két pontszerd tdltés tereként

1.7=2. STACIONARIUS ES SZTATIKUS MAGNESES TER

1.7-2.1. A midszer elve

Ebben a szakaszban bemutal juk néhény egyszerd migneses feladat megol -
daszat. Gyakerlatl fentossaga miatt kitérink néhiany egyszerd nemlinea-
ris probléma targyalasara is,

4 staclonarius magneses tér szémitdsandl adottnak tekintjik az
aramsiriseg eloszlasal. Tobbnyire kis keresrimetszetd vezetekben folyd
aramrél van szd, amelynek az eloszlédsa egyenletesnek tekintheté, s&t a
vezetdt rendszerint vonalszerdként kezelhet jik.

Tételezzlk fel, hogy kvalitativ megfontolédsck alapjan sikeril
olyan zart girbéket talalnunk, amelyek mentén a H mapgneses térerissag
érintdleges &5 napgysdga dllandd (vagy a girbe egy 1 részén allands,
tébbl részén pedig elhanyagolhatd). Ekkor a gerjesztési thrvény a
kévetkezd alakra epyszerdsidlk

§ Hdl = Hl=1, {1.7-45)

1
ahol 1 a girbe altal kirdlzart adram, EbbSl H kifejezhetd az arammal, A
permeabllitas lsmereteben szdmithaléd a B magneses Indukels, majd vala-
mely felilet & Fluwusa, (11, egy vezetd altal kiriilzéart ¥ fluxus, Ha =
permeabllitids a térerdsségbsl flggetlen, akkor a feladakb linedris, igy
minden fluxus kifejezhetd ar &ramok linedrkombinaciéjaként, ahol az
egylitthatsk 2z Sninduklivitésok €5 a kilesbnds induktlivitdsck:

n
¥ = E Lppiipte L sl (1.7-46)
k=1

A fluxusok szamitdsaval |lymédon meghatarozhaték az induktivitasok.
Epyes feladatok akkor iz megoldhatdk, ha & mapgneses térerdsség
érintdleges és csak szakaszonként &llands. Ekkor a gerjesztés] Ldrvény

o o1 =1 (1.7-47)
K

alakot Bltl. A [luxusmegmaradas tirvénye alaplan kell a H  térerdssé-

k
gek kapcsolatira beszefigeésekel Lalalnunk

)

1.7-2.2. Koaxidlis kdbel mdgneses ters

Tekintsik a 13, &brén lathatd koaxi#élis kédbelt, amelynek erében, 111.
kipenyeben [ Aram folylk az egylk, 111. & maslk lranyban egyenletes
eloszlasban., A henegerszimmetria mlatt a magneses erfvonalak kdrdk., A
szigeteldanyag permeablllitdsa My, Bz érd, 111, a kipenyé My L Bl M,
Lébbnylire Hrl = HFZ =

il -(—--I

' W S Al e iR 5
AR et R R . ¥
AL feiky el il q r;
e . a v Tr,.
__'._.,_I._';..__...___.

R T e A L L ﬁf*

AR RE&I R AR

X A A x A A moK X B ‘“Pﬁ.

H i rE R e

P e s el By Y

1.7-13. Abra. Eoaxlalls kabelben klalakuld migneses Lér szamitasa
A gerjesztésl tdrvényt egy r sugard erdvonalra alkalmazva és a

kirilfogelt dramot az allandénak tekintett aramsdrdségeel kifejezve

[I/r?n}~rzn i 0srsr
Hir) 2rmn = I ¥ r = r = r :
1 3.3 : =
I [rzhrzjn{r urzlm i rp3rsr,
4 2
Ebbd]l a magneses térerdsség nagysaga
5 0= rli r
Enri
Hir) =
i 1 . ry = o= ry .
2nr
o
I ——E———;——
i : E : (1.7-a8)
En[rg-r:}r b e et N
Az ry o ar r, helyen a magneses térerdsség - amely a hatarfelilettel

parhuzamos - folytonos.

L

Az &r és a kipeny ]| hosszdsagd szakasza Altal kéridlzart fluxus
T : \ r,
= i T m I FrAY. i I 1.7=-493)
b IHdAn Mg Z 1 dr Ian“lnr!HLK[ £ )
A r

1
Az Aram szorzdténvezd e a kibel un, killsd ﬁnlnduktivit&sa._amely nem

veszl flgyelembe a vezebdkin belil]l kilalakuld migneses teret., Utdbblhoz

tartozd dn. belsd dninduktivitasokat nem 1s lehet a [luxusokkal megha-
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tarozni, mert ezt a fluxust nem veszl kiéridl az egész Aram. A belsé &n-

induktivitisokat a mapgneses energla segitségével felezhet jik ki:
1 2 | B 1 2 1
il = e, e = dy . 1.7-580
L IEM av ELszli‘[-ész ( )
¥

v
1 2
Az LK klilsd &Sninduktlvitds 1s szémithatd az energlabdl, de erre egy-

gzerdbb (49) alkalmazdasa, Az (50) é5 a (48) alapjan némi szdmoldssal

9
i3 1 i 1 1 1. 3=a S
2Vl e U O~ Saile-2r i ooy Sk Pt el
adodik, ahol o = rzfrj <1 . A teljes tnindukblvitas
= X 17_
L LK + LHI + LBE (1 521
Ha egylk vezetld sem ferramﬁgpeses, aml a btipikus eset, akkor
r r
L=”u“;?[1“r—a*%’“%‘l—z]= X
1 (1= 2(1-a") 3
(1.7-53)

A masodlik és a harmadik tag 4ltal leirt belsd Sninduktivitas tébbnyire
Jéval kisebk a kiillsénél. A 4.2-4. szakaszban létni fogjuk, hogy
valtakozd dram esetén LB értéke az itt szamitottnal kisebb, azért
gyvakran csak a killsd oninduktlvitést wvesszlk flgyelembe. Ha példaul

™ /rI = 4 &5 PQKPP = 1,25 , akker egyenaramon LK = (0,81 L .

2
1.7-2.3. Kettdavereték mignepem tere

Tekintsilk a 14. Abran lathato ketbdsvezelékel. Barmelylk dram altal
létrehozott migneses Lérepdsség a vezetéhen kivil (48) értelmében

' SN : L
H'(r) = S A (1. 7=54)
Az 1 hossszdsagld szakasz {luxusa
= : ; d-rg
o= IHDF 1 dr = I-unﬁln r‘D ’ [1.7-55)
o
r
= ok
y O R R, TR, o YO e R e e
BoA AL K A X A A K oA ——wmH
o, S (S TR S i Y S d g
AR A A g A A A kR A — T —
A RmOA A OM A A M A s Fa ,-—.f-_\\._
-
55 Fa— i s 7O\
- i ;

1.7=14. abra. A kettosvezetok sltal [etrehozolt mégnescs tér szam)btasa

T2

Az irdnyckat flgyelembe wveéve lathatd, hogy & teljes Ffluxus 2¢'. &
kettdovezeték tel jes killsd induktivitdsa tehat

d-r
A P e S (1.7-56)
0O m rEI'

Ha o % T akkor a vezetfikén belll a mislk dram Altal létrehozott mig-

ot

neses tér elhanyagolhotd, igy a belsd lnduktivitdsra az (51) szerinti
L elfogadhatd, A teljes Indukbtlvitds tehat

B1 "
Ll +2L =g L Infl ol W O {1.7=587)
K E 0om o 4 > 0 : &
Ha p_ = 1 , akker a masodlk tapg tobbnylre elhanyagolhatd.
-

A 15, 4bréan két parhuzamos kettdsvezeték metszete lathats. A
kélegtnds induktivitds meghetdarozasahoz pl. azt & fluxust kell
ismerniink, amely az I, jeld 4drampdr hatéséra a 2. hurck altal kifeszi-
tett feliileten fellép, Ez nehezebb feladat az eldzdnél, mert az erd-
vonalak nem merélegesek a felliletre. Mivel azonban a bal oldall I1
aramhoz tartozd erfvonalak kirdk, ezért az altala létrehozott fluwus
megegyezik az Abran szaggatobtt vopallal rajzelt felitlet f{luxusaval,

amely az elfzd szémitds értelmében (ha Ly Py & aik}

1 L
i Ee i e e R .T=5
‘1'21 Il J.IU-EE In 5-1.[ [I -JE:'

Ertelem szerint szamithatd a mislk dram 4dltal létrehozott fluxus 1s.

Ezek tssreadddnak, ezérht az eredd kilcsbnis Indukblvitas

1.7=15. abra. Parhuzamse kettésvazeldkek kolcsdnbs induktlvitaganak
sranitasa
B H
L L {1.7-58)

FF—
21 0 2n B4

z £ 7 = = 0, is ekkor
Ebbdl kiivetkezllk, hogy ha 312&21 “]ln22' akkar LEJ vagyls ¢

n két vezetékpar kiizbtt nlocs Induktiv csateolas. A feltétel blztosan
k1 wvan elégitve, ha a két vezetékpir sikla egymbsra merdleges é&s
legalabb az egylk sik a masiknak szimmetrlasik)a.
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1.7-2.4. Teroidek és szolenoidok

Vizsgal junk egy egyenletesen és sfrin tekerecselt toroidot (gyird alakid
tekercset). A 1B, Abrén ar dttekinthetdsépg kedvéért ritka tekercselest
rajzeltunk, A tényleges klvitelnél a meneteket csak a szigetelés
valaszt ja el és3 szorosan felfekszenck a csévetestre. A tekercselés

tibbrétegd 1s lehet. A teljes menotszamot Jeldlje M.

" £ F a
55
i )
R r
1
EiE"MJAEQE
-ih.

1.7-16, Gyord alakd tekerca (torold) &3 a2 erdvonalak
A forgasl szimmetriabsdl kvetkezik, hogy az erdvonalak kérdk, A
perjesztés] Lirvényt epy erdvonalra alkalmazva, a kirilzart dram H-1,

lgy o migneses Lérerdsség kifejezésc

NI
Hir) = S @ tekercs belsejében . (1.7-80)

A tekercsen kivill a térerdsség nullanak tekinthets.
A keresztmetszet fluxusa kizelitdleg dgy hatdrozhatd meg, hogy az

R kﬁzepes_sugaron fellépd mégneses indukeldt megszerozzuk = kereszt-

meiszet & teriiletéval:
NI

&= HR) A= p-iiﬁ—h 2 (1.7-61)

Mivel minden menet fluxusa &, ezért a tekercs tel jes fluxusa ¢ = N-¢,

lgy L = %1 Sninduktivitasa

2
A
L= zﬂﬁ"— P (1.7-61)

ahol o oa csévetest (nem a vezeték!) permeabllitdsa., A belsd indukti-
vitdast e¢lhanyagol tuk.

Egyazerd kereszimetszebekre a fluxus pontosan s széamithatd.

Példaul a 16, abran lathats teglalap kereszimetszet esebén

g

R+(a/2) c
] LJ‘ZH% b dr = %b In H_'Em]— . {1.?“6-.‘”'

0

1
Ennek alaplan megbecsUlbet jilk a (62) kbzelités hibdJat:

R+las2) 1+ ufzﬂ_ s _a | ) 3
bloyreay "ttt —emr "2 l2x * Flzg? * .o

Egytagl kzelitésben b-a/R = A/R adbdlk, vegyls a (B3)-bo1 a (B1), A
{62] relativ hibaja 1%-npal kisebb, ha asR < 0,34 .

A torold szamitédsa akkor is elvégezhetd, ha a csévetest anyaga az
ertvenalakkal parhuzamosan (hessziranyban) vagy azokra merdlegesen
{keresztiranyban) rétegezve van.

Hossziramyd rétegezés esetén a magneses térerdsség (60) kifeje-
zége valtozatlen marad. & fluxus szamitésénil kell figyelembe venniink,
hogy & magneses indukcié a kereszimetszet egylk részében HIH[r]. rAasik
részében pH(r). Elsé kbzelltésben (61) ‘65 (B2) elfogadhatéd, ha peh
helyére a u1ﬂ1 + “2“2 mennyiséget i juk.

Eeresztiranyi rétegesés esetén rendszerint egy nagypermeabllitasag
vasmegban lév8 rivid légrésré] van széd., Ilyenkor a Lekercselésnek nem
kell egyenletesnek és sOrinek lennle. Az erfvonalak kizepes hosszat
Jeldl je I1 = | = 2nR, ill. l2 =& ¢ 1. A kereszimelszel fluxusa és gy
barmelyik r sugart erévonal mentén a B indukeléd ugyanakkora a két
kizegben. (Utobbi allitds abbél 1s kivetkezlk, hogy az Indukclionak a
kereszimetszetre csak meréleges Ssszetevd]e van, amelylk folytonos. ) A

térerdsségek viszont kiilonbizdek a két kizeghen., A gerjeszbésl tirveny

értelmében
B e
Hy Hy
Ebbil B kifejezhetd és L = ¥/1 szamithatd . Az gninduktivitas
2
L = e (1.7-64)
Yo 5+ 1/n

Tobbnyire ]/pp sokkal kisebb mint & . Ha a légrés nem sokkal kisebb a
keresztiranyd méreteknél, akkor a (64) hibaja jelentékeny lehet.
Hetarezzuk meg két szorgsan bekercselt torold kilestinds 1nduktl-

vitdsat., A kills8 tekercsben folyo I? aram hatésdra H(r) = N:%I sanr

térerdsség keletkezik a Lekercsek belsejében. A belst Lekercs cgy

menelének fluxusa  kizelildleg p HLRI} A a Leljes fluxus ennek




N,=-szerese. A kilcsinds Induktivitas L12 = WIZ/IE’ vagyls

1
H N_A
17271
LIEHFW 1 ﬁ-] <J'l2.- (1, 7=-65)
A két torold dninduktivitisa (B2) értelmében pl. L1 = pNTﬂI/EHH] |

k caatolds! tényvezd

2 2 R
k“‘/-::—'f— = :21 et (1.7-66)
172 1%

Ha a tekercseket szorosan egymisra coével )ik, akker n] N HZ' ﬁl S 52,
ég ekkor k = 1, vagyle a csatolds sroros.

Vizsgal Junk most egy egyenletesen és sdrin tekercselt szolencidot
{egyenes tekercset). A 17. 4bran felrajzeltuk a kvalitativ erdvonal-
képet. Az attekinthetdsép kedvéért a meneteket nem rajzoltuk strfn.

1.7-17. 4bra. Equenss tekerca (mzolenold] da migneses erdvonalal

A migneses teret a gerjeszbésl térveny alapjan csak nagvoen durva
kbzelitésben tudjuk szémelnl. Mivel a tekercsen beliil az erdvonnlak
slrdsége Jéval nagyobb mint kivil, ezdrt tekintsik az erfteret bellil
homogennak, kivil elbanyagolhatéan klesinek. Fbben a kiizelitésben a
migneses térerdsség integralja a Hel szorzattal kizelithetd, és igy

H = -E%— & hosszi tekercs belsejében . (1.7-87)
Késébb (2.2-2.3. pont) latni Fogjuk, hogy a tekeres végeingl a tér—
erdsség még hosszo tekercs esetén is csak fele cnnek ez értéknek. A
fenti kiizelitést =lfopadva, egy menet fluxusa 4 = “D H 4, 2 teljes
fluxus kiizelitdleg ¥ = N :. A szolenold Gnindukbivitasa kilzelitdleg

N A
L= “Ul_ . {I.T—ng

Megfontoldsalnkbal kévetkezik hogy L tényleges értéke ennél kisebb., Ha
& szolenold nem Jéval hosszabb atméard Jénd] vagy ha benne nyitott
vasmag helyezkedik el, akkor a tép szamibtasn nagyvon nehéz feladat .
Hatdrozzuk meg egy hosszi szolenold &5 mgy bonne nagy Jabdl srim-
metrikusan elhelyezkedd révidebb szolenold kitlestinds Induktivitasat,

TE

Minél révidebb és minsl kisebb atmérdjd a belssS szolenold, annal
Jobb kézelitést jelent az, hogy benne a nagyobban folys I, éaram altal
létrehozott mapneses térerdsséeg H = Niiifll &5 fluxusa 11’21 = HEMUH‘AE.
A kiilcstinds indukbivitéas tehdat

N, N A
1722
L.Ei =“CI_1]_. : 12{1] ; Azﬁh] % (1.2-63)
Az le szamitasa nehezebb lenne. Ha 12 > 1], akkor az dsszeflggés nem
ervényes 45 ekkor L. szamitdsa ismét nehezebb.

21

1.7-2.5. Linedris migneses kirdk

A gyakorlatban sokszor hasznidlnak vasmagos tekercseket. Vasmag alkal-
mazdshval novelhetd =az azones méretd tekercsek &8n- &z kilcsSnis
induktivitasa, csatolasi tényezdje. Néha a vasmag célja a mégneses tér
“terelése" vagy elfirt eloszlisdnalk birtositésa, A telitésdés felhasz—
nalacdval killénleges hatdsok hozhaték létre. A vasmagot - az Srvény-
aramock okozta veszteség csbkkentése érdekében - Libbnyire lemezekbdl
alakit jak ki vagy Un. porvasmagob alkalmaznak.

A vasmagos elrendezdsek sramitdsa azon alapul. hogy az Indukcié=-
vonalaknak ecsak kis része lép ki a vasbél, vagyls a wvasmag fluxusa
kizel dallandd (dGn, [luxuscsatornat alket)., A 18, abran lathat juk egy
légréses vasmagra az Indukcld-vonalak é5 a térerfsség-vonalak kvalita-
tiv eloszlasat. A B-vonalok zartak. A H-vonalok sdriségét az szabja
meg, hogy H zart girbe menti Integral ja o kirllzart dsszes arasmal
egyenlt. A levegfben - a légrés kivételével - a H sokkal kisebb, mint
a vasban ég ez fokozottan lgar a B indukcléra. A légréében viszont a B
indukcié kizel ugyanakkora mint a vasban, a légrésben a H térerdsseg
sokkal nagiyobb mint a wvasban., A valédsighan az ardnyvok még nagvebbak,

o

i ii

i

1.7-18, abra. A mdgnoses erdvenalak egy légréces vaemsges tokercoben




mint amit a 18, &bra mutat. A4 (1 ertéke porvasmagra 100 kiirili, dina-—
molemezre vagy transzformatorlemezre 3000 kBridlf, specidlis anyagokra
milllds nagysagrendd ls lehet, de erdsen flgg a térerdsséghbdl is.

A ktivetkezdkben feltételezzik, hogy a vas B = B(H) karoakterlissti-
kA Janak llneAris szakaszalb haszodl juk, tehat értelmezhetd egy al landd
p o= BH permeabllitas, (Az altaldnosabb esetel |, a kivetkezd pontban)

Tekintslink egy [Cluxuscsatorndl, amely példaul egy  vasbestben
alakul kl. Az U magneses [esziiltsés a migneses térerdsség lntegralja a

csatorna hossza mentén, az a és b pontok kizétt (az U Sl-egysége: A):

b
Yan = J Ll (1.7-70)
a

Tételezzilk fel, hogy 2 Tluxuscsatorna barmely, ar erfvonalakra merdle-

ges kereszimetszetében azr indukcld eloszlasa egyenletes, tehat B = 444,

ahcl @ 4llands, az A felillet esetleg vAltozik., Az integralast egy eré-

vonal menténbvégezve a vekior Jelleg érdektelen, Lehat
Lnabrjﬁu1=r-ﬁ- n:11=J’b""F c‘il=r1rj% . (1.7-71}

3 & A i
Yégeredményben a  migneses feszllltség és a fluxus kapesolatat a
magneses Ohm Lirvéeny fejexl ki

= RK L vagy &= f

Ullb nh [1.7=72)

nh uiih 4
ahol nab a tiuxuscsatorna vizsgalt szakaszdnak relukbtancisis {(magneses
ellenallasa Sl-egysége: H_ll, reciproka a ﬁab permeancia  (magneses
vezetés, Sl-egysége: H). Allands kereszhmelszel esetén (71)-bal

g e e )
8 [T 4 T (1.7-73}

Nehezebl & reluktancia szémitdsa, he a fluxuscsatornz alakjat =
vastest nem haldrozza meg. Tipikus pelda erre a vasteslben kialakitott
légres (18, abral  Hinél révidebb a légrts, annal jobb kiizelitéssel
ad ja meg Rﬂ = lﬂfpﬂhn a reluktanclajal. Az Abrabol lathatd, hogy az A

0
keresztmetszet @G flvwasa kisebb a vasheli @] fluxusnal, VYezesslk be a
T = @1/'1'0 » ] {1.7-74)
in. szorasi tényezdt. A légrés magneses feszlltsépe
l.l{:l = H(I,'I lIl] , {1.7=T5)

ahel o légrés korrigdlt relukbancidjo

TE

0 1.7-T6}
; UL LR _ (

4] “DA T

A széras) tenyeps erteloesdes légras esetén

1,7-19. Aabra.

Tekintsik ismertnek sgy MAENeSes kir egyes czakaszalnak reluktan-

clajat &s az egyss ger jeszhtekercsek
B =H Iy

un. mApneses gerjeszbését. A gerJeszbésl térvény, a fluxus megmaradi-

thrveny szerint epgy maigneses kHrre a

(1, 7-77)

(1.7-76)

sfnak LOrvénye &5 8 migneses O

E K= S E 2y =G Uy = B &y
k 4]

k wvopatkoznak, ahol @ azon migneses gerjeszlasek gsszegit

deszeflggise "
melyre & MAgneses feszilt-

Jelenti, amclyel az a zart girbe zar kirdl
zzilk, A gyakorlatban a szamitdast a rezlgztiv halé-
a példatl),

aklor a

shgek tsszegit kbpe
watokkal wald nyllvanvald analégia alapjan végezzilk (1
Grnek csak egyetlen gerjesztdtekercse vah,

Ha a magneses kK
san kaposolt reluktanciak eredé jot képezve megha-

zorosan &5 parnuzamc

tarozhat juk B ger jess

meanciat. A gerjesztett eszlop fluwusa

1 3
= = =ANI .-
& R NI

tésre vanatkozé B eredd reluktanciat wagy A per-

(1.7-78}

2 i
A tekercs dninduktivitdsa kiizelitsleg L = NO/T = NT4/NI, vagyls
2 [1.7-73]

L= N A. . 2
- = NS A
Ha k&t bekercs ugyanazon ax aszlopon van, akker L1 H‘ A, LE 5

= H.M.A , igy eeekkel a kbzelitésekkel k = 1

12 22 .
lFéltiuk{lnt tekintslk a 20, Abran lathato, yigzonylag bonyolull

és |

ey ! tokercs
magneses kirt. A vasmagra p s 700, Hatarozzuk meg a ket to
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1.7=20, &bra. A példaban Exerepld linesrle mignageon kor

kilesinds Indukbivitasat, tovabba azt nz I 1 armmot, amellyel 1. = 0
e i) = 2 )
esebén BU 0,001 T légrésindukeld hozhatd létre, A mitlysdp] ranyd méret

mindenitt 20 mm.

Az egyes szakaszok Jellemed adatai la szérdst egyelire f'igvelmen
kivill hagyva):

szakasz: | @ 1 2 3 4 |

1, = 0,001 0,14 0,18 0,14 0,34 | m

A = 800 £00 400 200 a00 | 107% o°
B = 1 3700 3700 3700 3700 ‘

R, = 895 a8 102 151 183 | 10° 0

Az 1. tekercsre vonatkoza eredd reluktancla
R=Ry + (R + Rylx(R, + R) = 386:10° § !

Az o =
egves luxusok ﬂu'"I% + R1 L] Hb o H2 + nj Jeldlésszel

2] R
) R
= o & = = .._h_.-ﬁ £
. 5 1 ‘ . =P = - 4
Hu'-ﬂb 4 2 3 Jtu-r{b 1
A kiilestings Induktivitas

B0

b H_ % R

2 22 a 1
. T, = N N —= 41,6 mH .
21 I1 Eli./N1 172 Ra*“b R
A 8, = Bﬂhﬂ flusxus gerjesztéséhez szllkséges aram
R +E1b R
o
i e s 0,157 A .
T ol R o

b 1
Ellenérzésként megallapithaté, hogy B =B, = 0,15 T, anl a mlgneses

Jelleggbrbe linearis szakaszara esik (1. alabb a 21, abrat)

Tételezzilk fel, hogy a szorasl tényezd v = 1,2, Ekkor a korrlgalt
reluktancia R, =R /T = B20-107° W', A szémitas az eléz6 mintajara
végezhets, csak BGHD helyére r-Buhmirandﬁ g5 a reluktanciak korrigalt
artékei. Szamszerden LiE = 37,8 mH = 0,88 L12 5 Ii = 0,163 A = 1,03 I;
adadik. A szérdas alig befolyascolja az eredményeket, tehat T pontos

ismeretére ebben az esetben nines szlkség.

1.7-2.6, Nemlinedaris magneses kirdk

A ferromigneses anyvagok lsmeretesen nemllineAris btulajdonsadgiml. Az On.
lagy magneses anyagok hiszterézlse elhanyagolhatd, wegyls a B = B(H)
magnesezésl girbe egyértékinek tekintheld, de nemlinedcls jellegét £1-
gyelembe kell vennl, A 21. abrabél lathatsd, hogy epyes anyagokra (pl.
dinamélemez, transzformatorlemez) a mignosezédsl girbe kilzépsd szakosza
linedrisnak tekinthetd, Ekkor hasznAlhatd ar elszé pontbell szémitasi
el Jards. Mas anyagoknal (pl. permalloy) a B = p H kézelités nem megen-

gedhets, legfel jebb egy p = uplH) permeabilitas-Tlggvény értelmezhetd.
A nemlinearis magneses kor szamitasat a kbvetkezd modon wégezzilk.

Osszuk fel & kirt olyan szakaszokra, amelyekre a Hk magneses térerds-
stg, a Bk magneses induksid és - wk magneses fluxus Allandénak tekini-
heté. & (T7)-hez hasonldan felirhatd kelld szamd
i =9, E¢J=u. B, = B (H] (1.7-80)
k J
tipusi egyenlet, amelyet numerlkusan vagy grafikusan megoldunk. Egy-
szeridbb esetekben néhany probalgatassal célhoz érhetlink, A mellékelt
tablazntes karakterisztlka alapjan llnedarls interpolacloval is elfo-
padhats eredményt kapholunk, Ne felejtsik el, hogy o szémithas nogyon
sok kérelitést tartalmar (pl. a szords elhanyagelasa, a magnesezésl

girbe bizonytalansagai, stb. ).
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L.7=21. abra. Nehdny Cerromagnoscs anyag esgnagezds i gorbd Je

(__ i gilt gtr
ASm T
(1 0,00 0,00
100 0, 47 0,42
200 0,77 0,59
0 0,87 0,84
400 1,08 0,94
500 1,16 1,01
600 1,22 1,07
700 1,26 1,12
800 1,30 1,33
900 1,33 1,18
1000 1,35 1.21

A migneses kirre venatkozs

és megoldhatélk,

T i o

H Bdtrl. Btr

— AP T
1000 1,35 1,21
2000 1,48 1,31
3000 1,57 1,63
4000 1,83 1,41
E000 1,66 1.45
BO0O0 1,70 1,48
7000 1iF3 1,51
EDOD 1,76 1,54
8000 1,78 1,87
10000 1,B0 1,54

egyenletek gépl dton s eléallithaték

32

Példaként hatarozrzuk meg a 20. &bran (1. elfbb) lathatd, dinamé-

lemezbs] készilt mégneses kirben a K = .78, fluxusviszonyt az I, ger-

Jesztéaram flggvényében, ha 12 =0 ,
Linearis kdzelitésben a Fluxusviszony flggetlen a perjeszbddram-

Az elSz6 pont példaja alapjén a llnedris kizelités eredménye

& R
K m _? = ..-.E.w-'].II:IH,

i

Kis pgerjeszbiaramra ez
nagyobb térerSsségek és indukclok lépnek fel, a BAH viszony csdkken,

erért killdndsen RE nivekednl fog, mig RD dllandd marad. EbbSl kévebke-
z1k, hogy K cstkkennl fog az aram novelésekar.

Valasszunk gy @2 fluxust, pl. @E = B0 pHb
ill. a magnesezési gorbeébil vagy a tablazatbaél kiolvashatd, hogy EE2 =
=¢2/.=\2 = b el e o [-[2 = 26,6 ASm és B:3 = @SN.E = ¢2/A_3 = 0,250 T,
FLL. H3 = 53,2 A’m . A gerjesztési térvény érlelmében

= = = =0 ivel I =0,
H?_.]?. + H:}l:nl HEI]EI Hlll BE , miwve 5

ismeretlen térerfissép kifejezhetd. A tovdabbiakban =

tal.

az érték elfogadhatd. Az aram ndvelésekor

Ebbdl szamithatd,

Ebbdl az egvik
gzamértékek Sl-egységekben értenddk, A HD kifejezése

Ho1_ +H.1 1
H a2 f_._...,{3 3 M - = 12502 - 140 W,
a 0 0
A B{} o “DHO 45 3 Hl = E'l“[J] indukelénak (a szérds elhanyagolasaval)
meg kell egyeznle. Iterativ szamitassal eldszir ]!1 = 0 valasztissal:
oo = = :3.34
1. HD 12502 E|':r 0,0157 H1
2. HD = 12034 Bu = J,0151 Hl = 3,22
= 5 = 51 H, = 3,2¢
EAS HG 12052 BI:I 0,015 1

Az utolsé ériéket elfogadhatjuk. Ezzel f, = & = Bya, = 12,1 pdb, majd

¢ =% + &§ = 52,1 pWb , 34 = -t"t/ﬁ.q = ,1852 T, ebbal ][a = 33,03 A'm

4 1 2
A per jesztésl tirvény értelmében
= s = 0,237 A .
Bl !{414 + ]izlz + I-L31:3 Pt fr S v I1

A [luxusviszony K = lt»px-:bj = 4,13 , =aml allg tér el =a linearis

kiizelitésben szamitottdl,
Valasszunk most 1:? m 2650 uWb fluxust., Az elézd szamitdst meglsmé-
: toviabba ]! = 2 444 A adodlk,

telve most L 138 pMb és fgy K = 1,81

Az S-szér nagyobb ¢'? létrehozhsahoz 10, 3-szxoros Aram szlkséges, &

Fluxusviszony varakezasunknak megfelelfen csikkent.
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1.7-2.7. Permanens magnesek

A permenens (Allandd) migneses test altal létrehozott migneses  Lér
meghatdrozase nagyon nehéz feladat. ILt esak egy lgen egyszerd, de
gyakorlat] szempontbal fontos, eleml Gton is szamithatd esetet tdrgya-
lunk. Feltételezzlk, hogy a permanens magnes a csablakezd lagyvas
sarukkal és kis légrésekkel mAgneses kirt alkot, amelynek fluxusa
Allandonok tekinthetd., A permanens mégnesanyagok rendszerlint nehezen
megmunkalhatdk, ezért tdbbnylire egyszert alakura ktpezik ki dket, 63 o
lagyvas saruk salakit}ik ki a mepfeleld migneses teret. Egy ilyen el-
rendezés lathaté a 22. abran (Deprez miszer egyszer( modelljel.

eras
TrFLE Ty
J T

~ pes mageas b
G
4 m%fﬂs h

FT- f2a IEn
. it = - “

go V

=

1.7-22, abra, Permanens magnoat Lartalmazd egyszerd mdgneses ki

A fellépd magneses Lérerdsséep és indukcio kizbtbt epgyrészt az
teremt kaposolatolb, hogy a mdgnesezési girbe egy pontjat adjéak. A
goirbének csak a remanens  lndukeld (B = B, H = 0} &5 a koerciliv
térerdsseg (B = 0, Il = ~Hc} kifztitil szakasza az drdekes ([, aldbb a
23. abrat). & pgerjesziési tircvény altal adddd mésik kaposolat egy
egyvenes a B, H siken. Ennek metszéspontja a mignesczési gbrboével adja &
a felleépd B &5 H értéket, wvagyis a munkapontot.

Jeldlje H, B, i11. 1 » permanens mhgnesre venatkozd migneses tér—
erdsséget, indukeliol, 111. kBzepes erSvonalhosszat, H , B 1. 1 =
1 ) W &
AgYVASEa, HO' Hﬂ’ 111 ln a légrésre vonatkozd értéket. Mivel perjesz-
téaram nincs, ezért a gerjesztési tdrvény a kiivetkezd alakab &1t1:

-1 * le‘.r ']&fﬂ =0, (1.7=B1)
A ldgyvas szakaszok migneses feszlliségét a tovabbiakban elhanyagol-

824

Juk. A légrésben a migneses Lérerdssag
H B_D = _,@i = E =
o bey Mot Ha'o

ahol & = BA a permanens mAENes fluxusa és T a szoras] tényezd, Ext a

perjesztésl Lrvénybe helyettesitve a munkaegyenes egyenlete

'

B o= - iyt ..I-GTH . {1.7-82)
A B, H munkapontl értékek igmeretében mar kbnnyen szamithatdk
% % By
&+ = BA , b= —- B, = —=— , " — (1.7-83)
4] T 0 ha HD “D

Tekintsilk eléirtnak a légrés ¢U fluxusat, AD keresztmetszetét és

ID hosszat. Felezzik ki ezekkel a permanens magnes ¥ = A-l térfogatat,

A (82)-pal i i
R e S P e (1.7-84)
T Fﬂhﬂ HI Bafn H
Masrészt A = B = ° ¢0/8, azéri
2
Tl &
. L I . (1.7-85)
oAy [EHI

Az elsé tényezd adott, lgy a szlksepes magnesanyag térfogata és LEmepe

akkor a legklsebb, ha a |BH| szeorzal maximalls. Er a magnesezés) girbe

egy megsrerkeszhhetd ponk ja,
Peldaként legyen a 22, 4bra elrendezéstben a pormancns MARReSAnYan

alnieo XII, amelynek magnesezés] girbéje a 27, abran lathatd, A 22,
2 - 2

aAbra alapjan 1 = 30 mm, A = 200 mmz. AD = 2017w/ mm = 267 mm &S

1. =2.2mm=4mn. A mnkaegyenes egyenlete 7, = 1.2, R E F 1.4

a
ezetén (Sl-egységekben)

5]

(a) B = -17.8-10° H; (6] B=-151-10 H.

4z &bran lAthatd munkasontok alapjan
{a] B =0,440 T , & = 88,0 phb | ¢D = §2,9 uWb . BD =-0;233 T 3
(b} B = 0,442 T, & = B4, & pHb | ¢U = 70,3 prdb BD =0,263 T .

A szorasi tényezd altal okozott bizonytalansag mintegy 10%.
A megadott méretekkel a mAgneses ADYARR térfogata V = 6 cm . Hini-

3
malis térfogat biztosithaté a B = 0,32 T, i = -42-107 A/m munkapent

beallitasaval, A T = 1,4 értékhez bartozs adatokkal szamolva & vastest

mérebel A = 0B = T d:-uf]j = 2,75 cmR. ] = 1{)]'30fpﬂlil| = 1,78 cm, tehat |
Vo= 4,890 cm3 = 0,82 V. A klsebb hossz miatt a lagyvas ceat lakozasokat

masként kell kialakitani.
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1.7-23. &bra..Az alntoo XI[ séqnesszes| qQires [anek lényeges reaze

1.7-3, ELEKTROMAGNESES TER

Az 1ddben valtozo folyamatokkal kapesolatban 1LL osak az alaptBevényck

megyvhlapltasira mutalunk néhany példat.

1.7-3.1. Nyugalmi indukalds

Egy wezetd gylird (sugara ., rezisztenclaja HU] altal koriilzart ﬂb

magneses fluxus az idd ismert flggvénye. FEz o fluxus egy killss hatas

kitvetkezmnénye, a gylrdben folyd Aran hatdsst elhanyagol juk. Hatarozzuk

mzg & gylrd két pontja kowiitti U fesziltséget. Ez megegvezik = két

pont  kize  kapesolt R rezisztenclajo  ellendlléson  fellépd U

fesziiltséppel, ha R « RO ;
A feltett kérdésre a valasz attol flgeg, hogy a két pont kiziti a

az T dramol wvivd vezeték hogyan helyezkedlk el. Er miskénl agy

fope _mazhatd meg, hogy a gylerd P oés O pont jahoz nem lehet olyan ¥p &5

¥ elektromos polenclalt rendelnd, amelynek ismeretében U = @ @

r - Yo
egytrtelmien kifejezhetd. Ennek az az oka, hogy az lndukcid Lérwény

i

trtelmeben
i B e
fear=- S5 (1.7-86)
1

&5 ennek kbvetbkeztében a P és O pontok kiizbttl

)= J‘OE dl (1,7-87)

P
fesziiltség flgg az Integraclds dttol, Esetinkben a henegerszimmetria

miatt a vezetd felliletén fellépd elekiromos térerdsség a (BB)-bal ki

iz fejezhetd: av

1 0
S
Iranya a FD iranyadhoz & Jjobbosavar szabaly szerint wvan rendelve,

Tekint=sik elfsz8r a 24a abran vazelt elrendezést. A (88)-ot az 11

zart ghrbére alkalmazva {amely nem vesz koril flusust)

§ E dl = I E dl + J Edl=Erge+ M1t R
4 4 h
Ebb#l & keresett Tesziilisép kifejezése
di
U[a\"_ « 0
#n  dt

——
b,
b] uf N CJ
1.7-24. abra. Kk pont kazidth § reszitl tseg BN ETY arielmazere nas

potencitlos erdtérben
Alkalmazhat juk & (HE)-ot az 1? ghrbére ls, amely kéritlveszi a tel jes

¥ fluxust: ,

’ = 1L b
§ E dl = f E dl + I Edl = E-rglen - « -
Iy 2 !

Ebbsl U'®)-ra ugyancsak a fentl kifejezés adédik.
Tekintsik mest a 24b abra szerinti elrendezést, A zart gérbe most

kétszer vaszl kiril a ?D fluxust, egyébként a részinlegralok UEYANAZOK,

BT




mint el&bb az 12 girbére, erért
d

(b) _ i 0
8 [] + jﬂf] ot

Most ls valaszthatunk olyan zart gérbet, amely nem vesz kiril Cluxust.
Ez teljesen kbrillfogla a gyOrdt és az  OF szakaszt még egyszer. Erre
is az elbzd Ufb} feszllltsdg adadik,

A 24c abran lAthatd elrendezrésben Forgas-szimmelrikus (pl. homogén)

magneses Lér esetan

dg
Erca + UM% w0
- 4] 2 dt
nd
Ebbdl U = 0 kivetkezlk. Ez ar erednény még egyseerlbben Ggy adadik,

hegy mivel a wvezeték mindeniitt merdleges E-re [amelynek erdvonalai
kbrék), ezért E integral ja a vezetek mentén nulla.

Az Olvaséra bizzuk U szamitdsdt, ha a wvezeték az OF horon
helyezkedik 1.

Ha kikBLjik, hogy a verebték csak a 24a abran lathatd médon helyez-
kedhet el {(tébboyvire ez a helyzet), akkor

dy
ol
2r dt
Blakban mégis értelmezhet iink egy olyan polencidlt, amelybs] a feszilb-

ple) =

ség killdnbségképeésse], tehat o megsrokolt modon sramithakbs,

1.2-3.2. Mozgasi indukalds
Tekintslk a 25, &bran vézoll elrendezést, Az egyszorisép  kedvédrl
tetelezziik fel, hogy a magneses tér homegén, a régzitett sinck és a
mozgd rod rezisztenciaja, valamint a kialakult hurck Snindukilvitasa
elhanyapolhald, tovabhd v o« c.

A magneses Lé&rben mezgd ridhox régzitett koordinatzrendszerben a
B' = B mégneses indukcién kivil fellép E' = v x B elekiromos térerds-

seg 1s. Ennek hatdsars a t&1técek sZétvalnak &5 fellép eay

F_
U'=Jz' dl = v B 1 (1.7-83)
]
+
elekiromos fesziiltsép, Fz a verels sinek révén fellép a lerard két-
pélus kivezetésel kézbbt ls: U = 1 o Ha & lezédras egy R rezlsztencia-
val Jellemezhetd, akkor aromn [ = UWHR, A (88) akkor is trwényes, ha on

¥ sebesség ax o hely vagy a b 1dd Plgevénye, vagy ha 8 B indukeld az x
hely flggvénye.
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1725, abra. Kozgas | Induksl A FAYEN keletkezt alakiromes térercosseg |

ts Feszultedyg |
Ha azonban a B indukcié az 1d6 fliggvénye ls, akker fellép egy U*

nyugalmi indukalt feszlltség !s, amely v = 0 egetén ls Jelentkezlk.

Mivel U iranys most balesavar szaballyal van a magneses tér irdnydheos

rendelve, ezér: homogén magneses tér esebén

dg £B o oz (1.7-89]
U"‘&'{'rﬁ' o A T
0
ahol A = 1-x & hurok terilete. & teljes feszillisép

LF=U'+U'=.|".S—?+UBL. (1.7-90)

Legyen példiaul
W

0 =
B = BD Bin b , Vv = v, sin wl ., tehat x = 'ET_[I cos k)
A fellépd feselltség ekkor
W
U=1-21(1-cos wt)] @B, cos Bt + v_ sin wt-B, sin fit-1 =
w 0 0 ]
= E, 1 (-? cos Ot - {}cus wt-cos St + sin wtesin Q)

W
Q-0 i ;
Erdekes médon a teljes feszliltség kifelezhetd a nyugalmi indukalas

e {1.7=91)
e A

L E B 4

A

formalajaval is, ha Cigyelembe vesszik a T
mind 2 felillet idébell valtozasabel adédd valto-

luxusnzk mind 2z indukcid

idébell wvaltozasabal,
zamat, Ezt (91)}-ben az fejezi ki, hogy az intepralnak az 148 szerint!

teljes (és nem parcialls) derivall jat kell képeznl, Homogén migneses

Léar esetléen

I
diBA) dE dA (1.7-82)
= s L 3t + B e
Egetilnkben & = 1'%, ezérk
dh _ﬁ[iﬁl_ = ;f?i = v, '
dL gL dt
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tehat a {92) valdban a (90)-re vezet

legy pelddul az el8bb megadott 1ddbeli valtozasok esetén
v

N y i
¥=B1x = ED =zin ﬁL-I--E (1 - cos wt] |,
o 0 Iy
U= -~ = ]%) I vuf P ot - 7 Ces fbrcos wl + sin QL sin wi)

eldzd szamitasunk eredményédvel egyezésben.

A (9l-et egyvesitelt bndukelis Ltérvénynek nevezlik. Alkalmazass sok
feladatnal lgen kényelmes. Fizikal tartalma azonban kétséges, mlvel a
nyugalml és a mozgas! indukalas kill&nbézs Jelenség.

Tekintsik példaul a 26. Abran lathats un. unipolaris generdtort
A fémtaresa r4d merdleges homogén mAgneses tLérben forog w szég-
sebességgel. A tércsihoz régzitett rendszerben E' = v o« B radlalis

elektromos térerdsség lép fel. A kivezetések kizitt felléps fesziiltség

"o

U= J raBdr = -é—rg w B
0
Ha-B=1T, Py = 1 més w=2n50 radss , akker U = 157 ¥ o Erhom
feszlltséget az epyesitett fndukcis térvénnyel nem lehet epyszerden
magyardzol, hiszen B lddben 4llands &3 nem  vildgos, hopy milyen
felillet ldébell valtozdsat kellene vizasgalnd,

o/ - 3

1.7-28. &bra, Az untpolaris geEnerdbor vaAT|ala

1.7-2.3. Az eltolasi aram

Elektrédarendszerek esetén az eltolas! Aram a halézatelmelet kapaci-

tiv dramival azonosithats, Ez a slkkondenzator
rden belathaté. Tekintsik mosk a 27,

vizsphlatdval egysze-

Abra kissé Altaldnosabb elren-
dezését, E szerint az 1. elekbrada Feszllllstplorrasra van kaposolva
§ : :
By wl = U1 potenclal jn fsmert, A 2, elektrdda szlgetelt, igy u? tal-

Lése allands, le = & :
Eyen Qz 0 . A feladat az I] dram &5 a ¢ potencial

90

meghal AroZzasa.

tf, = Uy
2 s
Q= dllandts

kg
=0

A o T R O S S T o

1.7-2T7. abra. Ket slektrédabal es a £8ldbal &l rendszer
Tekintsik lsmertnek a téltések és a potenclalok kapesolatat

kifejezd (34) szerintl

el = L‘:
Q = Cpgpy * Cpafey ~#a) 0 Oy = Cagbp * Coyloy —9yd . Gy = Cyp

egyenletekben a Eik részkapacitéasokat. Az egyenletrendszer megoldics

= = 0 felhasgnasaval
py = Upoea Oy

: c
B Cy2!C10*C20’ * “12%0 g 2.y, -
1 C]E + CEG 1 2 EIE * CEO

Ebbdl a bejeldlt 11 = dqlfdt aram kbénnyen kifejezhetd, Hasonlo médan

oldhaték meg azok a feladatok, amelyekndl sz n szamd elektradaca n

szami eléiras (potenclal és téliés) van,

A részkapachbasok pagyon epyszerd elrendezésekben eloml modsze-

cramithatak, minL pl, az 1.7-10. abra szerintl elrendezésbean,
felllletén az E térerdssé-

rekkel
Ilyenkor meg tudjuk hatarozni az elekirddak
£ E elektromos eltolast, mald ennek ismerebében az

ai
ID = T dh

o

pet és a D=

ellolési aramch iz, amely - a Gauss LOrveny felhasznalasaval -

I = 49
N i dle
alakban is Kifejezhetd. A folytonossagl egyenlet értelm n
i
T

hurkolt elektrédabsl kifolys aram. Vég-
az epyenletekel kapjuk.,
l.

aho! 1 azr A felilet altal
erednényben mis megfontolasskkal ugyanazokat
gy is fogalmazhatunk, hogy nz

+ g1 aramként “kifolyik"
elektradaba befolyd I! ArRm  CROAN IUI eltolasl

részhen a 2. elekrddaba, részben a féldbe. A 2. elekirddara a helyzet
igy mr eredé eltoldsi aram nulla,

mint eldzéleg o réazkapaclLasekkal.

hasonld, csak nincs vezeliés] aram

amibs&1 kivebtkezlk, hogy Qz allandd.
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1.7-3.4. Stacliondrius tel jesitménydraml 4=
Vizsgaljuk a 28, Abrdn lathats koaxidlis kabeslt, amelynek bal oldalt
végénél van a generdtor, jobb oldall végénél a fogyvasztd,
Tekintsilk egveldre a szlgeteldnyagot ldedlisnak fey = QJ,
&5 a kbpenyt ldedlls vezetének firs = T, = m)

Az é&rt

Az elnktrnmaa &5 B mag-
neses Lérerdsség kife jezése n szlgeteldben (1.7-1.3. és 1.7-2.2. pont )

v u 1 el ;
(r) = ]nrb/ra e Hw{r] - el BT B

A Poynting vekbor ennek kiivetkeztében z-{ranya:

H Ul |
Sz(rJ = Erfr]-Hw[r] =

ZeInlr /v ] 2 ° il
a T

Masutt 5 = 0 . A generdtorbsl kidramlé tel jesitmény

T
=8 dh= | g (ry.om gre o U GBS
z Infr_ /T ) r
b a
r
a a
A Vl terfogatban Pl = _PSI = -Ul a fogyasztott, tehat Ul g termelt
tel Jesitmény, A ?2 terfogatot hatdrsld Az felllletre elvégezve a srami-

Last, S ég n ellentétes irdnyat Figyelembe vave PSE = =UI ataramlé, ag
igy F = UI fopyasztatt tel jesitmény adadik, Yémill a
kapjuk hogy PEB = () ég P? =0, aml azt fejezi ki,

kdbelben nem lép fel veszlesdg,

ﬂj térfogatra azt
hegy az ldealls

Vegyilk most Tlgyelembe az é&r, §11 a kiipany T 111, s kodulkhvi-

tasat., Az Arameloszlas egyenletes, ezért

T g L) o s i
EZ{FJ = 7 Hw[r} B ——r 0 =p= Baih
c.rm 2
Ao a
2
-1 1 | & o
Elr) = —= . Hir]=s —. il PORRCTLEE
z 22 i ¥ 2 2 PR b o
cctrc :b}ﬁ 2rlr b}
A kdbel eret kérilvevs ﬁ4 feliiletre (28. abra)
ot S e || Gl 2_'_ frs
pgefﬁsmh B ) Hin taee, Le- 1 g2 Bt
Frow
"‘q B A

ahol Ha 2z &r rezisztenciafa. Ezek szerint I [2
a

4
adadik, Analég médon adédik Pb a H I2 B kilpenyre, 4 szlgeleldanyng Vﬁ
térfogatara - o wexetdkiin rellﬁpﬁ az U feszliltséansl sokkal klsebb
fesziil teégeket elhanyagolva - qu = 0 45 F'H = 0 adodlik,
f=_v]

helyegen ki-
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= f
1.7~28. sbra. Tel jeaitrdnysranl 4n kozxialle kabelen veszhtessgmentes,
111 veazleséges aesethen

Ha figyelembe akarjuk venni a szigeteléanyag véges o, konduktlvi-

b
tasat, akkor az ataramlé tel jesitmény szamitdsihor elészér meg kellene
hatdroznunk a radialis szivargasl aramhoz tartozd migneses térsrdscé-

2 = -
get. Epyszerdbh ezért Fp szémitasa a p = J foy, = crbE2 tel jesitmenys
riség térfogatra vett lntegralasavaL

Jht dnx:J' :

aho| Gb az | hOgquh&EH szigeteld réteg konduktanclaja.
Az elédbb szamitott FSJ b5 Psz tel jesitmények most ls helyesek,
esak flgyelembe kell wennfink, hogy az U feszilltség (a vezetékeken fel-

lépd feszlltségek miatt) és az 1 aram (a szlvirgas miatt) nem allandé.

—_— 1_?21'”- ldre? —— = rb UZ.
]

ln [1 r In{pr /r“]
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Fnnek kéwvebtkeztében st most nem nulla, hanem PS3 ¥ P4 + P5 + PE = 0

ervényes., A részletes szémitdst az Olvasdra bDizeuk,

1.8. EMERGIA ES ERD
1,8=1, ELEKTROMOS ENERGLA
Egy térrészben tarclt elektromos energiat altalanosan az clekiromos
energlasiriség térfogati integral jaként hatarozhat juk meg.

Sok  gyakorlatl feladatnal az elektrddak Ql toltése &5 ¥y
potencial ja  adott. Ezen Allapot létrehozasihoz  seikséges  munka
meghatarozasara Jelilje egy kizbillss 4llapotban az i-edik elektrdda
toltését Qi , potenclial jat pi. A toltés nbveléséhez szilkséges munka
(z potencial fogalmabdl kiivetkezden) dHi = w;*dui . A tdltetlen
4llapothiol a  wegsf Allapot  eléréséher szilksépes munka n

szama elektrdda esetén

n QL
u=[j@imi. @, ... @) o) (1.8-1)

2
i=1 0

Ho a folyamat reverzlbllls, akkor ez megadja az elektromes enerpgla
kifelexését 1s. A tovabbiakban erre az egebre szoritkozunk. A potenci-
aloknak a téltésekts] vals Figgését altalanosan nehosz meghabaroznl .

Tekintsilk azt a specialls esetet, ambkor az elektrodak szama n o= 2,
Lol tasik Q] = 4+ és QE = =), wvagyis kondenzatort alkotnak, amelynek
Fogzill tsége U = LR A wégzett munka kifejezése ekkor

Q -]
W= ] ¢1{Q'. -0') dd' o+ JQ$2[Q'. Q') di-0"]
0 o _
Bevezetve az U(Q) = wllﬂr -q) - ¢2[Q. -0 jeldlést a fesziltsegre,

W o= JuUfQ’} g’ [1.8-2)

; ]
adédik a nemlinearis kondeneator energlajdnax kifejezésre. A dinami-

kus kapacltas bevezettésével

W e jch'] voar ;o cwy = YL 83
0
Ha wn szlgeteld kizeg llnearis, akkor exek az Usszeflgpésck
cpyszerGsidnek. . Hivel Jik wvalamennyi btioltést egyencletesen, tehat

legyen QL = A Qi , mhol A nulléarél 1-re ndvekszlik. A linearitas kivet-
kezbében ¢i[au1, AQE, SR hﬂn} = H-wl , tehat
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n Ll n 1

W= =

E-I.?Lﬁuil.'.'!]d.h E'Piui_[l'”"
1=1 0 i=1 0

Fbbél adédik ar egyszertbben ls lgazolhatd

W oo #y ﬂi [1.8=4)

1

.
z
1

i ~jc

tsszeflggés a tarolt elektromes energia klfejezésére (1. még a 2. 1-6.
gzakaszt 1s), Ha két elektréda kondenzatort alkot {Ql =0, Qz = -
wl - vy = (]}, mkkor akar ebbSl, akidr (3)-bol ar ismert

g 9
s *E'-CU2= L=l (1.8-5)

dsszefilzgés adodik, Tibb elekirdda eselén az energia a részkapacitésok

segitségtval fejezhetd ki. Az energia megegyverik a helyettesitd kon-
denzatorok aAltal tarcit energlak dsszegével (vi, 1.7=-8. Abra)l.
Energetikai megfontolasok alapfan lgazelhat juk az 1.7-1.5. pontban
allitett p = reciprocitis] &sszefiggést (ame = 5
1k Plei P szefiiggést (amelybdl S py TS

Cik = Cki mar kiovetkezlk)., Szoritkozzunk ar n = 2 esetre, amlkor

Bpm Py QP G 9y By Oy P O
Hatarozzuk meg a Larelt energlat, ha eldszir Q; = 0 é¢s Q; valtozlk O
és a végsd Ql artak kdzbbth, amlkor

0, Q,
e T iy w U 2
) ["“1“11’ Q) d _[Pn Q49 = Py Yo
0 0

ma jd allandd QI mellett Qé valtozik 0 és a wégss QE ertéke kizoti:

i G g s 1 2
?“'zmr Q) dd; [J}Z[pzl Q) * pyp Q1 4T = Py Q0+ 5 Py
o )

A teljes energla & két részmunka Gsszege, vagyls
1

2 1 2 g
W= = -
7P Gt TP R P G
Ha Q1 &5 QE szerepét megoserél jilk, akkor ugyanehhez a kifejezéshez
Jutunk, esak p,, helyett p,., szerepel. Mivel az energia nem figg a2

allapot kKilalakulasatal, ezert Pia amit lgazolni akartunk.

= Poy
1.8-2, MAGNESES ENERGIA
Egy térrészban tirolt migneses enecglat Adltalancsan a magneses enors
glasdriséegnek a térfogatra vett integral |aként hatarozﬁatjuk Mg,

Sok gyakorlatl feladatndl az aramhurkok (teorold, szeolenold, mas-
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féle tekercs) Wk fluxusa &5 Ik asrama mdoti. Ezen allapot létrehozasda-
hoz szikséges munka meghatirozasahoz Jeldlje egy kHizbllsd allapotban a
k=adik hurok fluxusat ¢& , Aramit I&. A megvaltozashoz szitkséges murke
fnz Indukall feszilltség kifelezését is felhaszndlval
dW, = =1y Ué dy = +I;-d¢&

A negativ eldjel az 1.2-5. dbra referenclalranyal ol kivebkezlk: ha
zarjuk a hurkot, akkor az dram kivill a + phlustél a - polus felé,
tehat @ hurokban a - polustél a + felé folylk. A flugusmentes allapot-

bl a végss allapot elérésthez szilkséges munka n szamd hurck esetén

njlk

- 1] 4 T, F i) g

W E Toleomly sesy ALYAA (1.5-6)
k=1 0

Ha a folyamat reverzibilis, akkor ez tekinthetd a pagneses energia kKi-

fe jezesének. Mem elhanyagolhatd hiszterézisd kizegekre ez a feltétele-

zés nem Jjogos, de a towvdbblakban erre az esetrce szoritkozunk, Az

Aramoknak a Tluxusoktsdl wald flgeését altalaban nehez meghatirozni
Speclalisan egyetlen hurck {tekeres) esetén

v
W= J ey av' (1.8-7)
4]
vapy a dinamikus Gnindukbivitéas bevezetésével
¥ del1)
we[Lan rdr s e ; (1.8-8)
dl
o

adja & magneses energia kifejezésel.
Ha minden kbzeg linedrisnak tekinthetd, akkor az elfizé swakaszhan
bemutatott gondolatmenet mintdjira o migneses energia kifejezesare

;b
W= ?El g (1.8-9)

adédik, Egyetlen hurok esetén

o - N AP i
Hs= Ef]' T L= 71 . [1.8-10]

Bzl az 1.7-2.2. pontban fel s hasznAltuk a belsd dnindukllvitas sEi-
mitasara, Hurokrendszer energlaja az on- és kilestings indukbivitasok
segitségevel fejerhets ki. Az L. = L., reclprocitas]  dsszeliggts
ugyancsak az elfézd pontban latoll mintdra igazolhaté.

96

1.8-3. ELEKTROMOS EROHATAS
Egy klsméretd, Q toliésld testre haté erdt meghatarozhat juk sz elektro-
mos  Lererdszéep definiclidfa alapjan. Tekintsik lsmertnek azt az EP
elektromos térecdsetpet, amely az elektrodiak tiiltésének hatasiara a P
pontban létrejbn, Helyezziink epy Q tdltésd testet ebbe o pontba. Ha a
test merete clég klesi, akkor az altala elfoglalt térrész barmely
pont jaban az EP tererdsatg &5 a ¥p polenclal ugyanekkerénak tekinthe-
t&. Ha a test 0 tHltese elég klesl es tavolsaga az elektrodaktd]l elég)
nagy, amkker Jelenléte nem befolydsclja az eclekbridak téltésalcszlﬁsat:
és potencial jat. Ekkor a Liltstt testre hatd erd (1.2-1. abra)
F=1l EF . B = e

Ez ar &sszefiiggés elsdsorban tBlLBEE eleml részecskékre (elekironck,
pretonok] hatd erd &5 eren keresziill palydjuk szémitéséra alkalmas.

Vizsgal juk most a kivetkezd altaléncsabo problémiat. Adott = Q],
QE T Qntéltésﬁ alektradak rendszere. Ezek valamelylkére hatd erdt,
111. erényomatékol Jeldlje Fo 111 T. Mozditsuk el & vizsgalt elektro-

dat kis da eltolassal vepy forgessuk el kis do sziggel (1, &bral. A
mechanlkal munkavévégeés ekkor

Moeeh = Fotim b sie i M soh ™ T,y d¢ . (1.8-12)
ahol F‘5 ar erd vebillete az eltelds iranyiban, mig Tﬁ az erdnyomate
vetiilete az elfordulds sikjara. Altalanes esetben az erd, 111, &
erdnyomaték  barom, océlszerlen egymasra merdleges ficgzetevs Jo6t kel
meghataroznunk, Egyszerdbb esetekben az lrany elére ismert lehet. A
lrényitasra altalanos gzabaly, hogy magara hagyolt elektrosetatik
rendszerben olyan elmozdulasck jonnek letre, amelyek hatésara & te

gnerglaja cstkken.

¥

{1.B~l. &bra. Testre hata Foers, LlL. T erdnyamalék meghatarozaga
A mechanlkal munkavépzést mast kaposolalba hozzuk a W btérenergl
megval tozdshval . A terencrgia kifejezheld pl. az elektiromos encrgla
slirdségpel
1 -
W= I W ody W = JDE dn , 11l w= -ﬁ-e E

v a
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Az utolséd dsszeflpgés akkor érvényes, ha az = permittivitas nem fiigg
az E térerdseéptd] (ezt a tovdbbiakban £ = all. fejezi ki)

Tekintsik eldszér aztk az esctet, amlkor az elmozdulas vagy
elfordulas sordn az elektroddk tdliése Allandd marad (a potencialok
valtoznek meg). A mechanlkal munkavégzés ekkor a térenergla rovasara

Jin létre, Az energle megmaradasanak elve érbelmében

dW + di =0, Q. = &ll, (1.8-13)
mech K
A (12) felhasznalbdsaval ebbsl
aw aW i =
].‘F3= Tl TﬂE-%— ¥ Qk—all. (1.8-14)

Az erdi, il1l. az erényomattk sramitdshoz lsmernlnk kell a térenergiat
mint az s méreb, 1ll. a @ sz8g flggvényet. A differenciilhinyadost
gyakran differenciabényadossal kizelit jik.

Tekintsilk most =zt az esetet, amlkor az elmozdulas soran az
elekiradak P potencisal ja marad Allandsd, Ezt dpy biztosithat juk, hogy
minden elektréda és a nulla potencialu féld kiizé egy ¢, forrasfeszillt-
stpd feszliltségforrast képzelilnk, Az elmozdulas sordn minden elektroda
tiltéase megvaltozik valamllyen dﬂk értékkel. Az egyes lorrdsck Altal
vépzett munka wﬁ'duk' E munka részben a térenergldt ndvell, részben
mechanikal munkavégzésre Porditédik:

I
E{pk dg, = du + du__

ch °
k=1
Szoritkozzunk linedris kézegekre. Ekkor a térenergia kifejezdse (4]

P, = all. (1.8-15)

értelmében, 111, annak megvaltozasa P = all. esctén

n n
i T
L d”_?z""kduk'
=1 k=1
A forrasck 4ltal végzeit munka tehdt ekkor 2 dW, igy a (15) felirhatd

duW = d”mech alakban is. A& (12) felhasznalasaval ebbdl

N LN
e Bl e L U R B ,J (1.8-186)

Mivel sztablkus erdhatasrél van szé és valédjaban nlnes elmozdulds,

ezért a (16) - ha alkalmazhaltd - ugvanazt nz eredményt adja, mint a
(14), noha a képletekben eldjelelbéres van,
S0k gyakorlatl esetben csak két elekbirdda van, amelyek kondenzi-

tort alkotnak [Ql = Q)

il =1}, A C kapacitasnak az s mérettdl, 111 a

B

# szdgtdl vald Tiggésének ismeretében, W= C U2/2 felhasznalasaval

il TR .
o e i GeBair)

Ugyanehhez oz ereédményhez (14) alaplan ls el juthatunk:

= G Q° a(i/c) PQ 2 ac
i et = izl

- ds 2C 2 s ECE s

ahol Q/C = U, vagyls ez valdban a (17)-tel megegyezik.

Paldaként hatarozzuk meg egy A felilletd és d elektrédatavolsago
sikkondenzator elektrédajira hatd erft, ha d sokkal kisebb ar elektré-
dak keresztiranyt méreteindl. A kapacitéas kifejezése ekkor jo kizeli-
téssel C = & A/d . Az elektrédak felllletére merdleges erd

S ek A
d 2 ad o d 2 dz
A& negativ eldjel azt jelenti, hogy F& a d méret csdkkenése iranyaban

mutat, wvagyis wvonzéerd lép fel, amint az fizikallag nyllvanvalé 1s.
Mivel Usd =E és5 € E = ¢ a felliletl tdltessdriség, ezert a vonzoerd

F = Lo EA. Ezt tgy értelmezhetjik, hogy a vezeté fellletén elhe-

3
lyezkeds tdltésre a vezetdn kivill fellépd E térerdsség és o vezetSben
felléps O térerSssép szamtani kizépértéke hat. Levegdben E = 10 k¥/cm
vagyls E = 10E ¥om btekinthetd maximalisan megongedhetd térerdssegnek,

igy legfeljebb F/A = cDEEEE = 10 mea feldlet!l erdstrdiség (nyomas]

léphet fel, ami viszonylag kis érték.

1.8-4. MAGNESES EROHATAS
A miagneses indukcié definicléja alapjén meg tudjuk hatarczni azt az
erdnyomatékot, amely egy kisméretd, I A n momentumi Aramhurekra hat.

Tekintsllk ismertnek azt a BF‘ magneses indukeldt, amely az dramok &s =2

permanens magnesek halaséra egy F pontban fellép. Helyezzink egy aram—
hurkot ebbe s pontba. Ha a hurok mérete elég kiesl, akker barmelyik
pont jaban az indukcd B -nek tekinthets. Az erfinyomaték (1.2-2, abra)

i.‘.\

Ta I An x HP : (1. B-18)

Altalanos esetben lsmél a mechanikal munka &5 a maAgneses energin
kapesolata alapjin hatarozhat Juk meg az erét vagy az erfdnyomatékotl.
Egy kiilsf magneses térbe helyezett aramburok energlaja  (1.2-11)
értelmében W = =1 & , ahol ¥ a killsd tér Altal létrohozott fluxus. A
=i Tﬂ i

hurek elfordulédsaker fellépd dW energlavaltozas és a dW_
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mechanikal munka kapesolata dW + deEDh = 0 . Az erdnyomaték

kifejezéze ebbsl

iy o
T15 @ [15? : (1.8-18)

Tekintslnk most egy 1 arammal At JArt vezetd hurkot. A B magneses

indukeld a vezeték minden pont jaban legyen lsmert. Mozditsuk el a
hurkot ds-sel (2. abra). A dW = -d¥ alapjan F ds = I-d¥ , A d¥

mech

1.8-2. Abra. Magnesss térbe helyezett aramhurcokra hatd erd
fluxusvaltozéas a 2. 4bréan a vonalkdzoit feliilet fluxusa. A bal oldali
felilletrészhez tartozd “eltUnt" fluxust negativnak, a Jobh oldali
"Jarulékos®  Fluwust pezitivnak kell tekintenink. Az iranyitott
fellilet- elemet ehhez dA' = dg x dl alakban irjuk fel. Az eoleml
[uxusval tozas

d¥' = B dA = Blds x d1) = (dl x B) ds
A d¥ Fluxusvaltozast a df fluxuseknak a hurok kiiell Jarasdval valo
dsszegezéstével, vagyls az | girbe ment! Integralasaval kapjuk:

Fds =1d¥ =1 % [dl = B) da .

1
HMivel da tetszdleges, ezért az aram altal atfelyt vezetékre batd erd

F=1 § dlxB | (1.8-20)
1 |
alakban fejezheld ki. Ezt formélisan ugy érielmezhetjik, hogy a veze-—

ték minden ivelemére
dF = I dl = B (1.8-21)
elemi erd hat (1.2-2, dbra) és a tel jes erd ezek ereddje. Mint mar em-
litettilk, ez s tekinthetd a magneses indukcléd definicid janak.
Példaként tekintslnk két lgen hosszi, egvenes, egymissal parhuza-

mes kissugard vezetéket, amelyekben I, 111, I, aram folylk (3. abra).

T 2
hz |1 aram Altal létrehozott magneses lndukcld a maslk vezelék menldn

allande, éspedlg vakuumban vagy levegdben
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I
Bow o Ham Ky tomg
Az Indukclé = vezetékre merdleges, igy (20) mlapjan az 12 hosszusagi
srakaszra hats, az abrdan jJeldlt irdnyd erd
F=1,1,B= hlala
Bl Ho ~Znd
Az amper definicléja szerint: ha a vazolt elrendezésben 1, = I, = 1 A

=7
és d = 12 =1 m, akkor F= 2-10 N . Ezeket behelyettesitve

D, cedl

1.8-3. abra Arammal atjart parhuzames vezebdkek esetén fellépd erd
-7 1 - ek H
210 N = uﬂ'.ﬁ A, amlbél uﬂ =4 w10 -

A . frtéke nz amper delinlcidjanak kivelkezménye.

0
Tekintsilk most azt az esetet, amlkor Il' lz, e e [n Arami Aram-
hurkek rendszere adott., Tekintslk lsmertnek a mégneses térenergiat,

amelyet pl. a magneses energiastriség lsmereteben hatdrozhatunk meg:

W = J wd¥ : w= IBH dB wvagy W = -%—p H2 A

¥ i
ahol =z utolssd bsszefilgeds akkor érvényes, ha a p permeabilitds nem
fiigg a H térerfsseghdl, amit a kivetkezékben p = all. fejsz ki.
Valamelylk dramhurck elmozdulésakor, 1ll. elfordulasakor a mecha—

nikal munkavégzés dW s Fods , 111 T, g6 (vd 1. dbral
me 5 i

ch
A térenergla mepvAltozdsanak vizsgalatdhoz tételezzik fel, hogy

minden Aramhurokban egy Ik forrasarami arsmforrds van. Az elmozdulas
soran megvaltoznak a fluxusok: d¥ = U dt . A k-adlk dramforras altal

k k

végzetl munka Ik da E munkak bsszege részben a térenerglat niivell,

k
részben mechanikal munkavégzésre forditédik, tehdt

(1]
E [, d¥ = dW + dW :
mech
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Az erd, 111 az erdnyomaték kifejozése ebbdl (1.8=-22)

z ]
F=-E+E1‘ﬂi -l~=_ﬂ+ixﬂ-1:an.i
s 3s or. e S B KF 'k |
ket k=1 - |

A kél Bsszefigpes Jelentéisen egyszerdstdlk, ha a permeablllbasok
a Lérerdsségtdl Clggetlennck tekinthetdk, Ekker ugyanls (8] értelmében

HHT

Il 1=

n
1 4 -

T L ?E I, d¥ , ha I, = all.

1 k=1

A [22) masodik tapgla ekker az els8 kétszerese. Ennek kivetkezteben

1
& e e | e
F o= — , ‘rﬁ- = Iy = all., u = 4all. (1.8-23)

Egystlen éramhurck esetén W = '%TL Iz. igy az Onmagira kifejtett

erd kifejezhetd az oninduktivitdssal

P ood oL i
F‘sn -ﬁ-l TR (1.8-24)

¥it Aramhurok esetén a magneses energla kife jezése

1 2 1 2
W o= -E-—LlI1 'ﬁ"Lng + M I!IH ;
Ho nz aramhurck merev testként mozdul, 111. fordul el, akkor csak az M

kiilesdnds induktlivitds valtezik., Ekkor

e s aH & b &
\ ps = 1l IE:?sv : TS = 11 Iza519 : (1.8-25)

Vasmagos elrendezésekben (pl. emeldmagnes) linedris kizelitésben
a (23) is alkalmazhaté. Ha azonban pl. nagyon kis légrésméret esetén a
nemlinearis hatast is figyelembe kell wvenni, akkor csak az altalano—
sabb (22) ‘haszndlhato

Példaként tekintsink egy drammal &tjart, kéralakd, kis kereszt-
metszetd, nem ferromigneses anyaga vezetdt (4. 4dbra). Igazelhato, hogy

ennek 8ninduktivitasa jé kizelitéssel

L=y R l!n ."3-‘3 - 1,?5] PR

A radialls irdnyd erdé (24) lfelhasznaldsivial

: | EERa (R 16 R
F, = 1 1 FIU[[H =]

P |
- = 5 ]
E 2 4K 2 Lokl 4 R
A kerllelre vonatkoziatolt vonalmenti erdsidrdség

K
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{.8=4, &bra, Araomal ALjart gyirdre hatd erd szamitisa

Callh ] e 2 1 16 B
fR'mFR"‘DI'EEﬁ'{l“ d ‘”5]

A gylirit az dtmérds sikja mentén szétszakité erd

ni2
z 2 3 16 R
F= EI fR cos @ R de = uﬂI E[!n— - D.TS]
0

d

A masik felgydrtre ugyanekkera erd hat.

1.8-5. HATARFELULETRE HATO ERG

A testre hatd elekbtromos és migneses erd sokszor szamithatd a test
fellletére hatéd eréként ls, Tekintslk az 5. abran vhzolt elrendezésben
kit kiizeg hatarat., Felbételezzlk, hogy mindkét kizeg a térerdsséegektdl

figgetlen £y és £, permittivitassal, 111. Iy s Hy permeabllitdssal

Jellemezhetd, a hatarfeliilet két oldalén az El [ EE elektromos ter-

erdsseg, il1l. a Bl és B2 magneses indukeid lsmert, a hatarfelllleten

nings feliileti tSltéssdrdség, il1l. vopalmenti Aramsdrdség.

£ [,
I -
By
= Ban :{%;: !BJn
| Al e
B, Ji%ll

1,B-8, abra. Ket kizeg hatarfelttletére hald erd seghatarozdna
Bontsuk fel a térintenzitdsokat tangencidlls és normilis Gssze-
tevdkre. A folytonossagl feltételek értelmében

E 0] = [ . B =B H = H
iy

= E
1t el E O In 2n 1n 2n ° it 2t
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Jeltlje dn a hatérfelillet kis elmozdulasat ra merdleges iranyban. Az
abran vonalkézottan Jelélt térfogatban térolt energla megvaltozasa

(& EE] dA dn

acil
e S

1 2 i 2
di [-2-1.12 “E -2--1.!] HI] dh dn .
A normalls komponenshez tartozd erf szdmitésanal D, 111 B folyto-
nossaga akkor haszndlhaté fel, ha a t8ltést, i11. a fluxust tekint jik

allandénak, ezért a (14), 111. a (2B) értelmében F dn = -dW, wvagyls
n

dF} St oy dF
dA

S 2 o S e e i | S
=idte - e ) By e e ”z]'Bi o Sf1iBe2s)

A tangencidlis komponenshez tartozd erd széamitdésanal Et’ ill. ;I-[t foly—
tonossaga akker haszndlhatd fel, ha a feszilltséget, 111, az Aramot
tekint JUk allandsnek, ezért a (16), i1l a (23) értelmében Fn dn = dW,

vagyis
dF" dF" |
n 1 n 1 2
o Ly - f - P - H : [1.8-26])
- i TGN Y, Ef i S (R ) 2

Az erf a kisebb permittlvitasd, 111, klsebb permeablllitasd kéizeg [(El-
plkusan: a levegd) felé irdanyul. Altaldnos esetben o [(25) és a [(26)
gsrerintl erdket dssze kell adnl, hiszen mindkettd normalis Lranyd.
Gyakorlatilag a legfontosabb eset az, amiker a 2. jeld kizeg ve-
zetd [E2 = 0}, 111. nagypermeabllitésd anyag []-i2 = 0). Ekkor a Lér-

ardsség merdleges a feliletre és

dr dl 3

- L po gl pd ne (1.8-27)

an T

Az elektromos esetre vonatkozd Osszefliggést az 1.8-0. szakaszban, =
sikkondenzatorhoz kapesolédva mar meglsmertilk. A mégneses erdt kifeje-
z8 Bsszefilggés hasznalhaté emelé- &s behlzomagnesek szémitasindl., Ha
példaul B = 1 T , akker F/4 = G.S-]GBN/mE. ami tébb mint négy
nagystgrendde] nagyobb a tlplkus elekbtromos erfinél, Ez az oka annak,
hogy erd kifejtésére szolgaldéd berendezések szlnte klzardlag migneses

alviek, az elektromos eredetd erdknek csak rilkan van szerepo.

104

1.8-6, ERGSORUSEG
Az eddiglekben a testekre hatd erd kifelezést hatdroztuk meg. Gyakor-

1atl szempontbal tdbbnylre erre van szlksép. Az elektromomdgneses tér-
elmélet fogalomrendszeréhez azonban az erdhatés lelrAsénak az a médja
411 kézelebb, amikor bevezetlnk egy f erdstrisépet, amelynek térfogatl
integral Ja az {1letd térfogatra hatd (On. ponderomotoros) erd:

F-J'rcw. (1.8-28)
v

A meglehetdsen hosszadalmas igazelas melldzéstével megadjuk, hogy ha az
g 6z p anyagjellemzfk az elekiromos &5 a magneses térerésségidl
filggetlenck, akkor az erfsdriseg kifejezése

f=pE+JxE-~;—Engadﬂ—%Hzgl‘adp. (1.8-29)

Az elsd két tap az E elektromos térerdsséget, 111. a B magneses
indukciét definialéd F = Q (E + v x B) 8sszeflggés egy mas alakja. Egy
kis &V térfogatra ugyvanis Q = p AV, igy ¢ térfogatra hatd erd

£ oY= p ¥ (E+vxB) =(pE+pvxB) Ay

ahol g v = J az aremsdrdség. A (29) harmadik &5 negyedik tagja a
hatarfellletre hatd erd Altalanositdsa. Ez az elbézd szakaszban kive-
tett gondelatmenet mintdjara lathato be annak feltételezésével, hogy a
dn tavolsigon belill ¢ és p folytonesan valtozik.

Az erosirdség (23) kifejezésébdl j41 lathats, hogy 2 hatar-
felilletre hatd erd iranya ellentétes grad ¢ &s grad p iranyaval,
vagyls a kisebb permitbtivitasn és permeabilitésu kézeg felé iranyul,
amint azt az eldzd pontban is megallapitottuk.

Az 1tt megadott &ltaléncsabb dsszefilggések alkalmazdsara ritkan
van szikség gyakorlatl feladatok megoldasa sorén.

Meglegyezzilk, hogy az erdsirdség kapcsolatba hozhatd a (mechani-
kal) feszlltség Lenzerral., Ennek a relativisztikus adltaldnositas
szempont jabal wvan Jelentésége (energla-impulzus tenzor). A részletes

Largyalas azonban meghaladja keretelnket,
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1.9. FELADATOK
1.6-1. SZTATIEUS £S STACIONARIUS ELEKTROMOS TER
1.9-1.1. Hagy klterjedésd siklap o fellileti Liltéssirdsége Allando.
Halarozza meg az elekbromos bérerdsségel a siklap kizelében,
Hotarozza meg egy Sikkondenzaborban fellépt eleklromnos térepdantp &5 B

tiltés kaposolatat két ilyen siklap torének sruperponalasival.

1.0-1.2. Sikkondenzator lemezei kizdtt levegl wvan. A rakaposolt
fesziilbség habdséra Atités kivetkezne be.

Meggatolhatd-e az aLités, ha az elekirodak kizé egy nagyobb tér-
erégséget is elviseld, a lemezek kizittl tévolsagnal kisebb vastagsagd
srigeteld réteget helyszink el, ha
() = fesziltség adott?

(b) a tBltés adott?

1.9-1.3. Xeresztiranyban rétegezett sikendenzator felilletének

méretel A = 15 mm = 20 mm, az egyes rétegek adatal

d. =6mm, &£ _=4&, @ = 1071 gm
1 ir 1
[a) d2 = 2 mm , £y, B oy ™ 0 LIJ
(b) dz s § mm o, Cyn ® 2., o= 10 S/m .

A kondenzaterra kaposelb FeszOltseg U = 40 kY.

Hatarozza meg az egyes rétegekben az elektromos térerdsséget, az
elektromos eltolast, az aramsirdstget és a feszilltséget. Vazolja fel a
potencialfiggvenyt. llatéarozza meg az elvalaszio felilleten a felilleti
tal Léssldriseget

1.9-1.4. Hosszirdnyban rétegszett sikkendenzator lemezelnek thvol-
saga d = 2,5 mm, = fesziltség U = B0 kV , az egyss rétegek adatal

A, = 150 mm2 . £ =1, o, =0 ;
2 1% ¥ooiag
150 mm~ , B T o fiel T, = 10 SSmo

Hatérozza meg az elekiromas térerdsséget, az elekiromos eltolast

i

¢s az AramsOriséget az egyes rétegekben, valamint a szivargisl dramot.

Ml valtozik, ha n 2. kizeget is ldealls szlgetelfinek tekint jilk?

1.9-1,5. Keaxialls kabel szigetelése keresztlranyban rétegezett.

hz epgyes rétegek adatal
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o= Sommos T o=cl0mmon e o= 4 w10 S
1 2 1r 1 s

r. = 10 mm , r. = 20 mm , =P T, = 10 S/mo.
2 3 2r 2
Hatarozza meg a térerfsség és a potenclal eloszlasat,
(a) az egylk szlgeteldt ldedlisnak Lekinive,
(b)) a megadett kondukblvitasok esebén

1.9-1.86. Hengeres kondenzator belsd sugara r killsé sugara r

1 5
A kiils6 henger potenclalja © , a belsté U . A két henger kdzé egy
harmadlk, U’ potenciald fémhengert helyezink,

Hatarozza meg az r, sugarat és az U' feczilliségel dgy, hogy a

3
gzigeteld mindkét rétegeben ugyanakkors legyen a legnagyebb es a leg-

kisebb elektromos bérerfsség (és igy ezek ardnya is).
1.9-1.7. Oldja meg az eldzd feladatol gimbkondenzatorra.

1.9-1.B. Hengeres kondenzator Ty killsd supara &z U feszilltsége
adott.
Hatérozza meg az r belsd  sugaral  Ogy, hogy a2 legnagyobb

1
eclektromes térerdsség minimdlis legyen

1.9-1.9, Oldja meg az elézé feladatob gimbkondenzalorra.

1.89-1.10. Hengeres kondenzétor szigeteldanyaginak permiLLivitasa:
az r hengerkoordindta folytonos flggvénye.

Hatarorza meg azt az cir) figgvényt, amely mellett az elektromes
térerésség nagysaga a kondenzétorban allandd. Halarozza meg gEEor 2

kondenzdtor h hosszisdgl szakaszénak kapacitasat.

1.9-1.11. Hengeres kondenzalorban az elekbrédak kiizitt Lérfogatl
téltéssirdseg van. Adoll az elektradak kizdtti feszilltseg.

Hatarozza meg
(a) a térerdsség &s a potencial vAltozasat, ha a toliéssOroség 4llandd
(b) a p(r) flggvényt, ha a térerSsség radlalls és nagysaga a sugdrtél
riggetlen.
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1.9-1.12. Gylrd alakd vezetd belsd sugara r, . killsti sugara r, =
= rt + & , téglalap alakd kereszimetszebének szélessége b, homogtn
anyaganak konduktivitasz o

Hatarozza meg =a gylrd rezisztenclajat  kirkdrdsen falyd,
egyenletesen eloszlé aram esetén. AdJon kiizelitd dsszefligpést a « ry

esetére. Milyen feladatok megoldasanal hasznalhatd ez az eredmény?

1.9-1,13. Két elekirodabdbl és a féldbSl A4llé rendszer ch' CIO &g
CZD részkapacitasal adottak, Eredetlleg mindkét elekirdda
tol tésmentes,

FelJezze ki mindkét elektrdda tiltését és potencléal jat, ha
(a)l maz 1. elekiréda é5 = [Bld kize U, fesziiltséget kapcselunk, a 2,
elektroda szigetelt.

(b} o két elektréda kizé U fesziiltsépet kaposolunk,

1§

{c) az 1. elekirédda és = fold kizé U1 feszilltséget kapeselunk, a 2,
elektirddira QE tiltést viszink.

1.9-1.14. Harom elekbrédabdl és a f61db81 All4 rendszer részkapa-
cltasal adobink., Az 1. elektrédinak a CBldhiz viszonyitott U.I feszidlt-
gipe adott, o 3. olektrdda tiltetlen.

Mekkora U, fesziiltséget kell a 2. elektréda és o f6ld kiazd

2
kaposolnl ahboz, hogy Uq = 0 legyen?

1.9-1.15. Negy vezeték kdzti kapacitasok (C,50 Cpq -0os CHQ}
adottak, a fdldkapacitdsok figyelmen kivill hagyhatok. Az i. és a 2.
vezeick kizditl LF12
Felezze ki a 3. és a 4. vezciék kizdtt fellépd U34 fesziilt=egetl.
Lehet=~e ez a fesziliseg nulla? Létrehozhatd-s ez valamilyen

feszillistg adott, a 3. &z a 4, vezelék tiéltetlen.

szimmetrikus elrenderéssel?

1.8-1.13. Egy négytagi szlgetelSlanc a fdldhbz képest U feszlilt-
ségld vezetéket hordoz. A lanc egy taglanak nyllwvan U/ feszilltséget
kell elviselnie. Modellezzilk az egyes szlgeteldket egy-egy C kapacitéa-
50 kondenzatorrral. VYegylk flgyelembe a FBldkapacitast olyan modon,
hogy minden kondenzator és a f4ldelt tartdeszlop kbzé egy C' = 0,2 C
kapacitdsd kondenzabtert kaposolunk (1, abral.
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1.8=1, Abra. HégyLagh szlgeteldlanc helyetbtesite kendenziboral
Mekkora feszllltséget kell elviselnle egy szligeteldnek ennek

figyelembe vételével?

1.9-1.17. Féldelt fémsiktél h tavolsadgban

tiltés helyezkedik el trU « h).
Hatarozza meg a Cémsikon a felliletl t8ltéssdriség helyfiggését é&s

o sugard gimbin O

a téltés merdleges vetdiletétdl r btavolsidgon belll elhelyezkedd dsszes
tsltést.

1.9-1.18. Siknak tekinthet& faldtdl levegében h, = h tavolsagban

1

r, = a sugary, h, = 2h tévelségban r, = 32 sugard wvezeid gimb

i 2 &
helyezkedik el, a kéizeéppontok vetilletének tavolsaga d = dh, (a2 « hi .
Hatiroczza meg = két gimb kiizittl kapacitdst é&s az elrendezés

részkapacitasait.

1.9-1,19. Két, idedlis wvezetének tekinthetd fémlep derékszoget
alkot., Az egvik fémlaptél a, a masiktsl b tavelsagban a derékszigin

beli]l epy o sugard fémgdnt helyezkedlk €l; r, € 8, b . A gbmb &5 2

Q
fémlapok kHzdttl feszllbsdés O .

Hatdrozza meg a gimb t&ltését, a gimbre hatd erd nagysagit és
Iranyat. Miért nem oldhatéd meg egyszerden a feladat, ha a gbmb a dom-

bord szigd részben helyezkedlk el?
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1.9-1.20. EKet vezetd félsik hajlasszdge BD” . A felezdsikban, a
hegyesszigli részben, a sarcktsl &, 111, 2a tavolsagban a sikokkal par-
huzamos, T sugart, nagyon hossza hengeres wvezebdk helyvezkednek a1,

ahaol Ty € a .
Hatdrozza meg a két vezeték h hosszdsasd szakaszédnak kapacltasat.

1.9-1.21. Egy sik félétt levegd, alatta ¢ konduktlvitasd homogén
kibzeg (pl. a tala]) helyezkedlk el Utdbblban h mélységhben T sugari
[rn ¢ h) vezeld gomb helyezkedik el, amelybd]l kifolyd I dram adott, Az
aramhozzéavezelés hatasa elhanyagelhati.

Hat&rozze meg = potencidl &5 Az Aramsdriség vAltozdsat a hatar-
fellileten &s a hatdarfeliilletre merdleges, = gomb kUzéppont jin Ablmend

egyenes menteén.

1.8-1.22. Egy generatort a fogyasztoval egy verebék kit tssre
vigszavezetésként a o konduktivitédsd [(8ldet haszodal juk., A fSldeld
elektrddak tavolsdga h, mélységlk m. A wvezetékkel parhuzamesan b
tavolsagben  egy ugyRncsak mindkét  wvépén  féldelt  masik  vezelék

helyezrkedik el a 2. Abra szerintl szimmetrlikus elrendezésben.

e abra.  Féldalésl  srasek  altal  lairehorall  feszultség  szamitasa
Hatérozza meg a mascdik vezeték wépel kdzitt ax [ dram hatdséra

fellépd feszilltséget

(a) ha az m mélysép nagyon nagy.

(b) altalanos esetben

MIL Jelent "az I dram hatdsfrs” kikdtés? Jelent-e lényeges nehézségel

ha a fildeld elekbrddak helyzetét nem tekint Hik szimmebrikusnak?

1.9-1.23. Az x < 0 , ¥y < 0 tartomanyt o kondukbivitasy kdzeg
{pl. = talaj) talti ki, amelyben az x = -a, ¥y = -b helyen egy
gugari, [ Aramd elektrdda helyezkedik el [r'0 €« a, b), Az ﬂramf
hozzavezetés hatasa  elhanyagolhatd, A tér t8bbl  részét  ldealls

szigetels (pl. levegd) t&1ti ki
Hatdrozza meg o gimbnek a wégbtelenhez viszonyvitolt potenclal jat,
tovabba a potenclal és az elektromos térerdsség helyfiiggését a hatar-

feliileten.

1.9-2. STACIONARIUS MAGNESES TER

1.9-2.1. Két parhuzamos, lgen hesszi, egymastél d tavol=zapghan
levegSben elhelyezkedd vezetdben egyezd lranyi dz negysagn 1 &ranm
folyik.

Hatarozza meg a magneses térerdsség nagységat és [rényat ar egyik
vezetdtdl d/2 téavolsapgban
(a) a két vezetd Altal kifeszitett sikban a vezetdk kHzdtb.
(b] a ket vezetd altal kifeszitett sikban a vezetdkin kiwviil,

[z) e sikra merdlepges, az epgylk veretfn Atmend sikban,

1.89-2.2. Téglalap (méretel: a &5 b) alakd wveretd hurok b
hosszisagd ¢lével parhuzamoes egy lpen hosszi cgyenes vezebd,

Hathrozza meg a kélesiings Induktivitdst, ha az egyvenes vezolLd
(a) a hurok sikjaban helyezkedik el a hoxra kizelebbl oldaltsl d
tavolsaghan.
{b) = hurok sikjatél h tavelsagban helyezkedik el, vetillete o sikra a
kidzelebbi oldalisl 4 tévolsdgra wvan.
Mi hatirozza meg a kilcsindis indukbtivitas eldjelét?

1.8-2.3. Eét parhuzamos kettdsvezeték vezetékparjalnak tavolsdpgs
d] beh b L8 dE .

vezetékek levegében helyezkednek el.

a vezetékek supara ro i1, o {rl,rz P dl ‘dE]' A
Hatdrozza meg a két keblfsvezebék h hosszisipn szakaszanak kifl-

cainds induktivitdsat

(a) a 3a abra elrendezésében, ham=0 , h~ 0

(b}l a 3a abra elrendezésében, ha m = O , h = 0 . THbbféle elrondezés

legetséges h nagysagatsl flggden! )




A ry
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1.8=3., abra. FE4t pérhizacos keblbdzverotek mobnzets
{c) a 3a abra elrendezésében, ha m=0 ., h =0 .,
{d} a 3b abra elrendezésében, ha h > dlfz , ill. ha h < d1/2 2

1.9=-2.4. Egy keltdsvezetél két vezetéke az w = 0 , ¥ = 0 helwen
tz az x =&, ¥ = 0 helyen van. Egy masik kettésvezeték egyik veretéke
az x =0 , ¥ = b helyen van.

Hatarozza meg a masodik kettdsvezeték misodik wvezetékének azon
helyel altal kijeldlt gorkéb, ahol a két kettdswvezeték kilesinds

induktivitasa nulla.

1.89-2.5. MNagyklterjJedésd, az x.v sikban fekvd lemezben o
vonalment.l adramsordség v lraoyd és allandd K értékd.
AdJa meg 8 lemez kizeldben a 2 = a é5 o = -a helyen a magneses

Lérerdsseg €5 a magneses indukclo napysagat és iranyat.

1.9-2.6. Egy » Iranyban d vastagsapd, ¥y irdanyban b szélességl
egyvencs verzeldben egyenletes eloszlésban [ Aram folyik.
Hat&rozza meg a migneses térerdsseg nagysapat és iranpat x flag-

venyehen a wvezetdn beliil és kivll az |%| ¢ b tartomanyra sgoritkozva.

1.8-2.7. Egy kirkereszimetszetd hengeres vezeld sugara a, a veze-
Liben hengeres furat van, amelynek sugara b, tengelyének téavelsage a
vezeld lengelyétél o (o + b < al. & furatos wezetdben egyenletes
eloszlasban | Aram folylk,

Hatarozza meg a furatban a migneses térerdsség derdkszipd rende-
z61t. (Utmutatas. A furat hathsa Ggy is kezelhetd, mint ha ott

ellenkezd kranyd Aram folyna. )
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1.5-2.8. CyOrd alakd magra egyenletesen N szédmd meneb van teker-
cselve (teroid). A gydrd belsd sugara r, . kilst sugara r, . teglalap
alakt keresztmebszelének srélessége b . A kereszimetszet r1 &z PD
kizbbtl részét Bk permeabllitasn kbzeg, o és r, kézbitl részét nem
ferromagneses kzeg télti ki,

Hatdarozza meg a magneses térerdsséget és a magneses indukeldt a
sugar fUggvényeként. Felezze kl a tekercs &Sninduktlvitasat, Hogyan
valtozlk ez, ha a két kizeg helyét feleseré] jik? Milyen feltételek
mellett maradnak érvényesek eredményeink, ha a tekercselés nen

cgyenletes, hanem a gyird egy rivid szakaszdra koncentraladik?

1.9-2.9. Homszi egyenes vezetSt koaxlidlisan téglalap kereszi-
metszetd, nagypermeablilitdstd pgydrd wvess kiridl, sugarsi rl b T
magassiga h . A gylrdre N szami menet van tekercselve,

Hatérozza meg 8z egyenes vezeld &35 a tekercs kilcesdnis indukbivi-
tdsat. Hogyan valtozik ez, ha az egyenes vezetd a pyird belsejében, de

nem annak tengelyében (excentrikusan, ferdén) helvezkedlk el?

1.9-2.10. Egvencs tekercs adtmérdje d = 20 mm, hossza 1 = 200 mm.
menetelnek szama N = 50 .

Hatarozza meg kidzelitdleg a tekercs L &Gninduktivitasat, ha nlnes
Jelen ferromigneses kizeg., Mlért nem oldhato meg a feladat elemi dten,
ha a tekercs d atmérdjd és 1 hosszasago, pr permeabllitdasd ecgyvenes
vasmagra van csévé]lve? Milyen elrendezésd wvasmag esetén hatarczhatd

meg ar induktivitas elfogadhats kiézelitésben?

1.8-2.11. Téplalap alakd vasmag kizépvonalianak meretei a = 100 mm
€s b = 200 mm, a keresztmetszete A = B mm = 10 mm, 'az Allandsnak
tekinthetd relativ permeabillitas Boo= 4000 . A vasmagra SZOrosSan
tekercselt menetek szama N = 500 .

Hatdrozza meg a vasmagban a mapneses térerfisségel, a magneses
indukelst &3 & fluxust, bLovabbd A tekercs Bninduktivitasat.
Befolyfsol Ja~e az eredményeket, ha  nem feltételezzik, hogy &
Lekereselés szoros, 111, hogy egyenletes? Ervenyesek-e eredmnénys 1nk,

ha a vasmag keresztmetszete A = 2 mm = 40 mm 7




1.9-2.12. Az elézd feladatban szerepld vasmagon egy hl1 = 00 és
Ry N2 = 400 menetszami tekercs helyezkedik el.

Hatdrozza meg mindkét tekercs Sninduktlvitésat és a kblosdnds
indukbivitdast (mi szabja meg utébbl el8)elét?) és a  csatolasl
tényezdt, Befolyfisclja-e az eredmények wvalamelylket a két tekercs
helyzete (pl. a vasmag ugyanazon a részén vagy viszonylag tavell

réazeln helyezkednek ¢l)7

1.9-2.13. Az eldzd poldaban szerepld vasmagban egy § = 2 mm hosz-
srishgl légrés wvan.

Dldja meg awr elészd két feladatot. Befeolydselja-e az eredmény
pontosségit a kereszimetiszet oldalviszonya? Alkalmazhatd-e az egyszerd
szanitasi midszer, ha = légrés mérete &' = 10 mm vagy még nagyobb?

1.9-2.14. A vesmeg adatal megepyeznek az eldzd példdékban szerep-
l6kkel (légrés nélkll vagy légréssel ).

Gondolja meg az elézd feladatok megoldasinak menetét, ha a wvas
permeabl 1itésa nem teklipthetd Allandonak, hanem B és H killcsdnisen
egyérbékd nemlinedaris kapesolata graflkusen adott. M1 a teendd, ha a
vasanyag B = B{H) alakd wvagy I = H(B) alakd expliclt Clggvény-
kapecsolatn adett? ML az eljaras, he a p o= p(H) = B(H)/ H vagy pedig a
po= {B) = HIB) B expllcit filggvény adott?

1.9-2.15. Egy ket ablakos [harom oszlepos) wvasmag Jobb oldall
oszlopfban rivid légrés van, Adotiak a vasban a kizepes erdvonalhosz-
szak, 2 kereszlmetsrzetek éz az &llsndénak btekinthetd permeabilitas.
Eldirt a légrésben létrehozandé mégneses indukcis.

Hatarozza meg a szikséges aramerfisséget, ha
[a) esak ar egyik oszlopon wvan egy N menetszdmd tekercs; ez 3
lehetdség, kdziilik 2 hasonlé.
1 ill NE menetszaml tekercs, amelyek sorosan
vannak kapcsolwva; ez 3 lehetdsép, kizilik 2 hasonld, meggondolandék a

[b) két oszlopon van M

tekercselésl Irianyok st
{e) mindhirom oszlopon van Npo Ny 1100 N, menetszdmd tekercs, amelyek
sorosan vannak kapesolva; meggondoladsk a tekerceselési iranyok 1s!
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1.9-2.16. Gondolja meg az eldzd feladat megolddsanak menetét, ha
a vasmag az 1.9-2.14. feladatban lelirt mbddokon Jellemzett,

1.9-3, ELEKTROMAGNESES TER

1.9-3.1. Homogén magneses térben egy téglalap alakd vezebd keret
{méretel: a &5 b) forog az lndukclovektorra merdleges tengely kéril
4llandd w szigsebességel

FeJezze ki az indukdlés révén a kereb wvégel kizétt felléps
Teszilltséget, ha
(a) a magneses tér lfdében 4llandé és ha a t = 0 liddpontban a keret
sikja mertleges az lndukeid vektorra, ill. ha parhuzamos azzal.
{(b) a magneses indukcid B = Bm cog @b szerint valtorik és he a t = O
iddpontban a keret sikja merdleges az indukeio wvektorra, ill. ha
parhuzamos arzal.
(c) & magneses lndukcid B = Em cos 4wt szerint valtozik és ha a £t = 0O
iddpontban a keret sikja merdleges az indukceld wektorra, 111, ha

parhuzames azzal

1.8-3.2. Egy végtelen hosszinak tekinthetd egyenes vezebd és egy
vonalszerd vezebfbSl Allé, téglalap alakd, maldnem =art hurok kizbs
sikban helyezkednek el, a téglalap a, 111, b hosszusagu oldala az
egvenes vezetdvel parhuzames, 111, arra merdleges, A wvezelik nem
keresztezik egymast. Az egyvenes vezetdben allandd I aram folyik.
Hetérozza meg a hurok nyltott végei ki#zbtt fellépd feszlltség
idéfiggvényét és polaritésat, ha
[a) a hurck allands v sebességgel mozog sajat sikjaban, az egyenss
vezetfire merdlegesen, attdl tavelodva,
{b]l a hurck &llandd v sebességgel mozop sajat sikjaban az egysnes
vezetdvel parhuzamosan.
{c) a hurck &llandd w szégsebességgel forog az egyenes wvezetd mint
tengely kiril
(d) a hurok 4llandd w» szigsebességgel forog az egyenes vezetdvel
parhuzames szimmebrinegyenes mint tengely kirdl.
(e) a hurok allandd w szégsebességgel forog az egyenes vezebdvel

parhuzamos egyik oldala mint tengely kordl
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1.9-3.3. Tekintse ar eldzd feladat szerinti elrendezést,
Hatarozza meg a keret wvépel kizétt fellépd fesziltsépet, ha az
aram g kirfrekvenclaval szinuszosan valtozik, a keret
(2] nyugszlk, slkjanak szige adott,
(b) w

2
riacgyenes mint tengely kdrll. VizsgdlJa a kezdSfazls és a kezdetl

sztigsebassdégpel forog az egyenes vezetdvel parhuzamos szlmmet-

helyzet, valamint az w1/u2 viszony habtasat,
1.9-4. EMERGIA ES ER{

1.8-4.1. Sikkondenzator elektradal kizttti tavolsag d = 2 mm , az
elekirddak fellllete & = 20 mm =« 20 mm, =8z elektrodak kozotti
fegzliliség U= 4 KV .

Hatéarczza meg az egyik elekbrddiara hatd erdt, ha
{a) & szigetelfanyag levegd,
(b} & szlgetelfanyag porceldn tcp = B].
{c) a szigetel8anyag porcelan fer = B}, de a porcelan és az elekbrada
kizitt egy d1 = 0,1 mm, £11. dH = 0,2 mm vastagsagd légrés wan,

1.8-4.2. 0ldja meg az eldz8 feladat (b) &s (o) részét, ha a por-
celént a felliltitt, majd a fesziliségforrasral levalasztoll elekbrd-
dak kizé helyerzik,

1.9-4.3. Gimbkondenzator PE

belsd sugdr azon érbékél, amcly mellett

killsd sugara adett.
Hatarozza mep Az ™
eléirt EH maximdllis elektromos térerdsseg esetén
(a) a kendenzétorra maximélis fesziiliség kaposolhata.
(b] & kondenzédterban maximiliz energiz térclhats,

1.9-4.4. Gimbkondenzator permitblvitésa az r gombkeordinata figg-
vinye,

Hetdrozza meg axt az e(r) flggvényt, amely mellett az
energiasiriség a r-t8] fliggetlen, Hatdrezza meg ekkor a kapacitdst, ha

a kondenzdtor belsd és killsd sugara adobt,

1.8-4.5. Oldja meg az eldzé feladatol hengeres kondenzatorra,

ill. annak h hosszisdgd szakasears,
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1.8-4.6. A térfogati tsltéssrlség egy rp sugard gimbin belil

allandé P értékd, azon kivill nulla.
Hatarozza meg az elektromos térerdsséget és az elektromos poten=-

pialt az r gimbkoordinats filggvényeként, a wvégtelen tavell pomt
PatcncjﬁldﬁL nul lannk valasztva, Hatarozza meg a tarolt energlat az

energlsiriséggel &5 o potenciallal ls.

1,9-4.7. Oldja meg az eldzd feladatot, ha a glimbdn bellll a tél-
teselrdség plr) = ph-r/rﬂ szerint vaAltozlk. :

1.9-4.8. Koaxlalls kabel erének sugara ry kdpenyének belsd, {11,
kiiles sugara r_, ill. r.. Az ér &s & kipeny nem ferromignsses, konduk-

2' 3
tivitasuk oy 1 | A Ty Az eret Ty Sugara, K relativ permeabilitésa,
7 konduktivitasy réteg burkel ja {rl < r'ﬂ < rgl, Az érben éz a burkelé

rétegben egyenletes eloszlasban dsszesen [ aram folylk, = kipenyben
egyenletes eloszlasban, ellenkezd irdanyban ugyancsak 1 dram folylk.
Hatdrozza meg » magneses Lérerdsséget és a magneses lndukeldt az
r hengerkoordindta flUggvényében, Hatdrozze meg = kabel h hosszisagi
grakaszaban tarolt mAigneses energlat. Yan-e olyan Mo o pmely mellett o
ferromagneses rétegben  tarolt  energla a  teljes energla fele?
(Otmutatas. Az érben és burkolatdban az Aramslrség nem ugyanakkoral! )

1.9-4.9. Fgy koaxlalls kabel idedlis vezeldnek tekinthetd erének,
ill. képenyének méreteti ry = 4 mm, i11. Ty = 10 mm és= ry = 12 mm. A
szigetelfanyag Jjellemz8i £ = 4, g = 1. A kabel feszilltscége, 111

T
arama =300 ¥V , I = 20 A& .

Hatarozza meg &s vazolja az elekiromos és & magneses bérerdsseget

#s a Poynting vektort s szigeteldben,

1.9-4.10. Végtelen hosszinak tekinthets egyencs vezetfben 1, dram
folylk, Ettél d téavolsdgban helyezkedik el egy négyszigletes keret

tengelye, amelyben I, #dram folyik. A kereb Lengelylranyt mérete b

2
erre merdleges mérete a [ d > a/2). A keret sikja a vezetd &s a
tengely Altal meghatarozobt sikkal ¢ sziiget zdr be. A kILEILS kizeg

levegs,




Hatarozza meg a kerclre hatd erdnyomatékot a ¢ szig Migevényében.
Milyen helyzetben wvan a keret stablills wvagy labills egyensulyban?
Milyen helyzetben van az erdnyomaték nagysaganak maxlimuma, flge-e ez a
méretvisronyoktsl?

1.9-4.11. Egy lemez alakid hosszia vereld kereszimebszetl méretel a
és b, ahel a « b . Eét llyen vezeld Ltengelye parhuzamos, kbzéppont jalk
tavolsaga d (d > bl, dramuk egyezd nagyséagia ¢s ellenkezd Irényd,
Mindkét dram eloszlésa egyenletes, (Ha a lemezek kizel wvannak
ecgymishoz, akkor ennek feltételezése nem tel jesen jogos. )

Hatarozza meg a felléps erdt, ha
{a] & lemezek hosszabb oldalal parcnként egy sikban vannak.

[b) a lemezek révidebb oldalai paronként egy sikban wvannak.
{c) az egyik lemez hosszabb oldaldval pArhuzamos szipmetrisikja egybe-

esik a masik lemez révidebb oldaldval parhuzames szimmetriasikkal.
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2. SZTATIKUS ES STACIONARIUS TEREK

Noha a valédl folyamatok mindlg valtozmak az idében, seok gyakorlati
feladat kielégits pontosséggal modellezhetd sztatikus, 111. staclonari-
us, azazr ldében 4llandd elektromos vagy magneses térkeént. Az ily mbdon
szamitott kapacitas, konduktlvitas wvagy Induktivitas valtozatlanul
vagy némi korrekeiéval felhasendlhatd iddben valtozd folyamatok wvizs-
galata soran is.

Fbben a részben elsfdsorban a Feladat matematikai alakjinak meg-
fogalmazacdval foglalkozunk, a megoldast csak speclalis feltetelek
mellett targyal Juk. Néhany elemien megeldhatd feladatot az 1.7, feje-
zethen mar wvizsgaltunk, a szamlbogépes modszerek bemutatisa pedlg

kivil esik kerebtelnken.

2. 1. SZTATIEUS ES STACIONARIUS ELEKTROMOS TER

2.1-1. ALAPEGYENLETEK
A myugve toltések altal létrehozott sztetikus elektromos teret leird
egyenletek linearis, lzotrop és térrészenként homogén kizegben [(wi,

1.6=4. szakasz):
roat E=40Q , divD=p, D= E ., (2.1-1)

ahol £ a kizgeg permittlvitdésa, amely feltélelezésiink srerint térré-
szenként allands skalar., A vizsgalt telles bLérrész peremét wvezetd
testek hatarel k. A szlgeteld kizegeket idedllsnak tekintjik, ezért
felllet! tdltéssdristég csak a vezetdk fellletén lehet. A folytonossagh

111, o peremfeltételek ennek kivelkezboben

kit szigeteld hataran EEt ™ Eit i €y LG =g E.. |

vazets felilletén E, =0 (2.1-2})
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Az idében allandd dram 4ltal létrehozott staclondrius elektromos

Lteret leiréd egyenletek olyan lipearis, izotrop kdzegben, amelyben be-

iktatott elektromes térerdsség nilncs (1,6-4. szakasz):
rot E =0, div J =0 , J=g E, {2 1=3]

ahol o o kbzeg konduktivitdsa, amelyrél feltételezzik, hegy Lérrészen-
kénl allandd skalér. A vizsgalt teljes térrész peremél ldeallis vezetd
vagy ldedlls szigeteld kizeg hatdrolja, A folytonossagi, 111. a perem-
feltételek tehat

nem idedlls kézegek hataran EzL = E v ., E. =a E "

ldedllis vezetd feliletén E1t =0,

idedlis szligeteld feliilletén Ein

1]
=

(2.1-4)

Lathatd, hogy a két feladatksr matematikallag egy Altalanosabb
feladat kel specidlis esetének tekinthets, czért célszerd epyiitt
tarpyalnl &ket.

A vektoranalizlisbdl lsmeretes, hogy barmely olyan E = E(r) vekbar,
mmely kielégiti mn rot E =0 egyenletel, Telirhald epy ¢ = pir) skalér
pebencial (negativ) gradlenseként

{__ Es -grad ¢ . (2. 1-5)

Bz nyilvan szlkstges, mert rot E = -rob grad ¢ = 0, de lpazolhaléan

elegendd is, awzaz birmely rvénymentes E-hez tarlozik alkalmas oA
negabtiv eldjel azt fejeri ki, hogy a térerdssepg a kisebb potencial-
értéki pont felé mutat. Ez a potencial mepegyezik ar 1.7-2, szakaszban
haszrnélttal, mert két pont kiedtti fesziiltség a gradiens télel értel-

i b i SR
22
UIz = | Edl = J[-grad gl dl = [—w[rl] = w[r]} - @(rEJ
21 "y 1
vagyis megegyezik a potenclalok killonbségével és fiiggetlen az Integra=-
ciés attal. Ezzel az E vektorfilgeveény meghatarozdsanak feladatat

visszavezeltilk a y gka arflgpvény meghatArezasanak feladabira. A

skalar polencialera vonat kozd egyenletet a div Ds o, 111, adiv J=0
egyenlel szolgaltat ja
div D = div (cE) = ¢ div E = £ div [=grad @) = -¢ Ap
ahol & = div grad a Laplace aperator. Ennek Descartes koordinalakban
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részletesen felirt alakja

2 2
g E e (2.1-8)
= E 2 2
Fi [ day az
A skalar potenclalnak tehat a -¢ &p = p Polsson egyvenletot (Laplace-

Polsson egyenletet) kell klelégitenle mlnden kiizegben, Az l-edlk &5 a

7 = s SUlL, i Lt
J-edik kizeg A, hatarfelllletéen th E}t blztosan tel jesill, ha o

1) i
teljesiil, mig nn = g En kifejezhetd ¢ felilletl normalis sze-

LUy
rintl derivaltjaval. Az idealls vezetf Hk felilletén Et akkor és csakls

akkor nulla, ha g a felilleten allands. Usszefoglalva a megoldands
differencialegyenletet ¢s & hatarfeltételeket:

1

= = e g

b € Fy i

dip g
=g £ oe =l t rehn
?y i g i1 a”LJ J Enld J
= reA , (2.1-8)
P= WR ; k

ahol (1. az 1. abrat)

Vl az £ permittivitaso kizeg altal elfoglalt térfogat,
ﬂiJ a vﬁ éa B ¥J térfogal kizts hatarfelllebe,

hk a k-adik elektrdda hatarfelllete;

adott a p, = plir) térfogatl toltéssirdség és az elektrédak &  poten-

clalja, meghatarozandsd minden g, = ¢1[r] potenclalfiggvény. A leghibb

gyakorlati esetben térfogatl tltessdrdség nincs, tehal plr) = 0 Az
igy adédé A ¢ = 0 egyenlet neve Laplace egyvenlet,
=0 A
A 4 i
FE n_a
= Py ’ A?
i
G o
@0 ) o4,
2:1-1 abra Térraaronkant Al landd permblbt lvitdad, bk, kondukt lvitaso

kibzeg Lérrdszel éa hatsral
A staclenarius elekbromos btér alapegyenletel czzel teljesen ana-
kondukbtlvitas lirandd.

logak, ecsak az £, permittivitas helyére a o,
Lehet tovabba olyan - esetleg nem dsszefliggt - A" peremfelllet, ahol a

kiizeget idealis szigeteld hatarelja, Itt az aramslriség normdlis kom-




ponense nulla. Osszefoglalva az egvenletet és a hatarfoltételeket:

: O
4 wi =0, r & Ui
B, Gw]
w,o= @, T, — BF, m——— r € A =
I
J i 3nlJ 2 ﬂniJ i]
g ¢k ¥ r e ﬁk ]
3¢1
= k =
-51-1-1- U’, reA . l {2.13.:'

Az olyan peremfeltételt, amelyiknél a potencial, 111. annak nor-
milis szerinti derivaltja eldirt egy feliileten Dirichlet, 111. Heumann
tipusi peremfeltételnek nevezik., Elektrosztatikus feladaboknal is eld-
ferdulhbat homogén Meumann tipusd peremfeltétel, ha sximmetriameglfonto=
lasok alapjan tudjuk, hogy egy feliilet az erdvonzlakkal parhuzames.

Eléfordul, hogy egyes Hk fellletek 4llandd € potencldl ja nem

k

K Ltoltése, 111, Ik Arama.

Ez a feladat az clizire visszavezethet#, de megoldasa rendszerint
kidrlilményesabhb,

lemert, wiszont adott a zért felillet teljes 0

Ha mar lsmerjik a feladat megoldasat Jelentd ¢lr) potenclalt,
akkor az Elr) térertssép gradiens képetssel egyszerden szamiihalbo.
Ennek lsmerebében meghatarozhatéd az elektradak e E(r) fellilet! té]bés-
slrisége, ill. ¢ Elr) dramsirdsége. Feliiletment! integralassal sza-
mithatd az egyes cleklréddk téltése, 111, Arama. Erek utan mac me =
hatarozhatd a kapacitas, 11l.a konduktancia, Altaldnosabban & rész-
kapacitasok, 111. =& részkonduktancifk. MNumerikus szamitds esotén

utsbbiak meghatirosisdhoz a feladatob tébbsedr meg kell oldani.

2.1-2. A PDISSON EGYENLET ALTALANOS MEGOLDASA
Tekintsilk a kivetkezd elektrosztatlkus feladatot,

A teljes V térfogatban a homogén kizeg permibtivitasa ¢ . Adott a
P = plr] térfopati téltessirdség, Keresett a ¢ = plr) potenclalfige-
vény, amely kielépiti a

bgp=-=np (2, 1-9)

Polsson epyenletet. Peremfeltételként o petenclalnak a wégtelenben
nullahoz kell tartania,

Fizikal megfontolas alapjan a megoldas a kilvetkezSképpen allithats
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e =L F

el&. Az r' helyen lews dV' térfogatban helyet foglaléd dQ' = plr') 4V
pontszerinek tekinthetd téltés az r helyen (1.7-8) értelmében

S (o A
deir) = Ane  |r - ¢

potencialt hoz létre (2. abra)., A teljes potencidl ezek szupsr-

pozicléjival, azez térfogatl Integralassal adédlk:

1 ele') gy

;‘g[p] = ThE i (2. 1=10)

Em |pr' - p| .

Célszerdl lehet killén valasztanl a fellletl téltéssdrdségkeént fellepd
tHltést. Ekkor a potencidal kifejezése (amelybeni p a valéban térfogati
Liltessardséget jelentl, amely rendszerint nullal

~.4 elr'] ; 1 alr] i
plrl = g I R dv' + i I i da

W A

(2.1-11]

A potenclalflgevény kifelezését szokdsos a kettdsrétegsk aleal
1&6trehozobt harmadlk tagpal is klegésziteni, A flzlkal megfontoléassal
elsallitotl megoldas a Green tétel felhasznalfsdaval mabemetlkal uten
{5 elédllithatd, ezt azonban nem targyal jul.

Sok elrendezés sikprobléminak tekinthetd, ami azt Jelenti, hogy
egy kitintetebtt lranyban (valasszuk ezt z=tengelynek] nince valtozas,

vagyis a tiltéseloszlas nem [ligg a = koordindtatsél. Exz a kbzelités
természetesen nem alkalmazhatéd abban o kérnyezetben, ahol a végtelen
hosszanak tekintett elrendezésnek “"eleje" és "vége” van, A polencial

kifejezése ilyenker (1,7-1B) értelmében

1 : L i ] ; o L
plr) = mf plr'} ]nﬁ da’ + EEEJ{F{T‘J in B i
A 1
ir' - rl most a z-tengelyre merdleges sikban helyez-

(2.1-12]
shel r', r és R =
kednek el. Az A = szigeleld kizeg kereszimetszete, 1 a vezetd konturja

ebben a sikban.

N sgpin g A

A= g (#) ay’
"=~ R _WFJdF, -

ofq'

2.1-2. abra. A Polsson egyonlet altalanos megoldieshor
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2.1-3, AZ ALTALANOS MEGOLDAS ALKALMAZASA

A Polsson egyenlet Altslénos pegoldisa kizvetleniil ritkan alkal-
mazhatd, mert a Léltés eloszlédsa nem ismert. Ebben a szakaszban
bemutat juk két kizvelett alkalmazasat. FEzek kizds Jellegrelessége,
hogy a végeredmény egy, a laplace cgyenletet klelégits potenclalfige-
veny, amelynek flzlkal tartalma nem is lényeges, Ennek kévetkeztében

alkalmazhatéd staclondrius elektromos tér meghatarozasara ls.

2.1-3.1. VYisszavezotés egyszerd feladatokra
Valasszunk egy dnkényes tiltéseloszlast. Hatarozzuk meg (10) alapjan

az ehhez tartozé plr) potencialflggvényt, majd a ¢(r) = & eckvipoten-

cialls feliileteket. Ezzel rendelkezésiinkre 411 egy ulyai a Laplace
egyenletet  kielégltsd potencialfigevény, amely ismert feliileteken
allandd. Kelld szamd ilyen megoldést fdsszegyfjtve reményink lehet
arra, hogy adott alakl elektrédik esetéen van olyan potenclalfiiggvé-—
nylink, amely az elektrédakon dllandd, vagyis az elektrosztatikus vagy
stacienarius elektromos probléma megoldésat adja.

Ezt a modszert mar alkalemaztuk az 1.7-1. szakaszban., A pontszerd |
111, a vonalszerd tdltés ekvipotenclalis felilletel koncentrlkus
gombik, 111. komxidlls hengerek. Ennek Felhasznaldsaval széamitobiuk a
phmbkondenzator, 111, a koaxldlls kabel wvagy a hengeres kondenzabor
erdterét, kapacitasat, konduktlvitasat. A tUkrizaes is ilyen médszernek
tekinthetd.

Néml szamitdssal igazolhalsd, hogy az ekvipotencialis feliiletek
= wviéges hosszlsdpld vonaltbliés esetén kKonfokalis forgési ellipszoldok;
- ceyik  iranyban  wvégbtelen wvonaltéiltés esetén konfokalls forgasi
paraboloidok;

- egy egyenesbe esd, epyik lrdnyban végtelen, +g ill. -g vonalmenti
téltéssirdségd vonaltiltés esetén konfokalis forgasi hiperboleidok;

= kél parhuzamos, végtelen hossziségn, +gq ill. -q vonalmentl t&1ltési-
riségld venaltéltés esetén kirhengerek (metszetilk Apolléniesz féle
kirsort alkot)

Az utolsénak emlitett példa alapjin szamithat juk két parhuzamos,
tetszdleges sugard hengeres elekbréda sztatikus vagy aramlas! terét,
kapneitasat vagy kondukisnpe lajat, a fellépd legnagyobb térerdsségel,
Mazik alkalmazasi lehetdség egy tetsziileges sugard &5 tébb klssugars
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parhuzamcs hengeres elekiréda elekiromes terének szamitdsa (tlkrizés
hengeren). Eleml médon térgyalhatd egy tetszdleges sugara és tdbb kis-
gugari gimbalakd elektroda tere 1s. Ket tetszdleges sugard gdmbalakn
elektréda tere wviszont nem irhats le viéges szamdl pontszerd Ldltés
perének szuperpoziclsjaval.

A felsorolt példakbsl lathatd, hogy a leirt elards alkalmazas)
lehetéségel szikek, ezért nem targyal Juk részletesebben,

2.1-3.2. Az integralegyenlet megfogalmazds alapgondolata
p Laplace egyenletet homegén kiizegben kielégitd ¢lr) potencialfiggvény
slvileg kénnyen eldallithaté, ha ismerjik ez elekirédakon = olir)

felilleti t#ltéssirdséget. A (11) értelmében

ame |
A

Ertelem srerinti a sikproblémére a [(12) alapjdn felirhatd alak.
valdjaban elr) nem lsmert, de elSirt plr) minden elektrédan.

o J CaC.lb PPN (2.1-13)

Fejezzik ki (13) alapjan minden elekiréda egy tetszlleges pontjJara az
adott potenclalt, akker a elr) flggviényre linedrls integralegyenletek
rendszeraet kapjuk. Ennck megeldiasa zdrt alakban csak ritkan lehetsé-
ges, de felhaszndlhald kizelitd szémitésra o kivetkezd mbdon.

Osszuk el az clektrddak felitletét olyan ﬂﬂi felliletelemekra,
ame lyekre a wi feliletl téltéssdroséeg allandénak tekinthetd, tehat az
integral jel alél kilemelhetd. Az integral most mir geometriail jellegd,
igy szamitdasanak nlncs elvi akadalya, habir tibbnyire csak numerikusan

végezhetd el. [rjuk fel mindsn ﬂAi felilletelem kdzéppont jara adott

wi potencial jénak kifejezését., Ezzel egy linedris pgyvenletrendszert

kapunk o o, felilleti t&ltéssdridségekrs. Az epylitthatok a

i

S N (1.2-14)
Tei = dme I TR iy
ﬂhi

integralok, ahol rk az adott potepclald pont helyvekiora, r' pedlg a

.ﬂ.ﬁi fellleten mozog, A k-adlk felilletelemtél és szomszédalisl elte-

kintve r' = p, allanddnak teklnthetd, tehdt az integralas szorzdssa

|
egyszerisddik, KUldn megfontolast lgényel Tkk szramitisa, de ezt nem

reszletezzlk.
A llnearls egyenletrendszer megeldasaval az lsmeretlen felliletd
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tiltéssdristgek meghatirozhaték, Erutan a  (13) alapjan barmely
pontbell potencial, 111, hasonlé  madon barmely pontbell térerdsség
elvileg egyszerden szamithals.

Az Integralegyenletek midszere altalénosithatd arra ar csetbre is,
amikor a perem egy részén Neumann tipusd feltétel wvan eldirva, wvapy
amlkor n kizeg nem homogén, Numerlkus okbél célszerdbt lehet n vezetd
felilletén fellépd térerdsségre vonubkozd, valamivel bonyolultabb alaka
integralegyenlet elSallitisa ég kizelltd megoldasa,

A diszkretlizdlassal elkévetett hiba annil kisebb, minél finomabb
feloszbtast alkalmazunk (vagylis minél tdbb ismeretlent vezetiink be) &g
minél inkébb siknak tekinthetsk o ﬁAi felttletelemek. A viszonylag
egyszeribben kezelhetd kétdimenzids feladatok (eikprobléma, Forgas-
szimmetrikus elrendezés) megoldasans) Jelentkezd kisebb médositasokat

nem Largyal juk.

2.1-4. A LAPLACE ECYENLET GRAFIKUS MECOLDASA

A szamitdgépek elterjedése elélt g grafikus &s a modellezési el Jardsok
voltak az egyediliek, amelyekkel altalanos (pl. szabalytalan peremd)
feladatok megoldhaték wvoltak, Ma mar Jelentéségik  Jjéval kisebb, de
egyszerdsegik mlatt mégls hatékonyak, A graflkus el Jaras alknlmas colss
Lt jekozddasra ¢s a végerednény szemléltetésire |s,

A prafikus e] Jards az ekvipotenclalls felliletek oz az erdvonalak
szerkesztésel  Jelentd, Gyakorlatllag csak  kétdimenzlos feladabok
megoldasara alkalmas. Csak a homogzén kiizeg &5 a sikprobléma esetét
targyal Juk. Az el jaras forgasszimmetrikus esetre is altalanosithats,

Tételezzilk fel, hogy a 3, abran lathats sikprobléms ekvipobencia-
liz girbél é&s erdvonalat helyesen vannak mzgrajzolva, Ez azt jelenti,
hogy a szomszédos ekvipotencidlis feldletek kﬁzﬁ{t ugyanakkora a Ag
potencidlillinbség, ar  erdvonalak az  ekvipotencialis feliletekre
merdlegesek, sdridségik aranyes a térerdssegpel. Ekkor két erévonal
kizbtt ugyanakkora a A¥F = E-] s elektromos fluxus. A tererdsség ezért
barmelyik pontban ketféleképpen s kife jezhets:

pow OE . o
Enime gl ey

Ezek szerint a An/ts viszony Allandd, Célszerd ezt ecgynek valasztani,
Az dbra akker wan helyesen megszerkeszive, ha az ekvipotencialls

girbék &5 az erdvonalak mindenitt merdlegesck egymasra, tovabba
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(Z.1-18]

4 Frt2og
< @irhy
&7y

2.1-3, Abra. Az skvipotencialla  gorbék dn aZ erdvanal ak rendazars =ik~

probléma ecostdn
Az abra tibbszirl probalgatdssal szerkeszthebd meg. Az adott

potenciald  elekirédik  kirnyezebtében anz  ekvipotencialils girbék az

elektrédak alakjahoz hasonlitanak, A szlgeteld hatar kizelében az erd-

vonalak alakja becsiilhetd jol. Célszerd lehet eldszér durva halot

készitenl, majd ar igy kapott girbéket helyesnek elfogadva az Abrat =

lényeges részeken finomitani
A helyesen megszerkesztett abrabsl a térerfsség cgy pontban

oF (2.1-18)

E= =& |

an

iranya az abrabsl kiolvashats (a kisebh potenclal felé mutat).

Egy elektrdda tBltését az &t burkold barmely ekvipotencialis

felillet mentén szamithat juk:

e P "E.e.si

& W bk ok

Q=js];1dsm=£c -ﬁﬁixasl-cwlz &,
-] 1=] =1

nhol NF az erdvonalak szama, Mivel bsl = ani mindenlitt, ezért az |1

hossrusagn srakase § téltésének, 111, 1 Arananak kifelezdse
=zl NE hp , I =e1N. bp. (2.1=17]
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Ezek utan szamithald a kapacitas, 111, a konduktancia, L&bb elektréda
esetén a részkapacitasok, 111, a részkonduktancisak.

2.1-5, A LAPLACE EGYENLET MEGOLDASA RACSMODSZERREL

2.1-5.1. A rdcamddszer elve

Az elektromigneses felndatok megoldédsanak hatékony mbdszerel numerikus
el Jirdsoken alapulnak. Ennek sdran az lsmeretlen figgvénylek) meghatf-
rozasa helyett nagyszamd ismeretlen szamérték meghatarozdasa a felada-
tunk. Ezek a szimértékek kizelitSleg meghatfrozzdk az ismeretlen
filggvényt. A keresett szamériékeknek lehel fizikai tartalmuk {pl. =
mar emlitett Integréalegyvenlet médszernél: =z Telilletl tdltéssirises
bizonyos pontokbaen), de lehetnek abszirakt Jelentésdek is (pl. ey
fillggveénysor egylitthatél). A gyakorlatban alkelmszett el jirfisok soran
az lismeretlenekre valamilyen kiizelités! elv alaplén egy linesaris
egyenletrendszert allitunk elé., amelyet szamildgép felhasznaldsdval
oldunk meg. Fejlettebb médszerekné)l az epyenletrendszer eléallitasa is
részben vagy egészben a szamilégép feladala.

A sokféle mbdszerrd]l még felilletes attekintést sem kiinnyd adni.
Ebben o szakaszban a laplace egyenlel megoldasara egy olyan médszer
legegyszerdbb vallozabab mubaljuk be, amelyet egyszerd megériond és
alkalmaznl., A gyakorlatban ennél hatékonyabb médszerckel  alkalmaznak
[pl. o végeselemek, az dlelemek vagy a peremelemck mbdszere). Ezek
Largyaldsa azonban meghaladja kerebeinket,

Tekintsilk feladatunknak azon ¢ = ¢ir) Figgvény meghatarozasat,

amely (homogén kézegre szoritkezunk) kielégiti a

dp =0, roe Y,
g=10, reh,
ap ;
A R (2.1-18)

Laplace egyenletet, tovabba a Dirichlet és a homogén Neumann tipusn
peremfeltételt. A ¢ = &(r) flpgveny az A felilleten adotb, az n az A'

felilletre normalis lrany.

Feladatunkat kizelitdleg megoldolbnak tekinl jik, ha elég sordn
valasztott Py v Py ry Pontokban legalabb kizelltdleg meg tudjuk
hatdroznl a

P = m{rk} g my o K (5.1-189

racspontl potepcidlértékeket,
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& racspontok &s azx altaluk kifeszitett racs sokféleképpen meg-
valaszthatd, A kivetkezdkben a lepegyszerdbb esetre, a négvzetes racs
vizggalatara szoritkezunk, FeltébelezzUk tovabba, hogy & perem-
relilletek a racsot csak racspontokban metszli, Ez a feltétel t&bbnyire
ceak kibzelitéleg teljestl. Ez a helyzet, ha a peremfelilletet derékszd-

g hasabok alkot jak, amelyek méretel a récstavelsag egész szami

Lobbszérisel, amint ¢z a 4,
fekvé pontokat killén kell kezelni, de ennek mbdJAt nem bargyal juk.

abran lathatd, A perem szomszedsagaban

2F
4 lF=§h — 3;:5
Fog-1 o o A 3p£——b——-wa o

2.1-4 abira Hagyzetes racs 4B annak agy  részlcte: a0y racspont L]

nitgy sromsados pont Ja

2. 1.5.2. A racsponti potencldlok szamitasa
vagyis tekintsilk az elren-

Az Altalancsitas

Szoritkezzunk sikprobléms wvizsgalatara,
dezést a z-tengely iranydban végtelenil hosszinak.

4
egyébkent kézenfekvd ersdményre vezet. AZ X ¥ gikban & négyzetes Cacs

egy pontja egy 1.1 gzamparral jellemezhetd:
= glx=1-h, y=j-h) , (2.1-20)

¢1.J
=0, ¥, 2 -0 NR_I i

tarozasa
ahol a h & racstavolsag. Feladatunk a wl,j trbékek meghatar

Tekintsik az 1, Indexpard pontob &s a vele szomszédos négy

pontet (ezekeb o 4, abran killtn feltintettik), Fejezzllk Ki a szomszés

dos pontek potencldaljat az x = ih, ¥y = Jh pontban képzett masodfokd

Taylor polinommal, és irjuk fel a Laplace spyenletet ls:
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. 2
iul+1|‘_| 'Pi J + 'g%h + _ﬂ?_np L_
3):2 2
& 2 2
v = T ¢ h
i, J+1 1, Gy —t 1
W Hya 2
2 2
LT By - E'gi-‘--iﬁ + -f.a_,.ﬁ h™
] 1, .J dx -3
dx- -
& 2
¥ = ~ 2 & h
T o B O Bl ey - ot
dy
?y | 2
d - P
52 T HE
4 ay {2.1-21)

A parcialis derivaltak az » = ih, ¥ = jh helyen képzepndsk Kilzzdbia] Ju

ki a nfgy parcialis derivdiltat. Ez eseliinkben gy 1s elv&;ez::::bD;iUk
Az elsd négy egyvenletet denzead juk as ebbi]l a negyedik hz—szcr ; gy
vonjuk, Tlymédon a kiivetkezd egyenlethez juiynk. e

@ + @
i+1, ] B, 4+ +w1‘1-|j+'pl”j'—] _4wij=0' fE-I—EEJ

I =00 300 &=
"’”}{1' vl L - ceny Ho=1
¥

Az epvenlet fellrhats a kiivat kees alakban ig.
1
w e W‘ +
Eim T | [l*l.J b e T ) j~1]' (2. 1-2a)
@am az r
¢ Jelent |, hogy  mlnden pont potenclal Ja  egyenls A i

szomszidos ¥ ;

mEzidos  pont potencial janak srdmban] kiizepével, A [(22) & { HT
még akkor ig 5 ' I Wi
" o Ervenyes, ha (21)-ben a harmadfoka tagokat is figvelembe

ssziik. Fz : 3

c 4z allitds nep arvényes, ha a récstdvolsagok nem o enldk
a& peremmel  sromszédos pontok  kezelése) o

A (22) v >
! vagk a (23] nen alkalmazhats peremen fekvd pontra. I)a
Pe a kivetkezképpen kel el jarni, - o

Ha = Peremen rﬂkvﬂ pnnt plfd encid A ad-::-tt {D]] 1{.]'I:].Et .{Pltéte] }..
: =
akkol err & Pﬂjlt a2 nem f[ ik el Eg}"enl&tet - A Peremmel SZO ESZédOS

pﬂntb@.ﬂ ‘i’&lﬂ.ﬂ'l&l ik @ 1 mer ¥ ™ YOTa (s} o [ enlet ax
o 5 » g AZ erre hatk zh [E?J Y 1

atr L eZag L MA, i P = = &
u n nem J'I.Dmugr&n. (3 ldﬂ.l.lt a 4. ﬂb[ ﬁ_'ﬁ J N 2 o5et T

P = & ha | =
i, 4 7t ]h, p&relen D; ;, 2, ... laz ekvipotenclalis felilet széléfe),
- oy lenniae ;? pontra g normlis szeript] derivalt janak
L omegen  Neumann Feltétel), akkor ga peremme |
pant Potenclal ja o tlkdrképave egyenlének tekinlhets Pl

’ Cx- = o
IR 5 f i i F .:I
A 4 ai} B i 0 egeld s Y] 3!{13.1 erem i 1 ﬂ'-‘.l _| oo Erk I:’r_‘/_,]-l:]&i
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figyelembs wvéve #, | kétszer szerepel., Masként ez (21) alapjén is

pelathatd, ahol a harmadlk egyenlet ekkor nem értelmezett, viszont az
Altaldncsan a [(22) a szigetelt peremen

elzsd egyvenletben Apsdx = 0
fekvd pontra lgy médosul:
»x = th , E{PH."I.._I'*‘PE.JH +{P1.J"1 —q.pl“j:{]_

y = Jh , eyt 2 LTS g AN B 1 o 19 0. (2.1-24)

Végeredményben annyl (22) és  (24) tipusd egyenletet tudunk

felirni, amennyl az ismeretlen racsponti potenciflok szédma. A linearis
egyvenletrendszer megoldiza utén minden ¥ j erték ilsmoert lesz,

munka természebtesen igen nagy. Klelégitd pontossag

A szamitasi
AZ

eléréséhez néhany ezer, =it tdbb tizezer racspont szikseges.

egyenletrendszer direki megoldasat megkinnyiti, hogy matrixa nem csak
ritka, hanem a (22])=b&] lathatdan szabdlyos szerkezetd (sawmatrixl,

A (23) &3 a hasonlé alakra hozett (24) alapjan az egyenletrendszer
Ehhezr felvesziink tetszfleges (célszerden:

A pontokon szisztematlkusan wéglpe-

iteracisval is megoldhatd.
éoszerd) racsponti potenciflokat.
haladva, a "szédmtanl kdzép" elve alapjlan korrigdl Juk a potenclidlok
érbékél. Ha minden ponten wéglghaladtunk, akkor eldlrél kezdjik a kor-
rekclot mindaddlg, amlg a korrekolok mar olhonyagolhatdk,

A szamitastechnlkal részleteket nem targyal juk. Megemlit jiik

azonban, hogy az egyenleteket is gépl dton célszerd eldallitani.

2.1-5.3. Az eredmény felhasznildasa
A rdcspenti potenciflok ismeretében kinnyen széamithaték az eleklromos

térertsség rendezdl a racspontokban:
o 2] L g Biag
1j" 3

E | ] =:
®ii, J dx =h

T S
E | L= - [“a"i] IS, P o AL 1.2 O (2.1-25)
y[1.] oy Ji.J 57

A peremen fekvé pontokra az egyik iranyban csak egy szomszédos pont
potencial jJat lsmer ik, Ilyenkor a megfeleld potenclalkillénbséget h-val

oszt Juk., Adhaték m (25)-né] pontosabb kiizelitések ls,
Az elektréda t8ltésének vagy draminak szamilasthoz szlksépink van

az elektromos Lérerfsség felilletmenti  InLegralara, Az 5. abran
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Iathatd, ar elektrodat burkold feliiletre

e
E dA = 5 <1 = = k
f ¥ (E) h-1 = E ———h-1,
k k
mhal | az elektrada z-irdanmni mérate. Végeredményben

fEME[E“ﬁ'E“’i]'l- (2.1-26)
A k

k

ahol ’ " i

E""'}: 0 s E.pk a girbével belillrsl, 111. kivilrsl szomszédos
A 3 E :

r-r5puntﬁk potencial Jinak Hssrege. A belss sarokpontokat kétszer kell
Figyelembe wvennl, a killss sarockpontokat figvelmen kivill kell hagynl

14
" 1
1 . 1
S R R
1
-—Hn—?— g1
+ E] -+
L
l ] o % s L po B
- o
1 L ] {3 *—f)
.
i | PR ¥ T
e
R
el ol .
A X
L o
2. 15, ahbra. r
ra LT3 wlekbromas Lérerdgeeg EArt Qorke menl L Integral Janak

kézel ILd gzaalitina a racgpont] pobenclalok laparetdbegn

||'| - - iy =
tiltés vagy az aram lemeretében szamithatsak a (részlkapaci tasok,
111, =& {rész)konduktanciak,

2.1-5.4. A Monte Carlc midszer

A rdcsponti potencialeok meghatdrozasa visszavezethetd a valdszinlség-
szamitas bolyongasi probléma jara. Ilyenkor a récsponti potencliflokat
egyenként hatarozzuk meg. A médszer ezért akkor lehot elénytiz, ha csak
bizenyos pontokban akarjuk ismerni a potencialt (pl. a maximdlis tér-
erdsség vagy a kapacitéds, 111, a kondukbtilvitds szamltasaker).

Tekintsik a 5, abrs 2
sbran vizolt elrendezést. Az e helyvektora P pont-

bell a1
#lr) potencldl - a feladat linearitasa kévetkeztében - az n
szdml  elekirad: £ I ‘
B9 potencidl janak linearkomblnacls Jaként WEEY
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silyozott kidsépériékeként fejezhetd ki:

pir) = iul{r‘} Py EH![F} =1 ., (2.1-27)
=0 i=0
Hla meg tudjuk bataroznl a wir) sdlyckat, akkor a plr) potenclal meg-
hatarezhatd a Py potenclalok barmely eldirt értékére. (Az eldzéleg
targyalt numerikus modszernd]l barmelylk elektrdda potencial Janak meg-

valtoztatasa a feladat 0)bsli megoldasat igtnylil]

J i
L o
-
.3
= At o =
Rl N ¢ &
F Pl P LF"'%
k. W 5 i
T B e g
: 3
"“F

a.1-3, Abra, & rhcppontl potenclalok meghatarozasa belyongisnal
Egy wir) suly elvlileg a kbbvetkezdkappen hatarozhata meg. Indul junk

el a P pontbél egy racsvenal mentén a szomszédos racspontig weletlen-

crerien valasziva a "fel-le-jobbra-balra® btranyok kiizil. A veéletlen

valasztis elemi thbon két killBnbdzd pénzérme dobasaval {"Tej wvagy

iraz"), szamitogéppel wvéletlen szémok generdalasaval blztosithato. Az

elért ponbtban ismet véletlensgertien valaszi juk meg & kivetkezd lépést.

Véletlen bolyongisunk egy “Jatszmija" akker é&r wveget, amikor adetf

potencialt ponthoz (elektradihez) ériink. Igazolhatd, hogy wégtelenil

finem halé esetén & (27)-ben szerepld Wy silyok egyenlik annak pi_

valészindségsvel, hogy bolyongdsunk soran a valasziott P pontbél a ¢

poltencidald elektradahoz Jussunk.

Allitasunkatb a kivetkezdkkel témaszthat juk ala, A (23] értelmében
barmely racspont potencialja egyenls a szomszédos négy riacspont potens
cal Janak szambanl kiizepbvel, Ez dOgy is értelmezhetd, hogy a pobtencial

klalakltasaban = szomszédos pontek 174 sdallyal wvesznek részt. A

vélellen belyongas soran éppen 174 a valdszinlsége annak, hogy vala-

maly pontba cgy meghatérezott sromszédos pontjabol jutunk.
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A P, valészjnds&gekaL altalaban nem tudjuk  kiszdmitani. Ha
azonban kellden sok "Jalszmz" kimenetelét ismerjik, akkor az empirl -
kusan meghatérezhats relativ gyakorisagok varhatéan kevéssé térpek el
a valdszindségekis] . Jeldl je Ny azon jatszmak szamat, amslyek a #; po-

tenciali elektrédakon veégzédnek (1 =0, 1, 2, e Ly T E N, a
Jatszmik szamanak tsszegél. Ekkor P, = NL/N « behat (27)-ben
Hi
wl 2y 5 + N= ND 4 M] + NE ... % Hn . (2.1=-28)

A Jatszmak szilkséges N szamat g pontossag) kivetelmények srab Jak

meg. A relativ hibg I/#f;_ nagysagrendd, igy 5%, 111, 1% stalisztikus
hibat mintegy N = wo, 111, N = 10000 Jatszmava] biztosithatunk.
Figvelembe kell meég venniink o VEESS rAcaméretbd] 2dédd diszkretizalasi
hibdt, amely aronban nehezen becsilhetd, E hiba annal kisebb, minel
Lokl récspontunk vap, de ezek szamanal niveléséve]l niwvekszik BEZ agyeas
Jatszmikhoz szliksépes elemi l&pésel SZhma, amellyel & szamitas
ld8igénye aranyos.

A mbdszer baromdimenz L os derékszﬂgﬁ racsra elvl nehézsés ndlkil
altalanosithale, Természetesen a Jitszmik hosszabbak és g “kinyve lég”
bonyolul tabba wal ik,

2.1-6. A LAPLACE EGYENLET VARIACIOS FELADATA

2.1-6.1. A vardcids feladat

Mind elvi mind sZamitastechnlkal SZempontbal  elénybs lehet, ha egy
fizikal feladatot Ltabbfale matemetikai alaknan meg tudunk fogalmazng.
A kisér!etileg igaraolhata intepralis alakck helyett tibbnyire célsze-
ribbek a parciali= differencidlegyenlet alaki meglogalmozasol. Lattuk,
hogy az elektrosztativg Teladatg visszavezsthets integralegvenlet meg—
olddsira ig (2.1-3.z2. pont). Ebhen g sZakaszban megmutal juk, hogy a
Laplace 2gvenletnek a Dirichlet as Heumanr tipush peremfeltételeknek
la eleget tews megoldisinak meghatarozass EEVENErLEKD egpy variaclés
feladat megoldésival Ebben a pontban a varidcos feladatol vilagit juk
meg, kapcsolatat me elektromos feladatin] o Szakasz Lovabbi pont jalban
targyuljuk.
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> 1] - LI
Legyen u = ulr) egy ismeretlen hclyfliged skalar, amely egy
aay =
: reszbaly egy eleme: u e U
fuBHVQn}jjéJ ly thet! példaul a kétszer differenclalhats flgpvények
Az U Jelen

A i {
en belill nzokat »lyek adott felllleteken eldéirt
vagy e f

osztalyat,
téket vesznek el
o Jeldl Jgn Wiul egy funkelonalt, vagyls egy olyan utasitast, amely
(-] I

barmely U-beli u-hoz egy skalaris értéket rendel.
Ilyen funkcional példaul a kivetkezd pontban még részletesebben
¥e

vizsgalandd
1 2
o [grad u) 4V .
Wiul 5 I g

v
Ha ¢ 2z elektromos skalar potencialt jelenti, akkor [ - grad u) ==
m =

kiromos térerSsseg. Eksur ez 2 Wlu] homogén kiizeg csetén aranyos a
elekbra 3

arolt elektromos energiéval {elektrosztatika) vagy a dlsszipalt tel-
tE mé Aaconar [ A w n azonban Altalaban
jasitménnyel (stac fus Aramlas). A& funkclondlnak ks

J

nincs 1lyen egyszerd flzikal tartalma.

A varlacidszamitas feladata azon u € U flggvény meghatdrozasa,
variacioszamnitas

amely mellett Wiul extremdlis (minimalls vagy maximalis).

A racidszanitas feladata behdat hasonlit a szélstértékszdamitas
VA -

feladatahoz, Mig utébbinal egy tartombny ozon pont jalt kcrcs??k. :T:i
opy adott flggvény extremalls, eldbbloé] egy Pﬁggvényoszté}y azon
meit keressik, amelyek mellett epy adott Tunkciondl -:e::cl.:-n:nkill:e.:1 T
A varlacléds feladat megoldasat Jjelentd u fiiggvényre a kive =
gondolatmenstte]l allithatd eld egy szlkstges feltétel, Lez?en ?IE IE;;
u+ @y el egy-egy rdgeitett fliggveny (o v nem feltétleniil = -L;
Ekkor az fla) = Wua + av] egyvaltozds flggveny Jellemzi
Ha u olyan, hogy Wiul
az « = O pont
= 0

That=
ax U-nakl, )
viselkedésél a wvalasztott u "kiérnyezetében
akior barmilyen v mellett flo)

eppen extremalls -
. I vagyle az (&) elsé derivaltja az «

kir :I'_v'i:‘ZELé'bEIL nem Ualtﬂzik.
Men rnulla. EbbSl kévetkezik az Abbl definici haszna =]
he T | b & a &5 a Lbét

helyes volta,

A Wlu] funkelonal elsd varaciolanak Jele SW[u], értelmezésc
O [urav] ] (2. 1-29)
Minle o =0

ahol u, urav € U
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| e Lt el

A Wle]l Funkeiondlnak azon u filiggvényre lehst extrémnima, amelyre

EMlu] = o (2.1-30)

tel jesil] {szlikséges feltétel)

A (30) az extrémumnak nsépl nem elegendd fellétele,

mert az elfi-
edleg értelmezett o) flggvenynek az o = ) he

lyen Inflexids pont ja Is
lehet. Mint latnt Fogluk az alkalmazas &

oran nem Is lényeges, hogy n
(30)

-nok eleget tewvd y biztosit Ja-n W extrémumat vagy csak a staciona-

rltasat (vagyls az elsgs varlacls eltidneset ).

2.1-B.2. A variaciss feladat gy illueztracis ja

A parcialis differencidlepyenletéve] ac peremfeltételeivel jellemzett
feladathoz negyon nehéz megtalalnl egy 2lkalmas funkclonilt,

am=]ynek
elsd varlacidja a feladat mego ] disand )

tinik el. VYalamiwvel eEYSZerdbb
a forditott at: valasztunk egy funkcionait, majd megvizsgal juk, hogy
mertékfeladat megoldisa,
A funkelondl médositésave] keresstik az dltalanosabh fa

megfeloeld jét,

variicids feladatdnak megoldisa  milyen pere

ladat varlacliéas
A tipikus peremertékie ladat oknak sokféle varldaciss

e gr =
fopalmazdsa [smert,

lgy ezt nem kell mernikl Celadatnak tekintent,

E gondolal 1llusziralastra hatérozzuk meg o mar emlitett

Hlu] = .;. I [ grad u)? dv
¥

Funkcional elss varidciajal, ha U g v térfogatban a kétsrer differen-

clalhata fllgevények osztalyat Jelent].
Nyl lvanvalé, hogy

Wl + av) = L J' {grad (u+rav)}® dy =
v

1 2 :
= e I {{grad u)® + 24 {grad u)igrad v} + o° (grad v)%) ay
v
Az elsd wvariacist o sZerinti differe

noialassal, majd & = 0 helyot-
tesitéssel kap juk:

1 ’ |
dH[u] = 3 j i 2 (grad ullgrad v) + 2q [ grad v]gk dv &
) v o= )
= I larad u) (grad v dy
v
136

Az integral Atalakithatd a kivetkezd azonossag felhaszndlisaval
div (v grad u) = v div grad u + (grad u} (grad v} .
Epbél kivetkezben
Edful = = I v oA dV o+ J div (v grad u) dV .
v v
A Gauss - Osztrogradszki) tétel felhasznalasdaval kapluk, hogy

aWul = —I v hu dV + % v grad u dA
W AD
1 A. a vizsgalt V térfogatot burkelé zart felillet,
g ilyen feltételek mellett lesz &W[ul = 0 barmi-
Vizsgal juk meg, m ] SG
lven v melleti. Az elsé integral rulla, ha fu = 0, wvagyls £
; ' E e
: Laplace egyenletnek. A mésodik Integral nulla, ha azr Ay B
a ] z
e ausfn = 0, vagyis ha ha u homogén Meumann feltételt elégi
felileten ou = 0,

Ez =& Ual&sﬁtﬂtt fLJIIkCiG]léLlﬂ varlc 165 feladat un. természetes

I : it ? ™
I 1téLelE y Ennek az esetne nincs Eh‘akﬂ ~lati Elentﬁsége =
PE!‘EITI. [ '
i tel jEE' W tér!"ﬂgatbanl
1||I'| mas i =Y i bt alke ¢ # '
! zod i K 1]’!’;4"8[‘ 1 aronban kor s nu Ava tehe .ﬁ. ha @z AO
= v A LY L

ldlet oy A" részén e GF,E-'H e LI f::lt(‘tult irunk l‘.‘.lﬁ. I'l'aiE'l

P@] emfe L4 a

: 3 -fehlet feltételt kell klelé-
¥ d:] = ¢ oldirt, vagyls Diric
tovabbl A részén u

= & ban az kell LSE.
itenl Ehhez azon F ' UEH’ U azt a Idﬂg'ﬁwﬂu‘ztalyt J\‘.*iu]t

¥ k elemel V-ben kébszor differ L]I’:i&lhatﬁk {kulhﬂbﬂi fith ner
amelyne

P = - ycket
1 zett ] G5 A 2 e A “Ch U Lf-lJ sill 1 !:r"ﬂ'n 4} qug
érbelme [ & b : € wEn

= = ml g
(4] ji] '.ﬂ.]. alnl h Ar e 115&] litasuks létezn mind ponoa
L=41 k TeELY ' ab =1 L ek ¥} = 1

kitzelitd médszersk. ) . - it
telezzllk fel, hogy sikerll az elfzikben leirt Fiigevenyeks 2
e J zt juk a=zt, ame
&11ikanunk. Ha ezek kiziil barmllyen mbdszerrel kivalaszt )
i !

ele t a &l [u] = 0 fEIEEtEIHEk, akkor mEgkapJuk & fE!adat
g&t S5Z

-EJ Eg""' k S i
mﬁgo!dﬁs:inak le obhb kaZElitéSét az u i é]lh'e G al 7= ¥ &l

- En'd
h =1 & f'l.!lg,;, :;"Ek t i AT J
B az U almazh tar tazd e a ¥ arfo ath Lel jes SZer

1k g b 1 1 T tnek # remfe tEteleket lg
B obna 18 ol TI'IEERHP uk & Lap AcE egyc letne a pe m £~
"

kielégitd megoldasat. f 1 e i
A kBivelkeszd pontokban bemutalunk egy maslk funkclonalt,

= - = = L - 2 ki 5
variaclo gl alkal mash: nak gpy 5 rami Las 1.1:':11!15 ke At I I
= 1 kS s [ ! L 1 end W

Ent-ék“‘]!f' al I‘El['"}d._a t[)\'abbl I&E?](.tuzl:'dﬂ kividll eslk kereteinken
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2.1-6.3. A varideciss feladat homogén kizeg esetdre 2. 1-G.4. Fiiggvénysor elbillitasa
Tekintsik a sztatikys as 2 Staclondrius elektromos tepet leira ¢ ;
skaladr potenclalra vonatkozd feladatot

& HavERyS
bt glr) potencialt és a lehetséges ulr) flggvényeket fiigg
Ll S ¥ 5 tbsszege
i, e : lak jaban akerjuk el8allitani. E sor egy N tagd részle 2
sor Blak])
fp =0 | rey ; J i i
= ) a F_(r)., revy,
el St .g_*l=0' e M (2.1-31) u,(r) E s 5
n s=0
igma., a,
Laplace egyenlet ¢g Dirichlet, 111, homogén Neumann feltete] klelégi- b B Sy vttt Syl SAEL |
hal ' ' poner
Léstt fgbnyll (2.1-1. szakasz), Igazolnl fogjuk, hogy ennek megoldasa- anol Fae i T & egyilt thatok
ra egy alkalmas funkcional o R S | pdins -
EF % isfiiggvényeknek kétszer differencialbatdkne
A bazisfi
Wiu] = fl(srad w? av - (- g 29 dh . ]
2 W
¥

AE 11 eidrisan f'i EEE len és t-E], es rendszert kel 5
A V=-ben mn 1 =alketr iok Ex

S nyeg encialh [ :I
1é& ben az 1] m 1}" differ = uLr
b [ d J .E‘ﬂti. g:v' E
al U L ez U a v I ] ho b&rme kEtsrer £ &

ben kétsger differenciaj hata,

& ével telszélegesen
fliggvenyt V-ben egyértelmlen és a tagszém ndvelés A
egyéhbként tet- BV 3 33) szerinti alakban. Z %
: 5 4llitani a | .
szdleges flggvények halmaza, n az & burkold normalisat Jelali. kis hibdval elg lenet kstéseknek nince Jelent8ségik. A szamitasigeny
kiki .
Ennek belatdsahoz kepezzik elfszir g funkclonAl mésodik tagjanak S n ke latat azonban befolydsolja a bazlsfiggvények
, tosshag kaposola
megvaltozdsat &5 B pON
valaszbasa.
H"[umv]=—jfu+cw—¢]f-ﬁi + @ jv_}dﬁ. mEE
an an

A

Ll iTea o b nk [ 25 v
0T Tazmm Az Eg&‘ Z W Lér !UEB.LbEln, ATEM Ann ByeE

as;lti!tdilf\ 5{?](90

L] .-1¢1.] Vi, b

]
kadunk =
allitjuk eld a megoldast (23] alakjiban és gondos
rézzeliben
HZ & = 0 értéket hel}'ﬁth}si!.ve

cazbéserd], KlldnSsen hasznos ex bonyolult geo::nnt,p}.a. és
A Ilyenkor elegendd pl. kis fokszamid pollinom
] = f {V %: L SR 'rT} d4 Lok homogfﬁe:i:j:::r_ ‘-"35;::'5“5- Katvaltazds esetre szoritkozva a
g =
A :;:T:Fﬂg:zéﬂ}f@k pl. a kivetekezdk lehetnek:
A Tunkclondl elss Lag janalk variacle jat az elézg pontban mir meghals- n Folx, vl =%, Fz[x.}’] S
roztuk, A (grad u) da = (dw an) da deszefiliggést is felhasznglva Fﬂ[x'y} =g d 2
= :_.? !
AU = - J v Au gy _J‘ v (u=-a) da - J‘v L Fal.wl = i Foley) = 3y Fe (%]
: 4n : &n foglalkozunk,
¥ A A 5 Most aronben = globilis feladat megoldasaval e R
adodik. Er akkor nuila barmely v mellett, ha o kielégiti a Laplace Jelélje r. egy olyan pont helyvektorat, sho ‘p_ ?valasztﬁgsal
egvenletet, s perem 4 Teszén ¢ értakd, A részén fusdn = 0 , vagyls ha - Egbﬁl a feltételbsl (33) =lapjan FU(r} =
U a (31) feladat megoldisa, Nipes biztositék a aW[y] = g Teladat meg- uNrPU] ; il ) =0
oldisanak egyertelmisspere, go €% & gyakorlatban nem szokott nehézsé- % T Eas L
get ckoznpl, 5 i el a kbvetkez§ alakot Blti:
Nem Jelent lenyeges nehézséget a funkclonal 41taldnosstisa a Ebb8] a, kifejezhett. A sor ezze
Polssan egyvenletre, nem Biome g Meumann Feladatra dg csak térrészen- u lr)] = %ar '-]'_':_t;r]' K Fﬁirﬂ"” '
ként  homogén linearls lzotrop kézegre, iz altaldnesitas azonban riem i 3
MAgAta ]l drbelsds,

g =1
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Ez awt elent o 2Z apedet A 5 & = =}
ol 1 i v h ¥ Z I ib L1 qfugg‘-" nyek hel et
ettt a=z

f‘ﬁ[r-J = Fs_[r] = Fs{rﬂ} : - B PR S (2.1-34)

i}aziaf‘ﬂggvéwe}: S2¢
szerintl sa
rliejtés A egyltthatdit keressiik.

M
ulr) = Ens r(r) . {2.1-35)
e A=0

g=]

Hel .5 F
elyettesitsik ezt az alakot a [(32) funkclondalba, A Wlu] ennek

Soran ax a,, L O
o lba 2+ o0 By egyiittthatok Fliggvénye lesz. Mivel Wlul kvad-
ouThan,  ezért kvadreat ks f
i 1
; EEVENYye az By egyitthatdknak is,
= 0 egyenletek éppen N szamn linearis
meretlen a j
megoldhatisdag ennek kivetkeztéhen b : L7 el i
i o biztositott, 5 Jel kK i
o8 kol e Z andicionalts
an Jj:em fez a bazisfligavenyelk megvalasstasate] ig fligg} *
A linearis BEYenletrendszer elsg]) :

oldas (35) alakjat a (32} Tunkeclond] ba:

N

1 2 N

Wlu] = J’? [ E a_ grad I‘SJ dy - I Ea f - ) )

) L ! s o }:al e da
s=1 i=

D!frerenc!ﬁljuk ezl 4 szeript |

q &

Ennel kiivetkoztében g W Ga
egyenletet adnak ar N =zama Sis.

itasdhoz helyettesitsik a meg-

mald Legyitk egyenléve o derivaltat

nul ldaval:
L. J‘[ L
p— grad f y
ciaq qJ [E&s grad fﬁ] dv -
" 5=1
N Aar {
= f[f‘ { E A .r_s_ + E{! h
,a.qﬁ—15 ) in isf‘s_rp}JdAEU'
5= 5=1
Fend i3
2220k az egyvenletpet 22 ismerctlen egyvitthatdk szepri t
nt;
M
ar :
E{f{grad £yl lerad £) ay - ”f L drq
s=1y 3 A A an FSJ g } s T
A
&Pq
= - G L g
j L d,
A
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Ebb&l kivetkezlk, hogy a (35) szerintl serbafejtés egyltthatdira

vonatkoztd linedris egyenletrendszer

Ta=h, [2.1-36)

ahol a az g,s egyllthatékbsl alkotolt oszlepmatrix, a 1‘ kvadratlkus

matrix s a b oszlopmitrix elemel pedlg a

of £
o = (Vo . -
o=t J{graﬂ £,) (grad £.) 4 J&n dA ,
v A
ar
= - sl prans Mg 1=
b, J::: =L an ., oo b2 {2.1-37)
A

Ezek ar integralok aAltaldban csak numerlkusan szamithaték. A feliileti
normalis éz a Koordinatak kapcsolata Altalaban minden pontban més,

Hint minden kbzelitd megoldasnal, most Is lgen nagy nehézséget

okoz A hiba becslése, L11. az eldirt hibdhoz tartozd szlkséges tagszam

vagy Teloszias meghatérozasa.

2.1=7. ELEKTROSZTATIKUS ENERGIA

Mar kerabban lattuk, hogy a ¢ skalar petenclal szoros kapesolatban All
Most Altalanosan megmutat Juk, hogy llnearis
homogén) kizeg esetén a W elektromes

an tdltés encrglajaval.
izotrop (de nem feltétlenill
térenergia kifejezhetd a ¢lr) potenclalfigegvény lsmeretében,

Az elektrosztatikus tér energiasirdsége ekker felirhaté

1 1 i
= e i - = ad D
W 5 € Ez 5 ED= 5 [grad o)
alakban. Mivel divig v} = ¢ div v + v grad ¢ , ezért az elektromes
térenergia kifejezése
W =Iu.:w= %J‘ﬁndiv D av - é—jdlv(q‘»ﬂ) av
W y v

Adiv D = p dsgzeflgetst é8 o Gauas-Oszrogradszkl ) tételt felhaszndlva

W =prd‘r’-jciplld.t.
¥ A
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Az elektradak belsejében nincs erdtér, ezért a térfogatl integrall a
szlgetelSanyag V Lérfogatara kell képezni. Ahol ezt a térfogalol elak-
tréda hatéarel ja, ottt D dA = -o dh , mert a feliiletl normalls kifeld
van iranyitva. Ha & térfogat a wvégtelenbe nyallk, akker az A felilet
egy résza a végtelen tavell feliletet Jelentl, ame ]y rz—tc] BOANYFOSAND
nivekszik., A végesben lévd LGltések ebbél o szemponbol pontszerdnek
Lekinthetdk, tehdt potencialjuk mint 1/r és térerdsségik mint 1/r°
eotkken, vagyis a feliileti integral Integrandusza Jfrﬁ ordéban, maga
az lntegral rzfra = 1/r ordéban nullahoz tart.
Végeredményben ax elekirosztatikus energla kifejezése

W= é—J‘ SUPY BLRY AV é—J SUE1 #E) A (2.1-38)
v A

ahol A az elektradak tel jes felilete.

A pyakorlatl esetek tulnyomé tébbségében terfogati toltésslriség
nines, tehat az elsd integrallal nem kell foglalkeozni. Jelélje LovaAbba
a k-adik elektroda felliletéet A -, 4llandd potencial jat plr) = ¢ . A
mésodlk lntegral ekkor az Ak felliletekre veil lntegralok bsszege. AZ
allandd n kiemelhelt, a eir] fellletl integral ja az hk felitletre a
k-adlk elekirdda ﬂk tltése. Az elekitromes energia kifejerésc az n

srami elekbréda Py potenclal Janak és ﬂk L&l téstnek ismercbében

0
.
W= o Z ¢ T - i(2.1-38]

Er az Hssreflggés eleml megfontolasckkal is lgazelbats, az 1.8-1.
szakaszban mar meg is =adtuk. Mostanl ‘gondolatmenetink annak  egy
illusztracioja, hogy a Maxwell egyenletekbdl matematikal médszerckkel
levezethetdk olyan Osszefiggéselk, amelyek egyszeribb dtoen is
eléallithatek &3 kisérletileg igarelhatdk., Az ilyen eredménysk a
kiizvelleniil nem lgazolhatéd Maxwell egyenletek egy-egy kidzvetetd
igazoléasat Jelentilk.
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2.2, STACIOMARIUS MAGNESES TER
2.2-1, ALAPEGYENLETEK
2,2-1.1. A migneses vektorpotencial

Az ldében allandsd arameok altal létrehozott staclonfrlus magneses teret

leird egyenletek linearis és lzotrop Rizeghen (1.6-4. szakasz)
ret H=J, divBe0, Be=ph, (2.2-1)

ahol p & kizeg permeabilitésa, amelyrSl a tovabblakban feltételezzilk,
hogy legalébb térrészenként allands. Tobbnylre nincs Jelen ferromagne-
ses kéizeg, ekkor a kizeg homogén és p = p, mindenlitt. Feltételezzilk,
hogy & vizsgalt térrész mindenlitt a végtelenbe nyilik. (Megengedhetd
lenne pl. olyan perem is, amelyet wvégielen nagy permeabllitasd kbzeg
alkot.] Arrs mz esctre szoritkozunk, amikor vonalmentl dramstrdség

nincs, A folytonossagl feltételek ekkor

két kizeg hataran Hlt = HEt i Bip = an ; (2.2-2)

Mivel H nem orvénymentes, ezért altaldban nem allithatd eld egy
epyértékid skalar potenclal gradlenseként (1. & kivetkezd pontot 1s].
lemeretes azonban, hagy barmely divergenclamentes B = Bir) wekbor
eldallithats egy alkalmas A =  Alr)  wvekbtor, a vekborpotenclal
divergonclajaként [(nevezlk magneses vektorpotenclalnak is; Sl-egysége:
Tsm), hiszen div rot A 5 0 . Ezek szerint

B =rot A :_J (2.2-3)

A vektorpotenclal divergencliaja szabadon megvalaszihats. A legegysze-

bk é5 esetiinkben o legeélszerdbb valasztéas az un. Coulomb merLék;

div A =10, (2.2-4]
A vektorpotencial ismeretében meghatdrozhato barmely 1 zart girbs
41tal hatarolt A' Feliilet 4 fluxusa. Stokes Lételének felhacznalasaval

b = J B dA' = I rot A dA' = § A dl,
A A 1

ghol a gdrbe irdanyitdsa jobbosavar szabaly szerint van a felliletl ner-

mallis lranyahoz rendelve. Viperedmiényben

¢t = § A dl . (2.2-5)

Ez gyakran egyszeribben szémithatd, mint B felliletmenti lntegralja.
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A wvektorpotencialre vonatkozd egyenlet elfallitasahoz helyetle-
sitsilk a B = rot A Bsszefilggést a rot(Bsu) = J egyenletbe, Ha epylk
kitzeg sem lerromigneses, vagyls p = Iy akkor

Mo J=rob B e ol rot A 5 grad div A - 4A

ahol A ® grad div - rot rot a vektorldlls Laplace operator. Mivel (4]

gzerint div A = 0, ezért a vektorpotencialnak a

k- e {2.2-6)

vektorialls Polsson egyenletet kell kielégitenie. Derékszigl Descartes
koordinatakban ez a kbvetkezd hérom skaldrls egyenletet jelentl:

i} Ax ="Ky Jx 3 & Ay = = Py Jy : & ﬁz =" Hy Jz 4 {2.2-T)
ahol & = div grad , a skaldrra vonatkezéd Laplace operdtor, Mas koordi-
natarendszerben ez csak specialis esetekben érvényss.

Ha = permeabilitds csak térrészenkent allandd, akker minden ter-
részben meg kell oldani a

|1'|.*LII=—'1!I N L rE'.,ft (2.2-8)

vektorlalis Polsson epyenletet, tovabbd kél kézepg halarfelliletén ki
kell elégiteni a (2) folytonossagl feltételeket. Célszerd a veklorpo-
tencialt folybteonosnak valasziani, vagyls kielégitenl az

o = 5 50
App by ApeSdpa T By (8- 2ol

folytonossagl feltételeket is.

Vegeredményben a H térerdsség-veklor ¢s a B indukcid-vektor meg-
hatérozasal wvisszavezebtilh az A vektorpotencidl meghatirozdsdra. Ex
nem Jjelent akkora egyszerdsitést, mint amiker a vektorokat egy skalar
potencidalbal tudjuk szarmaztatni. Tovabbi nehézség, hogy a vekborpo-
Lencial kvalitativ eloszlésat nehezebb felderitenl, pedig ez sckszor

segit a megoldas megtalélasakor é&s ellendrzésekor.

2.2-1.2. A migneses akaldrpotencial
Nohs & magneses Lér altalaban nem allilhatd eld epy skaldr potenclal
gradleneseként, egyes esetekben ez mégls lehelsépes &5 hasznos is

Ez a helyzet a permanens magnesek altal létrehozobi szballkus mag-
neses bér esetén, amikor Aram nlncs, tehat rot H = 0 . A nemlinchris

M = M(H) karakterisztika kivetkeztében a skalarpotencidlra nchezen
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megoldhatd differencialegyenlet adodik. Ezzel az esettel =a tovabbiak-
kan nem foglalkozunk.

Egy mAslk tiplkus feladatkiirre sz a Jellemzd, hogy = vizsgalt
terrésgben nlnos aram, & kizeg rendszerlnt magneses szempontbal homo=

gen, lineAris és {zotrop. AZ alapegyene letek ekkor
rot H=0, div B=0, B"MGH. &Y. (2.2-10)

A mhgneses térerdsseg el@allithatd egy ¢ = plrr) magneses skalérpoten—
clal negativ gradienseként (SI-egysége: Al

Hs=s - grad ¢ . [(2.2-11)

Mivel w. div H =0, ezért p-nek ki kell elégitenie a 4 ¢ = 0 Laplace
a

egyenletet és 2 peremfeltételeket.

Tipikus ilyen reladat wvazlatdt mutatja az 1. #abra, A mAgneses
teret wvégsOsoron & ger jeszhoaram (wvagy =gy DETWANENS magnes) hozza
létre, Bennlinket azonban az fgen nagy perneabllitast magneses pblusck
khzhtt  klalakuld erftér eloszlasa érdekel, Tekintsilkk adottnak =a
philusck kbzdttl mAgNeses feszliltséget, Ha meg tudjuk hatarozni a pdlus

Fluxusat, akkor ismerjik a légrés reluktanciajat és a magneses kiir az

1,7=2. szakaszban leirt médon szamithats.

—

I
oS
= B
{"———
[
g
]

m aa], Abra, Hagnedos v | s kozbit klalakuld eralér wlzagalata

Matematlkal szempomtbol a Moaxwell egyenletek megoldasal az 1

aAbran szaggatolt vonallal kiirhatarolt terrész  belsejében keressik,

ahel J = 0 tehal & magneses tererdssig leverethetd egy skalar=

potenclalbsl. Ennek ki kell elégitenle a Laplace egyenletet, Lovabba a
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polusckon eldirt értékidnek kell lennle (a palusok felillete mAgnesesen
ekvipotencialis, Dirichlet feltétel)

At kell még hidalnunk azt a problémat, amelyet a ¥ térfogat Gnké-
nyes kijeléilése okox. Epy szokisos médszer az, hogy valamilyen eldze-
tes becslés alaplan a V térfopatol burkeld Tfelillet nem ekvipotencialls
rédazét az erdvonalakkal egybeesének wvalaszt juk., Ezen o peremen homogin
Neumann feltételt kell kilelépgltenl. Epy maslk lehetdség az, hogy a
peremre eldirjuk a skalar potenclalt. Ha ez a felfllet elég messze van
a szamunkra fontes térreszitdl, akkor a felvett ¢D[rj potenclialeloszlas
hibdja kevéssé befolydsolja az eredményt. A két el jArds vegyesen is
alkalmazhatd.

Vegeredményben a  nagypermeabllitdso pédlusok kizdtt kialakuld

magneses tér sramitéasa a kivetkerd matemetikai feladatra wezet:

4 =10, Foaiyt o,
o= ¢k i r e Ak i
S%FCI. re A,
AR roE A" (2.2-2)

A feladat megoldistirn Celbasznalhatok azok o madszerek, amelyck
az analég elektrosztatikus feladabra alkalmazhatsk, mint pl. o racs-

modszer (2.1-5. szakasz).

2.2-2. AZ ALTALANOS MEGOLDAS ES ALEALMAZASA

2.2-2.1. Az 4ltaldnes megoldas

Mint az elfzd sezakaszban lattuk: linesris &z homopgén kizeg essién a
vektorpotenclal a & A = -y J vektoridlls Polisson egyenlet megoldéss.
A 2.1-2. szekaszbGl ismerjlilk a & y = - p/e skalaris Foisson egyenlet
megoldasat. A (2.1-11) alapjan pl. a & A= Jx egyenlet megoldisa

5 for’]
i RLIN ol BB A R SR ]
x{ ) dm [rf=p] ¥
v

Keépezzlk Az A = ﬁx ex + ny :y + ﬁz ez vektort, akkor a jJobb oldalon a
kizts Integrallel wslaty = SZereps 21

gral.] alat FH HE Jy e, i Jz e, J szerepel. Ezek
szorint a vekbtorpotencial altalancs kife jezése magnesesen homogén kil-
Zeg esebén:
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ate) = £ J S O [ e T o R (2.2-13)
an
v

R

A vektorpotencial helyflggéstének ismerelében a magneses indukciéd és
térerdsség rothacidképzdssel szamithato,

A vektorpotencialt megadé integral matematikallag bonyelultabb a
skalarpotencialt megadonal, hiszen vekiorflgegvényt kell integralni. Az
mlkalmazas szempont Jabdl azonban sokkal hatékonyabb, mert mig a toltés
eloszlasa tébbnylire nem ismert, az adrameloszlés sok gpyakorlati esetben

ismertnek tekinthetd (1. a kivetkezd pontokat).

2.2-2.2. Yonalszerd vezetd
A7 amlkelmazdsock szempont jébdl killdndsen fontos az &z eset, amikor a
magneses teret kiskereszimelszetd wvezetdben folyd &ram hozza létre.
Ilyenkor a wvezebtéit vonalszerfoek tekintjik. Ez a kfzelltés a vezetd
belse jében nem ad Jo kdzelitést, A 2. édbre alepjan a vezetd egy dl’
hosszishpil szakasza egy B = Ir' - r| bavolséggal Jellemezhetd, mert
feltevésiink szerint o vezetd kereszimetszet 1rdnyd méretel sokkal
klsebbek az R tavolsagndl. Az dbra alapjan bovabbd

Jday' = J A" dlt = J A" d1° =1 d1’,
ahal [ o zart vezetdben folyd aram, amely mindeniitt ugyanakkora. A dl”
ivelemet ax arammal (pontosabban az Aramsiriséggel) egyezdien iranylit-
juk. Ezzel (13} a kvetkezd alakra egyszerOstdllk:

Airy = B ﬂE —d;{ o Bem b sl (2.2-14)
1

Tibb aramhurck egyities vektorpotencialje = szuperpezicié elvs alapjan

szamibthats.

@_@-@. abra. A wekborpobenclal szamlbasa woenalagero wezebs oacilén
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A mdgneses indukcid Altaldnos kifejezése B = rob A értelmeben

u 85 g a1’
Blr) = rot L r§ L J—ﬁ..IjErot S A S

R
1 1
A4 rotdclét az r opontban kell képezni, az r' ebbdl a szempontbal allan=-
doként kezelendS., Haszoal Juk fel a kiivetke=s fesrefllgoést

rotly v) o= (grad @) = v + ¢ rob v |

# = 1/R &3 v = dl' megfeleltetéssel, ahal rot dl” =10 | mert d1° nem
filgg r-t81, Ezck felhaszndlasaval
d1’ 1 0 -
mt.—p.:{grad?]xdl':— — xdl’ ];r'

0 v R
ahel R° az r' pontbdl az r pontba mutats cgységvektor (2. abral, Cze-

réljik fel a vektorialis szorzat tényezSit &s valtsunk eldjelet.
A permeabllitéssal oszive kapjuk a magneses bérerdssés kitvetkezs
altalanes kifejezését magnesesen homopén kizeg esetére

0
R B="le" =n| ;

4

5 3
R RD - r ;{I"_ J
Ez & kisérletlleg is ellenfrzitt Biot - Savart Ldrvéﬂ&. Ez egy Ojabb
pelda arra, hogy a Maxwell egyenletekbd) matemat ikal tton tapasstalatl

doszellggések vezetheldk lo.

1 a1’
Hie) = 1 35 e (2.2-15]
1

A vezeték alak janak és5 o benne folyd aramnak az lsmeretében két-
feleképpen Ls  tudjuk szamitanl o madgneses teret, Yopy kiizvellendl
alkalmazzuk a (15) Blot - Savart Lirvenyt, vagy eléseéic meghatarozzuk
(14} alapjan a vektorpotencialt es kepezzilk annak roticléjat, Az elss
esetben kbzvetlenil megkapjuk a migneses Lérerdsséget. A misodik eset-
ben esetleg egyszerfbh a BZamitas, de ekker minden pontban - de
legalabh a. vizepadlt pont kirnyezetében - iemerniink kell = vektorpoten-
cialt ahhoz, hogy rotaciojat képezni tudjuk. A szerepld integralok
csak ritkdn szdamithatek -art alakban (1, a kivetkozs pontet ).

2.2-2,3. Alkalmazds=ok
Hatdrozzuk meg egy kiralaki framhurek migneses teréb a hurok tengelye
azaz a kbzdppont Jan atmens s ik lara merdleges egyencs mentén., A 7,

abrab F
abol lathats, hogy o z-tengely minden pont jaban a magneses 1ndukeid
szimmetriaokokbs] caak Lengelylranyd lehet

A vektorpotencial szémitasa a P pontban ipen egyszerd. Mivel agz

148

'y

Rl —— b
g a
di' ¢ o
2.2-3. abra. Ebralakt aramhurck magneses terének szamitdiss Lengolyaben

AEPREST YALEMUAEN BE = 20Ul KITEENS eTERe

" a'l e 1 ' =

5{21-4“1§R-4nlﬁ§d1—0-
1 1

hiszen = dl' fivelem vekbtorok eredffe nulla. Ezzel azonban csak annylt

tudunk, hogy A nem valtozik a tengely mentén. Ebbél belathatd, hogy
rotacis janak 1tt csak z-irdnyd dsszretevéje van, amlt eleve tudtunk. A
vektorpotencialt ezért egy, a z-tengely kizelében léwd z,r hengerkoor-
dinata |t pontban kell sréamltanunk, ahol kihaszndlhat juk ezt, hogy r
kiesl. Ezt nem részletezzlk.

E hosszadalmaspak lgérkezd szamibas helyett probal Juk meg a Blot-
Savart térvanyt alkalmaznl, A 3, abrabél lathatd, hogy dl' és RD frve i
legesek egymisra {egyenes kirkap vezérgirbéje és alkotéja), tovabba R
allandéd, A migneses térerfisség z-iranyu rendezdje (15) értelmében

H (2) = %135 . glhe . L 2m o8
1 R R R
Egysrerisitve &= a ¢ koordinatadra attérve
o
H izl = —————" 1. (2. 2-18)
z E{ZZ . a2}3/2

A mAgneses térerfsség a tengely mentén bhurck sikjéban (zs0) maximalis,
nagy tadvelsdpgban 1/23 ordédban tart nullihoz.

Masodik példaként hatdrozzuk meg egy sir(n tekercselt N menetd
grolencld (egyvenes tekerca) migneses terét tengelye mentén. A 4. Abréan
az Attekinthetdség érdekében a tekercselés ritka.

A sdrd tekercselés miatt a csavarvonal minden menete egy-egy
kéirnek tekinthetd, igy - a hozzavezebések hatasat elhanyagolva - a
magneses tererdssdég (16) folhaszpalasaval szamithatsd, Flgyelembe kell
vennink, hogy minden menet mas tdvolsaghan van a vizsgalt ponttél. Sok

menet escbén arenban nehezen kezelhetd eredményhez jJubtndnk, HMHivel a
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Zrg

f=24

2.2-4, abra, Szolensid mAOnoReE Lerdnsk Ezdmliaga Lengelydben
L
ekercselés lgen strg, ezért a tekercs dz’ hosszasdgd szakasza egyean-
érté i ]

Kl egy N I dz'/2h arami hurokkal. Az fsszegezést ennek alap jan
integraldssal kﬁzeiithetJﬂk:

b 2
= 1 NI der

H (z) = = — _
b ”2"2"]2 + 32]3/2 Zh -
_2fna P Zn 2
4 b =
a2”2._2]2 + aE}I/E .I-

A hatdrgkat behelyettesitve kapjuk = teérerdscég helyfliggésat:

N1 _
Hiz) = ___[_ b=z ¥ &
z Iy — e+ z -
[(b-2)" 4 2)1/2 [(b+z)2 + a2)172 J - (2.2-17)
A tekercs kbzepén, 111, szelen
H fﬂ] =2 _,___ﬂ_;____ M 1
e v L e M W
: 2[(2b)%4a?) 172
(2.2-18)

h P - e,
ahol a kézelités hossed tekeresre (b » 2) kis hibat jelent. A sroleno
idra - - X
Eyakran hasznalt i = W [/] kizelitec (1.7=-2.4, pont) tehat a
hosszd  tekeres kSZepén tirhets bontossdgd, de a tekercs sz¢lén
f a

térerdsseg mintegy fele g kizépponthbel fnek.

2,2-3. INDUKTIVITESOR SZAMITASA
2.2.3.1. A Heumann képlet

Vezel B
tkek magneses tepse sokszor csak azért szamit juk, hogy ennek

alap jan meghatarozhassyk
¥
L mpL. - 11 1] ql?1
- 41 = B .
1 1 I] M L21 'f;" [2.2=19)

N, 11 1. kﬁ]:-"u‘ﬁ”i = '.”d.ulfl.’vl L.;I.._"-le[ll.l ahia ] g I1l1 b azx | 111
i ?.. hul’ {?kl]&k B hr La 1 ™ 2oLt I] = | % _—I"{U | I.C nd .
| am Al 1 Gt choz L ]
1 4 1 1 Husan [ ) ] P ¥ { .:I

értel .
1 miben a flukus kife jezhetd a veklorpotencial tsmerctében
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¥y = ngZ] Ay
2

alakban, ahol ﬁZI Az I! aram altal létrehozott fluxus a8 2. wveretd

kentdr ja mentén. Ennak kifejesése (14) értelmében
dl
g = e f 2L
21 an 1 P
ll

ahal rl2 az 1. hurck dl1 és a 2. hurok dlz ivelema kdzotti tavelsag

(5. abra). Ezzel a fluxus kifejezése
dl
o 1 % o B W
1I".'21 § [ in II § r “12 AT § § r I1 =l Il
12 12
l2 11 1]

Ebbél marls adédik a kilcstnds induktlvitas kivetkezd kife jerése:

j a1, a1,
M= ﬂ—§§ i R (2.2-20)
73 r
£ 12
2l

I
‘ rflz ---F.-.\:
—"

Eét vonalezerd wvezetd kiélesbnos Induktivitasanak eRzamitisa

.25, abra,
Ez a Meumann képletnek nevezett dsszefiggés lehetdve teszi vonalszerd

voretdk killestnds  induktivitésanak szrémitécat matematikal dton, tehat

a magneses tér meghatdrozdsa nélkil. A [20) szerinti ketids integral

tibbnyvire csak numerikusan szamithaid, Az dsszefigpisbdl egyebkent

kdvetkersik az L21 = L]‘._2 reciprocitiasi deszeflpgees is.

A Neumann képlet az dninduktivitas seamitéséra kizvetlenill
mert ekkor nem jogos a vezetéket wonalszeriinek tekintenl.
girbét a vereték kizépvonala-
azonosit juk. Ekkor (20

T

alkalmas,
Tobbnylire dey Jarhatunk el, hogy az }]
wal, az 12 girbét n vezeték belsd kontir javal
a vezeték killsd Gnindukblvitasat adja. A belsd Sninduktivitést a kir-

kereszimetszeld epgyencs veroldre vonntkozd LH = i 1/8n Usszefllggéssel

kzelit jlik (1,7-2.2, pont).
A Heumann képlet alkalmazdsanal gyakran ogy Jarunk el, hogy mind-

két girbét egyszerd geometridjo szakaszokra bont juk, klszamitjuk a

(20} szerinti integralt egy-egy parra, majd Ssszegeszilk a részeredmé-
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nyeket valamennyl parra. Flgyeleamremélts, hogy a merdleges vezetéksza-
kaszok (azr integranduszban szerepld skaléris szorzat kivelkeztében)

nulla "kélesdénbs induktivitast" eredményeznek.

2.2-3.2. Alkalmaza=ok
Hatarozzuk meg ket parhuzamos vezelékdarab formalis kilcstnégs
jnduktivitéa=at. A B, abra elrendezését az m tévolssg, tovabba a b,

1

hz &z b elfjeles tavolsagok Jjellemzik., Az Abran ezek mindegylke

pozitiv. Az =, ¢ &5 d eldjeles téwvolsigok, tovabbd az A, B, C és5 D
nem eldjeles tévolsigok ezekbd]l mar meghatdrozhaték,

7 '_E Jz _,_Er ﬁ:ﬁ{f‘l‘]{#.\r_‘l

2.2-6. E£L lranyitott vezstékdarab kéleséndes lndukbivitasa

A Neumann képletben 41, &s dl_ parhuzamosak, tovabba dl, = dx

1 2 1 :
dl, = df és r?z = (£ +¢c - x]2 g v gy
a-d a-c
an ,[ I L dE e
B T T . 0
x=0 & =0 g +e-x)" +m]
a-d a-d
d-c
= J %Hﬂh grex ] . du o= J{arsh-i:f- ¢ arsh =2 ) dx =
m =|:| m m
0 € 4]
5 rarsh M du + -ILB.I‘SI:I bt du =
m m
d c-a+d=hb
a i O
= [ u arsh{%— - u2+m2 ] + [ u arsh i% = \-’ru2+rn2 J 3
d b

A primitiv fliggvényeket Integraltablazathal wettilk., A hatdarokat be-

helyettesitve é&s sz arsh = = In (% + ¥1 + xz } aszonossagot felhasz-—
nalva, elemi &talakitésck utan a kivebtkezs eredmény adddik:
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A o3
Hzp—g[mﬁw—a-s+c+n]. (2.2-21)
4w (c+c)® (D+d)

Mivei.a+b = g+d, szért 2 logarltmikus kifejezés hosszusag dimenzisjd,

Eredményiink egy alkalmazdsakent hatarozzuk meg a 7. abran lathats,
kizis sikban parhuzamosan elhelyezkedd, négyzet alakid hurkok kilcsiinds
indukt ivitasat,

Minkst hurkot 4 - 4 egyenes szaksszea bonthat juk. Ezutén meghata-
rozzuk az 1. Jeld szakasz &5 B2 §, B., 7. &5 8. Jeld szakaszok kiilesd-
nos induktivitasat, Ezutan ugvanigy Jarunk el =a 2., 3. &3 4, jeld sza-
kaszokkal is, mald e 16 részeredményt gsszegezzilk, Az 1.- 6. @5 &z 1.-
g, parck kolesinds lndukbivitasa nulls, mert ezek merélegesek egymas-
ra, ezert csak & induktivitdst kell szamitanunk. A nagyfokt szimmetria
miati azonban elegendd a szémitast az 1.-5. és az 1.-7. parokra

&7 alapvetd paramétercket a kivetkezd tablazatba foglaltuk.

elvégezni.
L3
4' o F
s p— q I}
p—————— \f‘F' F
I} 5 £ 4 Az, E! P
L9 H{
S

o, 2T, apra. Heégym=t alako huskek kilestings lnduktlvitasanak szamltass

STRERSZDAT: Yiiomi By 1.=7, 3
hl = 2p 2p

= 2 249
hz q
m = L | |
a = P+a Py
b= -{p + gl -{p - al
c = P-9 P*d

= -[p - q) -(p + gl

2 2.11/2

A=B= {z[pE + qzillfe [2ip~ + q7)]
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ahol h = gp |

ketir,

merdleges siki,

A (21)- i :
(21)-be helyoltesitve eg neéhdny egyszerd Atalakitast elvégezve a

kivetkezd tsszellgpéshez Jutunk 5 = Efpz - qi;_JelﬁiéSSEi'
it
L&

L S5+ p+g
0 [{P*q} In Sam ot ip=g) ln—ﬂ—p

+

Tt
+q

o+

=4

- 2p lntﬂfﬂ * 1) - 28 + 2 EIp J . (2.2-22)

Hasonld médon végezhets o] a szémitds téglalap alako hurakra

szilmmeirikus  vagy nem agysika helyzetre,

paronként padrhuzamosak vagy merdlegasek,
Kovetkez$ alkalmazaskent

Sniduktivitasat,

nem

amig =a vezetékszakaszok

hatarozzuk Mg egy négyzeb alaka hurok

hz a i
- vezetdk P Sugara joval kisebh 8p hosszisaganal].
A killsd Sninduktivitast s g abra alap jan

gy =zamithat juk
22y Zp es egy 2 g = e

2 -
(o rﬂl aldal hosszisagn négyretes  hurok

I|-__"_"-"‘_-'| q;: ‘1
I

—__4| I 5

?‘-—-—__L_ f

-— ____T] i P
|

| e e

e J| %, W

123

2,28, &bra,
ra. Megyzebalaka hurok onbndukl v |k dsanak AzAmitaga

ktil csénds Induktivitasatr,

A [22)-ben tehat p + 9=2p -r = 2p
- = U ; .‘
P - g FU &5 5 = 2p helyﬁttesitendﬁ, amivel kﬂzelitﬁleg
T £
0
T iv 2 -1)p s
¥ Pomml [ln——ra—-- -2+ 2 ] {2.2-23)

:ld'ﬁd.'lk. A bEiSD ﬁ[]‘lndukti =
vita [ = . T 'E 1k Wi
= .H H Ep/ﬂ sl te.l___l & ﬁnind [ ] Las

k. h B
=L ]jl,-,,_.i{'_'2 =11h -2 y’ll‘_ fr
2+ P T] (2. 2-24)
B vezebék hossza, A (24) k8

zelitdleg akl 8 -
s i oy g or ls haszoalha

hanem hasonlé alakg hurakrdl

van szd [(pl,
Nem nagyon elnyd |ttt négyszde vagy o '

lltphzl:.ij-
Fair s & i
LU g k o kL.C példdkéﬂ a 4, Abr i th ¥
iut..u L8] k me vl ke fi] i t TELE 2 u.tl;!l, 2 sra

béglalap alaka hurkok kélestings induktivitasat,

=, 2-5G. abra. Herdlegec gikokban elhelyezkodd téglalap alaki hurkek

A kblestnés Induktivitas kifejezese 16 Bsszetevbre bonthatd,

Ebb&l 12 paronként merdleges gszakaszbal 411, Ténylegesen csak az 1.-5.,
1.-7., 9.-5. &= 3,-7. parhuzamos parokat kell figyelembs venni,
amelyek = (21) alapjan szamithaték. Ennek paramétersi a &, &3 a 9.
Ahra Seczevebésénsl (lgysl Jink az lrényitasbsl addda eldjelekre! ):

szakaszpar | s L, =¥, 3. -8 3.-7.

oy = | g i i

hz = a, -A., A, Ry

b= h h+a2 —h“al “h—ﬂ]—ﬂ?
2 .8

m = 0 b, B By

A B 511+az*h a1+h -a,.=h =h ;

oo a]'h ul*az*h =h -8,

d = az-i-h h -8, “aa—h —E.l—h

A (21)-ben szereplé A, B, T &5 0 tovabbi paraméterck szamitasat

numerikus adatokkal célszerd vigezni. Az Altalanos formula eldallitasa

sem jelent nehézségeb.

Més Lipusu feladatként hatarozzuk meg = 4. &bran mar vazolt STe-

lenoid #ninduktivitasat. S

4 Neumann keéplet alkalmazisa mosl nagyon bonyelult integralokra

veretne, ezért a feladatot khzelitdleg fogjuk megoldani slirg tekercse-

lés esetére, Feltételezzlik, hogy minden keresztmetszetben az indukcid

411lnndénak tekinthets, Lehat megegyezlk a ktzéppontban felleps, (17)

exarint] értékével, Ez a kbzelités csak kellsen hesszu tekercs eaetén

2
adhaté, A z helyen lévd menct fluxusa ekkor &(z) = Hg[d?'d n .
Fluxust azzal 2 khzelitessel szamit juk,
Jelant:

hE
elfog
dninduktlvitast megadé tel jos

hogy a tekercs dr hosgrosapl szakasysa Mrezs2b "menebszamotl
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b

¥~ [ B (a)a® 0 Bz

2 2b

-b
b
2

= BN 2" x b -z

Hb:-: IJ.[ [{b-: ] G T - b*_Pz —] dz

= CJ + B ] [fb*]’.,‘ld + a-tg.]l/.ﬂ

Az Inte
ntegral egyvszerden sziamithatd, Az L = ¢/ Induktivitasra vitglil

L=LU[/17+[1]2,1J_LD u:«lzh

! (2.2-25)

ﬂdédik E-ho L ke
" . 0 a b m-ﬂ‘gél'] tér reltétﬂfezésé\rel Elzé.mitutt 'ﬁ‘n’.ndukt-i'fl'
tas (1. 2.4, p(}l'ltJ H& = I 4 I = & el st
i ] v akko L L
]elel]t asl U.EB EEEtén, Eg}'ébként tLil }".15 Er‘téket ad
E lda 1 atﬂ‘ é I
pé =] nt&, Era SZéJEith k t tE‘kEI‘CS kﬁlﬂSﬂnﬁE 1nd|. kLlVI :éﬁa

JTIE."gf&]. ! £ 1= & ‘ [ 1 = ('] 4 hElse é ben
eld eometl 1-3. ecatén pI ha a 4 k
g}f eKe S a4 asi ,j

A 'I'ERL T I 1 = iz t cia Z
o pﬂt‘e i i nak o skalaris paten i lhﬂ' hasonlé‘& 1= ﬁn&r‘gﬂ't i-
B Ll i 8 an., Lhne Lass hcl/.. Lelk ntsi n Bhnesaes on
k 1 k tal i F F k b A & - ke ma G {.rg] -

slriség kife)ozésal Linearis lzobrop kizegben:
1
Woe '=.I_ 1
Hull‘? 5HB= —Hrot A,
Mivel di
iviA » H) 5 Hrot A - A ot H, ezért a migneses térencrgia

T j waaye L
J n:otHdV4;_jd1v[AxHJdv=
v v ¥

alakban i i
! s kife jezhetd, FelhasznAltuk a ret H = J dsszefl
Gauss—Dsztrngradszkij s o n

a
L
S etelt, Ha ax eEesz leret vizsgaljuk, akkor A° B
e voll fellletet jelsli, amely r-te) ng. A 2.2-3.2 tba
uk, hogy asz - e 1se :
. lxra : aramhurok migneses térerdssépe a végtelenben legaldabb
csdkken. A fellleti integral tehat r2/e® = 1/p2

ben nullahoz tapt. nagysagrend-

A
mAgneses energin mAgnesesen homogén kizeg esetén

(2.2-28)
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: 1 5
alakban is kifejezhetd. Ez emlékeztet az glektromes encrgla -E—Ip g d¥

kifmezdsére. v
Az integralt ténylegesen csak a vezetdk térfogatara kell szémitani.
Kis keresztmetszel esetén a k-adlk vezetékre de = h& dlk , lgv

J de = J ﬁ; dlk = J hk dlk - !k dlk ¥

ahol Ik 8 k-ndlk hurck drama és dlk az Aramsiriségee]l egyiranyd iv-

elem. Ezt (26)=ba helyettesitve

B 1 & 1
k=1 Vk k=1 lk k=1 K
A zart gorbe mentl lntegral {4)] értelmében a k-adlk Aramhurck wk flu-

wusa. A mAgneses energla egy tovabbl kifejezése ezert

1 4]
W= o E T (2. 2-27)
k=1

amint art =az 1.8-2. szakaszban wvalamivel altmlénosabb feltetelek

mellett mar belattbuk.

2.2=5, VALTOZ( ARAM MAGNESES TERE

Vizsgal Juk meg, miként alakulnak a Maxwell egyenletek &5 megoldasuk
kvazlstacionarius kizelitésben, vagyis amikor az eltolasl daram elha-
nyagolhats, Az idében valtozd aram eloszlasat lsmertnek teklnt jlk.

Sgporitkozzunk homogén lineérls és izotrop kizeg vizspalatara. AZ

alapegyenletek az eltolasl aram elhanyagolésaval

ret H= J , div B= 0O, B=punH,
5B L
rot E = - R div D=0, DegE- [2.2-28)
hanem sz 1d8 figevényel is, peldaul

A wvektorok most nem csak a hely,

H = Hir,t) . A térfogati toltéssdriség idében csak allandd lehet, mert

div J + &ps0t = 0 és div J =dlv rot H = 0. Az &llands tHltéssdriséget
az idSben valtozd folyamatok szempontjibsl nullanak tekinthet jik.

A magneses indukeld most 1s eldallithatd  egy vektorpotencizal

rotéaclda jakent, amelynek divergencldajat nullanak valaszb Juk:

B=rot A, divis=s20. (2.2=-29)
lelyettesitslk ext a 11, Maxwell egyenletbe:
B @ o e Bk s A ) .
r‘ntEﬂ—W HFH:‘“GLAH |:rcanﬁ vapyls rot[Ei -t = 0,

A zaréjelben 4llé mennyiség eldallithatd egy skalar potencial negativ
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gradienseként - grad ¢ alakban, vagyls az elektromos bérecdsség

E = -grad ¢ - % {2, 2-30)

alakban fejezhetd ki, Lathats, hopy két pont kézdtt] feszilltsdég (az
elektromos térerdsségnek egy girbe mentl Integralja) altalaban nem
egyezlk meg o skalar potenclalnak a két végpontban felvebtt értékének
killdnbségével.

Helyettesitsik B é5 E kifejezdését a még fel nem hasznalt Maxwell
egyenletekbe:

rot H = rot roﬁ - 1

= - rot rot A = lrr:graddwa~nu=.1.
8h . _ _ .8 .. _
H]—EW EE{!]V-&—U.
Mivel div A =0 , ezért a vektor—, ill. a skaldr potencidl a

div D = div el-grad ¢ -

AA = “i J . [2.2‘-3‘]
dp = 0 (2.2-32)

vektorialls Polsson, 111, skaléris Laplace egyenlet megoldasaval
hatarozhatd meg.

Eltekintve attdl, hopy most a J dramsiriség az  ldbnek  is
fillggvénye, a migneses bLérre vonatkozd egyenletek megegyesnck o slaclo-
nartus esetben érvényecekkel. Ennek kévetkeztében érvényes példaul a
Biot - Savart tdrvény kdvetkezd altaldnositasa ( Jelélések a 2. abran)

1 dl = RO
Hir,t} = —=— I(t) e (2.2-33}

4 2

1 R
Ez azt Jelentl, hogy a mégneses térerdsség Upy szamithatéd, mint ha ax
aram allandé lenne, csak minden |diponthan mas az értéke. Er indokeljz

a wvAristaciondrius magneses tér elnevezést.
Er a kizelités az Aramhuroktd]l nagy tavolssasban elvileg hibas

eredményl ad, hiszen azt Jelent!, hogy az aram viltozasénak hatdsa
késleltetésnentesen, vagyls végtelenil] nagy sebességgel terjed. Jelle-

mezzlk az aram ldéfilggvényét spekbrumdnak £ savkorlat Javal, 111, az

B

ehhez tartozd A, = of/f_ szabadtérl hul lamhosszal. A kvazistaclonarius

B B
kifzelités, mzaz pl. a (33) elfogadhatsd, ha A ¢ AU = cfr“ Lel jesiil. P

fa = 10 kHz esetén (hallhatd hang) a feltéle]l R & 30 ke , oml tébbnyi-

re ki van elégitve, mig pl. £, = 3 GHz eselén (mikrohullam) a Feltétel

B
B «0,1m, ani rendszerlol nem tel jestil.
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A& kvazlstaclondrius elekbromes tér szigeteldben nem egyezik meg
azzal az elekiromos térrel, ami idében Allandé esetben is fellépne,
mert {30} értelmében E nem csak a ¢ skaldr potenclaltdl, hanem az A
vektorpotencialtal ls flgg, bha sz iddSben valtezlk. Flzikallag arral
van szd, hogy a Faraday térvénye értelmében az ldSben valtozd magneses
Lér elektromos teret lndukal

Az 1d6ben wvaltozd elektromomfgneses térrel a 4. részben fogunk

részletesebben foglalkoznl.

2.3. FELADATOK
2.3-1, SZTATIKUS ES STACIONARIUS ELEKTROMACMESES TER

2.3-1.1. Egy sikondenzator lemezel hizdtt e permittivitésn homo-
gén szigetelében dllandsd p téltéssdrdség van. Adott a lemezek kizdtti
U feszilltsegz is.

Az egydimenziés Polsson egyenlet megoldisaval hatarozza meg a
potenclal és az elektromes térerdsseg helyfilggéset, Fejerze ki a
tarolt energlat az energiasdrdség, 111. a potencial lelhasznalasaval.

2.3-1.2. Egy r, sugard kirlemezen a o fellilebl téltéssdrdség

Al landd,
Hatdrozza meg a kirlemez sikjara merdleges « lengely menteéen az

0

elektromes Ltérerdsség €5 a polenclal helyfiggéset. Ellendrlzze az

eredmanyeket T + w gsetére.

2.3-1.3. Igazalja, hogy a

plx,y) = (A N A, e_kx](B1 cos ky + B, sin k)

potencial fHiggveny k!el&éiti a kétdimenziés Laplace egyenletet. Az h] ;

ﬁz . B] ] DE é5 k &llandék tetszélegesek, Az egyenlet linemritdsa ki-

vetkeztében az 1lyen megoldéscok szuperpozicléjs is megoldas,
2.3-1.4, Az eldzs feladatbédl kivetkezllk, hogy a

gla,w] = U e_kx coz ky
polenclalfiggvény klelégitl a Laplace egyenletet

Vazelja fel a plx,y) = 1:U [ L =0, #1 , #2) potenclald ekvipa-

tencialis feliilelekel. Hatérozza meg az Exﬁx.y] es Ey[x.y] Lérerdsseg-
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rendezdket. Vazolja fel az erdvonalakat,

2.9.1.8. Vizsgilja meg az elézd feladatban megadott potencial-
figgvényre a racsmidszer alkalmazasa goran fellépd hibat az = = 17k
y = 1/2k pontban, ha a rdcstévelsag (a) d = 17k (b) d & 1710k ; (&)
d = 1100k . A hiba mérétéke legyen a pontbell potenclalérték és a
négy szomszédos pont potenclal ja szémtanl kbzepének killénbstége viszo-
nyitva a pontos értékhez. (A médszer alkalmazdsa sordn ez a hiba a
tel jes hibanak csak egy része,)

2.73-2. STACIOMARIUS MAGNESES TER
o 3.2.1. [Derékszégben meghajlitott wvonalszerd wezetd mindkét
jranyban végtelen hosszisagd. A vezetdben I allandd aram folylk.
Hatérozza meg & magneses térerdssépget a vezetd Altal kifeszitett
cikban a szdpfelezd mentén a saroktél d tévoségban.

2.3-2.2. Egy téglalap alakd hurok méretel 2a és 2b , a hurckban
allands I fram folyik.

Hatdrozza meg o hurok kbzéppont Jara merfdleges 2 Lengely mentén o
magneses Lérerdssep ~endezit, Hasonlitsa ezt Hssze egy azones Aramd

és Felllletd kéralakd hurok migneses terével a hurok sikjatdl messze.

2.3-2.3. Két, szlmmetrikusan elhelyezkedd szolenold hossza h1 \
ill. h2 , abmérd je dl S 8 b dz fdg 4 djl, mene b szama Nl Ry & B NE i

Hatérozza meg a kiilcsdnds 'oduktivitdsukat annak feltételezésével,
hogy a killsé szolenoidban fol s &ram altal létrehozobt mégneses ter a
belsé szolencid keresztmetsz-csben Allandénak tekinthets. Ellendrizze
ar eredményt azr egyszerder szamithatd h2 L h1 ecetre!

2.3-2.4. Egy H menetszam® tekercs hossza 2h, killsd sugare a,
belsd sugara b, a tdbbrétegl tekeicselés egyenletes és sird a tekercs
allandd drama 1.

HatArozza meg o gylcd forpgistengelye menbén a magneses Lérerdssép
rendezdit, Igazolla, hogy b -+ a eselén ez atmogy az egyrétegld tekercs-

re vonatkozd dsszefligpésbe.
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2 .3.2.5., Keét téglalap alaki keret srimmetriatengelyel megegyez-

nek, oldalméreteik a, == , b, =2a, i = Fe s boosula

Hatérozza meg kilosbnis induktivitdsukat, (Kel feladal!)

2,3-2.6, 0ld)a meg 82 eléz6 feladatot, ha a két négyzet sikja nem

khzts, de az elrendezés szlmmetrikus.,

2.3.2.7. Egy négyzet alaki keret egylk oldalfelezd szimmetria-
sikjaban egy masik ugyanolyan méretd keret helyezkedik el, amelynek
egyik oldalfelezd szimmetriasikla az elet keret sikjaval pdrhuzamos.
Hatarozza meg a kilcsdnds jnduktivitast.

2.3.2.8. Téeglalap alaki hurck ocldalhossza a, 111. Za , = vezetek

SUgRrE T, ahol r,ta.
Hatarozza meg & hurok pninduktivitdsat, ha & vezelék

{a) nem Terromagneses.

(b) relativ permeabillbasa oo
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3. TAVVEZETEKEK

A thwvezebék - vagy altalanosabban: az elosztott paraméterd haldzat -
fesziiltseg- eés  Arameloszlasinak szamitasa a kilalakuld elektro-
magneses tér szamitasat igényll. Ebben a részben =azonban a Lav-
vezetaket s koncentralt paraméterd halozat altaldnositasaként fogjuk
targyalni. Ennek soran feltételezzlix, hogy a tavvezeték paraméterelt
elézdleg mar meghatdroziuk. Rendszerint Jj& kizelitést jJelentensk =az
idében 4llandd erdtér alapjan sramitots értékek, korrekeldkat a kivel-
kezé részhen fogunk térgyalnl. Célunk béobek kHzott a hullamter jedés
néhany alapvetd sajatsaginak megvllégitdsa olyan esetben, amlker csak
a terjedss lréanyd valtozassal kell foglalkezni &5 a leird mennyliségsk
skalarck., Ezzel elékészit)ik a 4, réeszt, amelyben altalanosabb elektro-
magneses hullanjelenségekkel fogunk foglalkoznl.

3.1, ALAPEGYEMLETEE

3,1-1. ELOSZTOTT PARAMETERD HALOZATOR

A tavvezchbék az elosztott paraméterd hildzatok egy Lipikus &s a gya-
korlati alkalmezasok seempont jabdl legfontozabb kepvlseldje. A tavywes
zeték tobbnyire vapgy kél parhuzamos kérkeresztmetszetd vezctékbdl all
(kettdsveretek, Lecher wvezeték), vagy koaxidlls elrendezesd (koaxialls
kabel, 1. ébral. Eldfordulnak mis alakratok is, mint pl. a tSbbvezeto-
kes Lavvezetékek, A Lovabbiankban a kelidsvezetékel tartjuk szem elott.
de eredményelnk kabelekrs is alkalmaxzhaték, A tHbbvezetékes rendzzerek
targyalésa kivil esik kereteinken.,

A z-tengelyt a vezeték iranyaban vegoziik fel. Tébbnyire ogy te-
kint jlk az elrendezést, hogy a z = 0 helyen, a tavvezoték elején van &
penerator, a ¥ = h helyen, a bdvvezeldk wépén van a fogyasztd (2
abra a kovetkezd oldalon). A valéségos helyzet ettdl eltérd 1s lehel.

amint ezb késSbh labnl is Fogjuk.

163




9.1-1. &bra, Egyszerd tavvezcbékek: ketbiosvezolek 68 koaxlalls kabel

A koneentralt paraméterd halézati modellngl killén térrészben kon-
centraltan képzeljik a térelt elekiromos energiat {kondenzator), a
tarclt migneses ensrgiat {tekercs), a logyasriott és a keletkezd ener—
giat (rezisztiv komponensek, mint az ellenallas, a forrasek, stb.). A
halézat wéges [esctleg megszédmlalhabdan végtelen] szami faszilliséggel
&= Arammal leirhaté. Az elosztott paraméterd halozatl modellnél ez 2
sz&tvalaszias nem  lehetséges vagy nem célszert. Mindem pontban
alektromss &5 mAgneses energla wan térolva és cnergiaatalakulas is
bekivetkezlk, A legepyszertibb esetben van egy kitlntetett irany, amely
mentén a feszlltség 65 az aram valtozlk, a tel Jesitmény terjed. A
tovabbiakban ezt nz lranyt valaszt juk z-tengelynek (2, abrad.,

Lalt) Lige) Left)

s =i o
O -0

%ﬂ4 luigéj lgn;
L " W
I + 4 =
D z [

3.1=2, Abra. Ketpslusokkal lezart tavvezrsbek dltalanas clrendezdee, Az

elosztott paraméterd halszat altalancsabb bipusd ia lehet ;

hz elosztott paramétert halézat alapegyenletei altalancsan dgy
allithaték elf, hogy mz elektromigneses tér egyenleteibsl - az elren-
dezés peometrlajanak figyelembe wvételével - eldallitjuk az u = ulz, t]
feszlltségre és az | = 1lz,t) aramra vonatkozd egyenleteket. Kewésbé
altalanos, de gyakran attekinthetébb el jaras az, amlker az elrendezés
egy differenciallsan  rivid  sezakaszat  koncentrall paraméteri
kétkapuként kezel]ik, Ezt a médszert mutatjuk be a kivebkezdkbon

tavvezetékek esetére.
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53.1-2. A TAVIRO EGYENLETEK

A 3. Abran lathatjuk a tavvezeték tipust elosztoll paraméterd halozal
egy dz hosszusapd srakaszanak helyettesité kapesolasat. Itt I B o
R" = R/h, C =C/h, 1ll. & =Ghe tavvezeték hosszegységre vonat-
koztatott Induktivitasa, rezlsztenclaja, kapacitdsa, 111. konduktan-
giaja. Ezek Sl-egystége H/m , Q/m , F/m , 111. S/m . Koaxldlls kdbelre
ezek kifelezése kls frekvenclan ktizal itdleg

M r 1
L' = ._..G—[ln-—z + ,.,EL] ! Rl = .EITJ F‘.:I_.-- i
2m ry 14 2"
cm2ne oy 0 © 7% Wl
D etty B+t

ahol r, & ry a7 ar killsd és a kiipeny belsd sugara, Al 1= hz a7 &r &s
a kopeny kereszimeiszete, 51 &3 nz a konduktivitdsuk, aﬂ 8 szigeteld-
anyag konduktivitisa., Hasonld kifejezések drvényessk kettdsvezeidkre
{1.7. fejezet). Nagy frekvenclan elsdsorban L* &5 R' kifejezéze médosul
{4.2-4.4. pont). Has elosztott paraméterd rendszerek (pl., menctkapaci-

tasos tekercs) helyeblesitd kaposoldsa hasonléan konstrudlhatd meg.

r ? (]
L — L dz R dz s Ok e

— Y ] . a7
u c’dz:L Ol | us2ed

-

z Z2rdz
3.1-3, AbTa. A Lawwezetsk gy dr  hessTURAQDT sRakaRza kanoentrait para-=
matern kétkapunak teklinthebs

Alkalmazzuk = dz hosszds&égld szakasz helycttesitd kaposolésara
Kirchhoff feszilltség- &5 Aramtéicvényét. A masedrendien kicsiny tagek

elhanyagolasaval (3. dbra)

—u+L'dz%+R’dzl+{u+g—;dzﬁnﬂ,
—1+C'dza—u+(_‘.'dzu+lf1.+§—1dz]=ﬂ.
at az

Rendezve &5 dz-vel egyszerdsitve kapjuk a kivetkezf kot egyenloetet:

2u L

5z L ko
8l oy s -l
e ™ at GYou . (3, 1=11
- - -
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Differencial juk az elsé egyenletet z szerint. Helyettesitsilk ebbe a
masodik egyvenlet alapjan 9178z kifejezését. Ekkor a feszillsdpre a

o
du | e @Y L Lt v Rety B

5 :IJ_H_'I + R°G' u (3.1-2)

parclalls differencidlegyenletet kapJuk. Az l-re ugyanez a differencl-
dlegyenlet vonatkozik. Az (1) differenclalegvenlet-rendszer é5 a (2)
differencialegyenlet szokdsos neve Lavird egvenlet (bLelegraf epyen-
let). Altaldnes megoldasa nehézr feladat (1. a 3.3, fejezetet), exért

eldgzér a sZlnuszos Allandésult Allapot vizegalataval foglalkozunk.

A tavvezeték két fontos specialis esete az ldeallis vapy veszteség-
mentes tavvezeték (R' = 0 ,C' =0) és az eloszlott RC-tapwonal (L' = 0,
G' = 0}, amely integralt drvamkirtk modellezésénél hasznalatos,

3.2. SZINUSZOS ALLAPOT VIZSCGALATA
3.2-1. A HELMHOLTZ EGYENLET
Az lddben szinuszos 4Allandésuli Allapotot & feszilltség 65 ax dram
komplex alakjaval irjuk le;

ulz.t) = Re {Ulz) et} . iz, t) = Re {1{z) eI} .  (3.2-1)

Itt U= Ulz), 111. T = 1{z] a Tleszlltség, 111, az dram komplex ampli-
taddja a 2 helyen, w a [lorrds altal meghataroszobt kdrfrekvencla, Az
idibeli differencialas Je-val wvégzett szorzasra egyszeristdik, a Re

Jut

miveletet elhagyhat juk és ¥ "=vel epyszerdsithetink. A (3.1=1) tavird

cEyenlet a kivetkezd kit kizfnséges dilfferencidlegyenlelre

epysrerisidik:
Al s
T - [R" + JuwL*) I,
dl : S
o —“TEG + JuC') U 5 [3.2-2)

FejJezzik ki az elsd egyvenletbd]l az aramol:

I dl)
R A R, S = -
v o & ‘ (3.2-3)

Helyettesitslk ezl o sasodlk epyvenlelbe:
1 dzU

R+ T
+ jul dzﬂ

LR Ll e | i O
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VYezessiik be a ¥ Lerjedési epylitthatot (értelmezéset késdbb targyal juk!

{_ ¥y = fr[H’ + Jub'}G" + JuC') | (3.2=-4)

Ezxzel a feszliltségre a kiivetkezd cgyenlet adédlk:

2
.d_,g, SR o O (3.2-5)
dz

Ez az in Helmholtz egyenlet a (3.1-2) tévird egyenlet szinuszos idébe-
1i valtezasra venatkezo alakja. Az I = I(z) komplex &ramfilggvényre is

a Helmholtz egyenlet vonatkozlk,
Az Altalanosabb elosztolt paraméterd haldzatok alapegyenletel

szinuszos 1dSbeli valtozéas esebén felirhatok

L E— AL - g 3.2-6
il S H [3.2-E)

alakban is, ahol 2° dz, 111, ¥' dz a helyetiesitd kaposolas dz hasszi-
shgl szakaszanak hosswzdgl impedanciaja, 111, keresztagl admittancizjs,

A terjedésl egylitthatd kifejezese ezekkel y = Y"f;"l:" . Altalanos ldé-
beli valtozas esetén nem lehet 1lyen egyszeren megadnl az alapegyen-
leteket, még az sem blzlos, hopy masodrendd differencialegyenlettel
irhaték le. A Lovabbiakban csak a Ldvvezebék tipusd elosztott paramé-

terd haldzatokkal leglalkeoxunk,

3.2-2. A7 ALTALANDS MECOLDAS
Az (5) kizinstges masodrendid differencidlegyenlet két sajatérteke +=v

&5 -y, Az altalanos megoldds ennek megfelelden

Upa)= u; P Uy e 1 (3.2-7)
+

ahol l._I1 &s U; egyelfre telszéleges Allandék, amelyek értéke a peremn-

feltételek ismeretében hatarozhatd meg (pl. adott a feszilltség a veze-

ték elején és végén; részletesebben 1. késSbbl. A 2z = 0 helyen a két

Bsszetevd értéke U: peeddd s U; Az Aramfiiggvény kifelezése (3] értel-
me b n
e T Gt S S RGN 1 Sy o U R 5.t L
i o e el e i) B 7 g’ "1 0 :

Vezessik be a le + jul' sy mennylsdgre a hullémimpedancla (karakte-
risztlkus impedancia) elnevezést és a ZD Jelélést [(flzikal tarfalmat
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késdbh fopjuk latni )

7 = R' + Jul'
o ™ e o R
G o+ Jul' (3.2-8)
Ezxzel az Aramflggvény dltalinos alak ja
e . R
(z) = —— ¢ 7" = > (3.2-9)
0 0

hz Aramfiggvény tehat ugyanclyan alakG, mint a feszlltségflggveny,
coak ar exponenclalis flgpvények egyltthatédl masok. A Zlz) = Wzl ilz)
impedancia altalédban a z koordinata fiiggvenye.

5.2-3. A MEGOLDAS ERTELMEZESE
Az elézékben kapotb megoldds értelmezéséhez vezessik be a y terjedesl
egyltthaté valés, 111, képzetes részére a

¥=a+ P

Jelélést, ahol « a calllapitas] epylitthats os § a fazlsepyiltihats (az

(3.2-10)

elnevezdsek értelmét mindjart latnl fopluk). Ezek mindegylke reciprok
3 b _]
tavolsap dimenzlé i és pl. m ° = 1/m egységben fejezhetd k1. Ezzel a
feazill taegliggvény részletesebb alak ja
ulz, t) = Re (U(z) eI} = {3.2-11)
= Re { UI e eJi”t - Bz) UI ot dlut # Azl bt

Vezessilk be a v fazissebességet, amelynek definicidja

i {3.2-12)
S, |

A feszilteégfliggvény egy mids Altalanos alak ja ezzel

# = = -
ulz, t) = Re { U1 e eJ“{L z4v) Ul ot ez EJ“ft + 27 b3 2-13)

Vizsgal Juk eldszdr azt a speclalls esetet, amlkor UI = 0 &5 U:

valés értékd, Ekker a feszUltsépllipgeény kife jezése

2 i
coslwt - Bz} = U; e % cos wlt - {} ] (3.2-14)

Az o % e g q
¥ tényesd axl jelenti, hopy o feseilbseg amplitaddja = fagged-

u'(z,t) = u: &%
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nyében exponencliallsan csBkken. A cedkkends mértéket fejezl kil Bz o
{térbell) csillapitasl egyiilthatd. A (14} elsé mlakjadbdl lathatd, hogy
A Feszlltség fazisban késik a z = O helyen felvett fazishoz képest, a
Fazlaklilénbség Bz, ezért érthetd f-ra a razisepylitthatd elnevezés, A
{14) masodlk mlakjabsl lathaté, hogy az wit - z/v) fhzls v sebességgel
berjed B oz-tengely pozitiv lranyaban, ezért v n fazisecbesség, Ezek
szerint a (14) egy, @ =2-tengely pozitiv irdnydban terjedd, csil-
lapitott szinuszos fesziultstpet [(feszilltséghullamst) ir le. A [Qi-bal'
lathats, hogy UI - 0 esetén az aramflggvény hasonlé alaka, fazisa 2,
sziigével kisebb = feszilteégligevény fazlsanal.

Az 1. Abra mutatja =& pozitiv z-tengely Iranyaban halads
csillapitott feszliltséghulldmot z flgavenytben ket idépentra, EbbAL
Jjol lathaté  hogy = feszilltsegeloszlas v sebesseggel terjed a pazltiv;

z-tengely lrényaban.

wiz) Tﬁ __tugh

e 'ﬂ“‘z‘h)

- It
q.2-1. abra, A z-tengely poziliv iranydban Lerjede celllapitobl
a Fogritlisdg térbell vallozass kél jdapaontra

Tegzit]l inéghul lan:
4 wepctéken mérlt A Dullémhossz = B A= 2w egyenlelbél

S (2.2-15)

A A Jelet a szabadtérl hullémhosszra tart juk fenn:

T % {3.2-16]

Pz tehat a frekvenclaval egyenérLékd Jellemzd,
A 2. abran o feszllisdg 1débell valtozanat 1athat juk., Ez termés

gzetesen szlnuszos, O amplitods és o kezdéfbdzls o 2 flggvenys. Al

ldébell periodicitast T = 1/f = Zn/w Jellemzi.
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utz i 4
A ] L,

3.2-2. Abra. A z-tengely pozibtiv lranyiban terjeds calllapltott
feszdltedghullém: a fesziliség idabeldl wvaltozadsza ket helyen

Ezutan mar kinnyen értelmezhetd a (13) Altalénos megoldéds masodik
tagja is:

= = +
ufz,t) = Ll1 & coslut + fz) = L}.E e ™ cos wit + {}] & (3.2-17)

Ez a z-tengely negativ lranyaban terjed v sebességgel, sajat iranyaban
[cstkkend z-k Telé) exponencialisan csillapodik,

Az Altaldnes megoldas nem epyszerden (14) é&s [17) dssrege, mert
u;' és U] leglelJebb egyike valaszthaté valbsnak,

Hagsonlé méden értelmezhetd a (9) alapjan cldallithatd aramflggvény
két dsszetevd]o ls.

Az egy Irdnyban terjedd feszilliséghullam &s Arambul 14m komplex
ampllituds janak viszonya tetszdleges z helyen

AR _ i R
T o) O . SR Uz Y .
+ - T o - = E !
1*(z) iz e ™ 0 Utz)  -(u]/z e’ ?* 0

Ezek szerint a z-tengely pozitiv, 111, negatliv irdnydban terjedd fe-—

szliltséghullam és &rashullém komplex amplitidsé janak hanyadosa minden z

helyen +2_ , §ll, = 2

] i

utz)/17(2)

2 = 3 _ (3.2-18)
-U {z)/1 (=)

Végeredményben a vezeléken kialakuls feszliltstég és Aram szlnuszos
ldébell valtozAs esetén tgy irhaté le, mint két, ellentétes iranyban a
fazissebosséppel haladd 65 a Ler Jedés iranyaban csillapitett hullam
szuperpozicisaja.

+ - «.
Faladatunk még az U1 ég Ul komplex ampllbudék meghatdrozdsa a
vezetek lezdrdsalnak ismerctében (3.2-5. é5 6. srakasz).
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a.2-4. A VEZETEKPARAMETEREK
Az eldzékbsl lathats, hogy a veretéken klalakuld feszilliség- &5 &ram-

eloszlas lényegesen flge a y ter jedés) epylitthatétsdl, ahol

2
y e+ JB = o+ Jr$-==d + J--} =

w (R Jul' )G+ JuC') . (3.2-18)
Az o eslllapitas]l egylitthatd és a 8 fazlsegyltthato (a v fazissebes-
stg, a A hullamhossz] bonyolult madon fllgg a vezeték R", L', G' &z C'
paramétereitsfl és az © kiirfrekvenciatél., Erdemes ezért speclalis
eseteket megvizsgalnl, amikeor ez a fligpés attekinthebdbb.,

3.2.4.1. Ideallis vezeték
Tekintsik =l&széir azt az eseiet, =amiker a frekvencia olymn nagy, hogy

‘wl's R' &8 wC'® G' teljesill. Ez £ = 60 Hz frekvencién ritkan fgaz,

mert energetike! szabadvezetékre R'/uwl’ = 0,3 és G'swl' = 0,03
encrgetikal kébelre R'Jul' = 4 &5 G*'/ul' =0 . Ezeel szemben f = 5§ kHz
frekvenclan tavbeszald vezetéken R'Jul' = 0,08 és G'/uwl’ = O 003,
tehat a feltétel k1 wvan elégitve. Ekkor a vezeték vesztesépelt a
feszilliség- 68 az Aramcloszlas szempont Jabél elhanyagolhat Juk, aml az
R" =40, G' =0 (3. 2=-20)
kizelitést jelenti. Az ilyen vezetéket jdedlisnak neverzilk,
Az idealls vezeték terjedéesi egylitthatéja (19) értelmében

yom v jul' - JuC' = jw ¥ L'C . (3.2-21)

Ebbéil kiivetkezik, hogy idedlis vezetékre

. - . R (3.2-22)

¥ L'C

A csillapitasi egyiltthato tehab nulla, amt a vesztestégek elhanyagelasa

miatt vArhaté is volt. A fazissebesség fiiggetlen a frekvencliatol
(diszperzlémentesség). Megjegyezzilk, hogy a

e [..‘.".3.,]_] (3.2-23)
E du
tsszefliggéssel deflnlalt csoportsebessts idealls vezetékre megegyezlk
o fazlssebesseggel, Lehat ugyancsak Crekvenclafilggetlen,
A fesziltstgflggveny klfejezése (13) értelmdben

ﬁJW[t - Z/v) - EJuft + 2] - (3.2-24)

ulz,tl = Re { U; + U]
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Ebbdél lathatd, hogy mind a pozitiv, mind a negativ iranyhan ter jedd
dsszetevd cslllapitatlanul terjed a vezeték mentén.
A kebtdsvezeték hosszegységre voratkoztatobt kilsd dninduktlvita-
sanak és5 kapaclbasanak kife |ezése (1.7, feojezet)
L' = -ﬁ—mf—. c
0
A keaxlalls kabel megfeleld paraméterel

B T (3228
0

i (LT v 2 me e
L' = e In ri ¥ C _HTT]:‘W H (3.2-2B)

Ebbdl kivetkezden mindkét elrendezésre
N e _ 2 :
Ee Ep fcauull {Erur} = [1/c7) ELHL

Itt M= 1 vehetd., Légszigetelésd vezstékre g, = 1, egyebként &, 1
A fazissebesség kife jeréze

. T N (3.2-27)
Ve
r
A (vezetéken mért) hullimhossz (15) értelmében A = w/f ., vapyls
A
h o= (3.2-28)

/e
Ezek szerint l&gszig&tﬂlﬁsa ldealis kettdsvezeléken a fazissebesség
megegyezlk a fény vikuumbell terjedés| sebességével, o hul lamhossz a
szabadtérl hulldnmhosszal. MAs szlgetelés esetén v < o és A < A . Ezek
ar dsszeflgpdoek nagysdgrendileg mis elrendezésekre is arvényesek.
A ldedlis vezeték hullamimpedancidja (8) értelmében a vezeték-

paraméterektm'zﬂ iyl Jul' 7 JeC' alakban figg, vagyis

AR (3.2-29)
o
A hulldmimpedancia tehat wvalds as frekvenciafiigget len, ezért gyakran
chullamellenal ldsnak i{s nevezik,

3.2-4.2. Elsvesztendpd vezetdk

Vizsgal Juk meg, mliként befolyasol Jak a vezetek vegzbosdge]l n vezebdk
paraméterelt. Feltételezzlk, hogy R'¢ wl' és G« W', tehat [H'/UL'JE
ég [G'/wﬂ')a - 501 Lovabbl kifzelitésként G'rws' is - elhanyagolhaté az
1 mellett, Ez mar hangfrekvenclan is tébbnyire elfogadhatd k¥zelitest

i Itk 2 E

Néhany Jellepgzetes tédvvezeték paraméberel
(téa Jékoztatsé adatok)

energetikal Lavbeszéld radlafreky,
légvezebtk  kabel vezebék vezelék
f = 50 50 5-103 100'103 Hz
|zo| = 346 52,4 678 751 n
arc 2, = dyiig? -3a° % -0,0035"
-3
o= 0, U3k 6,03 4,47 Ta,7 10 ~/km
-3
g = 0,872 F.78 109 2173 10 T/ km
A= S77H B07 57.5 2Bd km
3
v = 289 a0, 4 2B8 2,90 107 kms
R' = 0,025 0,5 5 GO L km
| ET_ 1,2 0,41 2 2,8 mHkm
G' = 0,1 0,0 0,5 106 M5/ km
C!' = 10 GO0 B 1,6 nFskm
wh' = 0,376 0,128 62,8 1630 [ km
wC' = 3,14 G2, B 188 2900 PS5 km
R'Awl' = | 0,063 3,98 o, 08 0,04
Ghrel’ = | 0,004 0,00 0,003 0,04

A tablazatbdl lathats, hegy G' gyakorlatilag mindlg elhanyagol-
hat&. Mar 5 kHz frekvenclan [hangfrekvencl#] sem kiivetlink el nagy
hibat,ha a wvezetéket ldeallsnak tekintjitk a feszliltség- &5 az
drameloszlas szempont Jabal., A veszhesépek szamitdsakor a  vezelék
természetesen nem tekinthetd ldedllsnak.

50 Hz frekvencléan a vezeték nem teklnthetd ldeallisnak, de még kis
veszteséglinek sem. Ezen n frekvenclan a vezeték a hullémhosszhoz

képest olyan rdvid, hogy koncentrdalt paraméterd hdlézattal ls ol

iT3

I
i
L




Jelent. A terjedési egyiitthatd kifejezése ekkor

g v"{tR' + Jul" G + JuC') = v"'rljm[,'ﬁw- _j'z[* v o Juct 1o "n",a
R TP L] o, TR,

JEuL T m g LIC (1 ¢ epiie ¢ S ),

A valés 65 képzetes részek szétvialasztasaval kapluk, hogy

C' G' L' R* c' = eaT 2
a;,_f ?fﬁmifr,ﬂ"mﬁ_c_[a.zm}

Ebb&l kivetkezlik, hogy “g = v = 1/L'C" . Ebben a kiéizelitésben tehat a

fazisegyiitthatd, =2 csoportsebesség éz farlssebesség megegyezlk aw
idealie wvezeiék megfeleld értékeivel. A csillapitési egyiitthatd nem
nulla, de a frekvenciatsal fliggetlen.

& hulléamimpedancia kizelitd kifejezéce hasonléan adadik:

/E'+ju1' /L' /1+R/ju].’
o

G' o+ JuC' 1 + G'/juC’

LI‘ G.
U e - )

o

A hul lamimpedancin ebben a kivzelltésben Lehal

L L o
mz‘-—v--J/—{—r e

o o Zral. J2
ﬂ/r'—_ Pl s (3.2-31)

& 2wy L'C'

A hullamimpedancia valds része . megegyezik az ldedlis vezeték hullém=

ellenallésdval, képzetes része Edbboyire negativ, tehab a hullés- .

impedancia kapacitiv jellego.

3.2-5. A REFLEXIOS TENYEZO
A vezetéken kialakuléd feszillkség, ill. aram Eomplex amplltidsjanak ki-

fejezése (T) és (8) érielmében A _
U :
R
& e t
4] (]
+ -
ahol U]. £11. Ul a z-tengely pozitiv, 111. negativ lranyaban terjedd
feszliltséghul lam amplibtddd ja n vezeték elején [z = 0). Célunk e két

Ulz) = u;' M L v & 7% I{z) =

allandd kifejezése az adolinak tekinthets mennyiségekkel.
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" visszaversdés az 1llesztés helwén, (A reflexiémentes illesztést ne té-

Tekintslk adotinak a 22 = Z lezars impedanclat. A komplex

alaki Ohm t@rvény értelmében (3. abra)
+'rh

u UCh) ul e ™+ U e U, + U
5 Rl 1 k o v Uy
5576 i SR R
2 1(h) Y I WS W P
“p %
+ =7h = e oyl % - k
ghol Uy = Uf e ", 111 Uy = U e a z-tengely pozitiv, 111, nega-

tiv iranyaban terjeds feszilltséghullam amplitddéja a 2 = h helyen, a
vezeték végén, amely a 2 Impedanclajd kétpélussal van lezérva., Ezt ogy
foghat juk fel, hogy a lezarasra beesik egy U, , 111. egy U;/ Z, ampli-
tidéjo feszilltséghullam, 11, éranhulldm, é5 ott visszaverfdik egy U;,
i1l. egy - U;f 2, amplitudoju fesziltséghullam, 111. &ramhullzm.
Vegpessilk be 2 visszavert &3 a beesd fesziiltséghulldmnak a vezebék

vagén fellépd amplitodd janak visronyara az

(3.2-32)

reflexiés tényezdt (visszaverddés] tényezdt). Ennek értake éanlﬁban!

komplex, Ir| = |U |/|U | , are r = arc U; - are U; . Az Il(z) kKifeJezé-
gébil lathato, hugy az aramra vonatkozd reflexlds tényezd IE/IP = -p
eczért erre a mennyiségre nem haszndlnak kiildn jelet.

Helyettesitsik az U, = r U, alakot Z kifejezésébe:

+ . - +

u2 + U l% + rU2 -

2 =2 = Z e = & e
(8] u+ — (] it - rU* 01 Frg
iR 2 2 & :

Ebb&]l a reflexids tényezd kifejezhetd a zﬂ hullamlmpeancia g5 a £
lezard impedancia lsmerstében:

27,

r = e (3.2-33)

£ ¥ 2D .

Erdekes specialis esetet Jelent, ha Z = EI'.'I , vagyls ha a vezetéket

hullamimpedancid javal zarjuk le. Ekker r = 0, wvagyls nem lép fel

vesszllk Hssze a tel jesitménylllesztéssel!] A reflexld kiklszdbdlése
azért ls eldnyds, mert llyen mbdon kiklszibll)Uk a visszavert aram-

hullam altal okoxolb veszhteséget. Az lllesztés Allalaban csak adobt
frekvencian (kbzelitdleg annak egy kirnyezetében) valosithatéd meg. Az
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idedalisnak  tekinthetd wvezeték hullidmimpedancidaja a frekvenciatal
fliggetlen, ezért arra az lllesztés - alkalmas ellenallédssal - elméle-
tileg frekvenclaflggetlenill létrehozhatd, Energetikal tavvezetéknél

nem szokas lllesztést biztositand.

zf ._T.:, g Irxl_*. I; —r
U |,
u.',- L() u-._ l’ Uz Ez
0 z Ko
5,20, Abra. Primer oldalan ganardtorral srekunder aldal &n lmmlttan—

claval lezart tavvezsték szinuszos allanddsult allapotban

ot
Az E.'l2 &z L, allandokkal a feszlltségeloszlés felirhats

T ey + h- - —wfhe
Wzl = Ul & + L]‘1 e o UE E'Er[ z) 5 Uz * ¥lh-z)
alakban. A reflexlés tényezd bevezetésével m feszilltség &5 az &ram

komplex cenesértékének helyflggvénye a kiivetkezd alakot 8161

U{Z] = U; ['}Tfh—z} o &—3-'“]—2} ]

"

+

Y2 -z)
I(z) = _[Eﬂh z) _ . vlhez) ] | adas

%0

Az ebben szerepld U; allandé egy maslk peremfeliételbd]l hatirozhatd
meg. Ha pl. lsmert a lezdréson fellépd fesziltiség Uz komplex amplito-
didja, skkor a # = h helyettesitéssel adods

u, = u; [ 1 +r ] 3.2-

5 = [3.2=35)

+
egyenletbsl UF: - UE/[1+I'] kifejezhetd. Ezzel a feszilltségeloszlas

1
Hasonld az drameloszlés kifejezése 1s. Ha viszont a vezeték elején
felléps U, feszlltség ismert, akkor az U = U; [c?h + f:_‘-’rh] eEyEn-

Uy (h-z)
Uz) = 15— [ e¥ih-z) | o -ylhez) ] . (3.2-38)

1
letbdl F * | f
1 fejezhetd ki ”I:': . Teklntslk wvépilll azt az esctel, amlkoer a

rime i .
P r oldall generator U, forrésfeszilltsége és Z  belst impedanciaja

adott (3. abral. Ekkor az t
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+
U
= U; [e"h +r e_'ﬂ"] . 21 2 [em =, e_wh] (3.2-37)

enletbdl fejezhetd kl az ismeretlen I..F; allandsd, Eldfordulnak mas

USBUI"'ZI I]

egy
t ipust per'r:'.mfeltt'tnlek is.
Srokasos nz U és I komplex amplitidékat a vezeték végétsdl mért

v e h =2 koordinata flggvényeként 1s kifejeznl.

4.2-6. FESZULTSEC- ES ARAMELOSZLAS IDEALIS VEZETEKEN
Yizsgal juk meg részletesebben a feszilbtség és az aram  eloszlasat

jdealis vezetéken, amikor ¥ = J8 = J wv, ahol a v = 1V L'C' fazis-

scbesseg €5 2 25 = L'/C' hullédmimpedancia frekvenciafilggetlen.

3.2-6.1. Lezérés hullémellendalléassal

Tekintsilk elészir a reflexiémentes lezdras esetét, amlkor a lezars
impedancia egy ellenallas: Z= Zﬂ =y L'/AC". A (33) értelmében ekkor a

reflexios tényezd r = 0, tehat U; = 0 és igy UI = 0. Exkor (7) szerint

u
Uizl = L|1 G-Jm/v i Ifz) = _/—IL‘ MR (3.2=38)
A vezettk elelén fellépd U! feszliltséget valésnak valasziva
Z Ul z
ulz,t) = U cos wit - =1, ilz,t) = =— cos wit - —) . (3.2-39)
1 W ZU W

A vezetéken tehat ekkor cslllapitatlan szlnuszos feszliltseg- &5 aram=
hullam terjed a z-tengely pozltiv iranyiban, amelyek fazlsban vEnnak.
Minden idSpontban a Teszilltség és az 4ram eloszlasa a vezetélk mentén
ugyancsak szinuszos. Az effektiv értéket mérd miszerek kltérése a
vezeték minden pontjaéban mindenltt ugyanakkora (4.abra = kivetkezd

oldalon).

2.3-6.2. Lezdrds reaktancidval
Tekintsitk most azt az esetet, amlkor a vezeték vége alyan kétpslussal

van lezarva, amely nem vesz (el hatdscs Lel Jestitményt. A legegyseerdbhb
1lyen lezdras a szakndas &5 a rdvidzar, de ez a helyzet akker 15, ha a
lezarsd kétpdlus impedanciaja  képretes, Mivel a vezebék Is

veszteségmenles, ezérl l1yenker hatésos tel jesitmény nem aramllk.
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F.2=4, abra. A forzit] trig ] AL ATam ef ekt iv artekdnek, L1E. =
rfiggvénysnak eloszlisa az §lleszive lezart (Z = Zﬂ! ldealls wozetéhen

Tekintsllk elészér a szabad végld vezetéket, Ekkor 2 = wés r =1 .
A komplex cslosértékek eloszlasa (36) értelmében
u

Ulz) = 2_2 [ eIBth=z] | -JBlh-2) ] = U, cos Bh-z) ,  (3.2-40)
u e u
Talis Tz__/___[ejmh—zl _ o iBlh-z] ] = 2 in Alh=z)
i EO

A feszllltség é5 az Aram mint a hely és az 1448 flgpvénye
M2J1=l5:wﬁﬁﬁhﬂamsmh (3.2-41)

t(z,t) = _Z"E_ sln flh-z) cos iwt*%]

Minden idSpontban a fes:ziltség &5 az dram eloszlasa a vezetéken szlnu-
szos, de ezek most alléhullamek (pl. a nullahelyek nem mozdulnak el).
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¥

3.2-%, abra. A feszUltseg #8 azx 4ram effaktly  éridkének, i, idafogo-
vényenek eloszlasa a szakadassal lezart ideslis tavvozatdkan

Az effektly értéket mérd miszerek a kiilénbszé helyeken mast mutatnak
(5. &hra). & feszliltség &5 =z 4dram térben negved hullémhesszal, ldfben
negyed periddussal =1 wvan toladve egymashoz képest . Ahol =2
fesziiliségnek csom$pontja wvan, oit van az framnak mpaximumn  VAZY
minimums és viszont. Abban a pillanatban, amiker a feszlltscg ld&ben
maximilis vagy minimilis, az éram a vezeték egész hosszAban nulla és
viszant. A vezetéken energiaszallitds nines, csak kel jesitménylengés a
Afd hossrisapd szakaszoken belill.

Tel jesen hasonlé a helyzel a rividee zart wépd vezetéken. Ekkor
Z2=0, és igy r = -1, Host is alléhual 1amok nlekulnak kK1, csak ekkor a
vezeték végén a lesziltiségnok van epondpont ja &5 az Aramnak o L mutm
vagy  minlmuma. A részletes  szamltasl ar Olvaséra  blzzuk.

(Felhasznalhatok a kévetkerd eredmények is X = 0 helyettesitéssel. )
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Tekintslk most art az esetet, amikor a lezédras egy tetszdleges
reaktins kétpdlus, tehat Z2 = J X . A reflexlds tényezd ekkor
Jx - ZO Z{:I - Jx

e s il e (3.2-42)

Mivel a nevezd n szamlAld konjughaltja, ezért [r| = 1 , tehat

rmel®, s =-2erctguCzy, & =w-2arctg . (3.2-43)

] e L

Y]

A fesziiltség komplex amlitadéd janak kifejezése (34) alaplan
Ulz) = U; [ LAB(h-2) | 48 - JBlh-z) ] ‘

Emel jiink ki egy ejE/E tényezdt. Elemi atalakitassal kapjuk, hogy

RN H P &

Uiz} = 'i.ll2 e oo BEh-z'E‘TJ .

|_|:+
z) = J -z% 992 gin E[h—z—g—ﬂ} . (3.2-44)

A feszilltség & az Aram mint a hely és az 1d8 fleegvénye ebbdl

+ & &
u(z, t) = U2 oS ﬂfh—z—ﬁ} oS {mt+?] \

UI‘

8 IO SNRIE. W .

1{z,t) zu sin flh-z Eﬁ"} cos [wh+ 5t = | (3. 2-45)

Mint nzt energetikal megfontolasokkal eldre lattuk: a reakbans kétpo-
lussal lezért idedlls vezeléken ugyanigy csillapitatlan alléhul lamok
alakulnak ki, mlnt pl. a szakadassal lezadrt vezebéken. A vezebék végén

azonban sem a fesziltségnek, sem az framnak nincs csombponta, hanem
£

L

Vil i 9. m-
S I.JE cos & 12 = Zﬂ sin & . (3.2-461)

Induktiv lezdrd reakiancia esetén ¥ > 0 &5 tg & > O , ar aram s

u

vezelék wégén negyed perifdussal  késik a fesziiltséghez képest.
Kapacltiv lezdro reskatancia esetén a helyzet ennek forditottja. A
vezeték mas pontjalban a feszilltség és ar aram faziskillénbsége mindig
negyed periddus, de a "siet" és a "késik" félhullamhosszanként felcse-
rélédik (1. késkbb a 3, Abrat is)

A kapacltiv reaktencidaval lezaArt vezetéken a feszllltség &5 az aAram
eloszldse olyan, mint a szakadhssal lezart vezebdéken, amelynek vége a
Z=h+ IECIEHH helyen van., Az Induktiv reaktanciaval lezart vezeléken
fellépd eleoszlasok olyanok, mint egy révidrezart vigld wvezetdken,
amelynek vége a z = h + (n = &LJ/HB helven wvan.
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2. 3-6.3. Lezards dltaldnos impedancidval
Tekintsik most a tetszdleges Z impedanciajo kétpdlussal lezart ldealls

vezetéket, A reflexlids Lényezd most

resp eJa : pa|r| s1. (3,2=47]

A feszlltség komplex amplitddd janak kifejezése (34) értelmében

U(z) = u; [ oJBh-Z) | | o8 ~JB(h-2) } . (3.2-48]

Ebbél lathatd, hogy a feszlltség amplitodéjénak  legnagyobb, 111,
legkisebb lehetséges értéke

2
jutz)f . = (1 + p) Iugl : wez)l o= (1= p) 1] . (3.2-48]

A (4B)}-at a kivetkezd alakban is felirhat juk:

ulz) = U [[t—p} QJB(n-z) | J8/2 JB(h-z)-j8/2 |

v p o382 mJB(h-2)+)5/2 ]

A feszliltség komplex ampllitidsjanak eloszlasa tehat

Uiz) = [1-p) U; eJB-2) | 2p U; o932 oug ﬁ{h—z—-gﬁ-}. (3.2-50]

Ebbél lathatéd, hogy Tellép egy (1-p) |U;I amplltadsa ja haladédhul 1am &
egy 2p IU;I = 2 IU;I amplituddju Alléhullam. Ha p = O (1llesztés), ak
kor esak haladéhulldm lép fel, ba p = 1| (rividzar, szakadhs vag
reaktancin) akkor csak alléhullam van, A 6. dbran lathat juk a feszilt
ség amplltids Janak eloszlasat nehany lezard ellenallasra (£ = R).

3. 2=, abra, & foezit] badg ampl L4 Janak aloazlana allenallansal
lezart ldeallc wezeteken
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fesziiltség az mdoti helyen az idé flggvényiben ezzel azr amplitddsval
srinuszosan wvaltorlk., Ugyanezek =» girbék az Aram  amplltudd janak

eloszlasat 1s megadjak, ha B2 helyére Z /R-et jrunk.

Q 0
Az lllesztés mértdkére két dimenzlé nélkill mennylséget szokas
hasznalnl., Az egylk a ¢ Alldhul lamardany, a maslk a k baladéhul ldeacany
IUlrﬂax wlmln
-;r":-l-—l— - P:"—-I—. O=sksi. [3.2-51)
v min u max

Myllvanvalé, hogy k = 1/e. Mindkettd kifelezhettd a reflexlés tényezd
nagységanak ismeretében, A (43) felhasznalasaval
1= el

B e L ul
L ey v k = T (3.2-52)
Ha csak haladahullim lép fel (nincs &llshullam), akker o =1 €z k = 1,
Ha cs=ak allédhullam lép fel {nincs haladéhullam), akker o= w és k = 0,

A haladéhullémarany vagy az allshul lémardny egyszerdbben mérhetd, mint
a reflexlés tényezd, 111, annak abszelat értéke.

Elég nagy. frekvencian {wl' » R', «C' » G'] a valédl vezetéken
hasonld a feszllltsép &s az aram eloszlasa, A csomdpontokban ekkor ter-
mészetesen nem nulla a feszilltség és az aram, csak Joval kisebb maxl-
malls értékénél. A veszleséges wvezetéken klalakuld feszliltség- &5
araneloszlds szamibtasa nem Jelenb elvl nebdézséget, csak az eredmények

altalanos alakjukban kevéssé atbteklnbhetoek,

3.2-T. A TAVVEZETEK NEHANY ALKALMAZASA

A tavvezeték legkézenfekvdbbh alkalmazisa a feszilltiség-, az aram- €5 a
tel jesitmény-dtvitel. A tévvezeték ekkor kétkapuként irbatéd le. A Bav-
vezeték felbasznalhalo minl szabdlyozhatéd reaktancia, mint impedancla-

transzformdtor &5 mint hangolhats rezglkdr is,

3.2-T.1. A tédvvezeték mint kétkapu
A tdvvezetékeb tébbnyire a generalort a fogyasztéval dsszekBbd ket-
kapuként hasznal juk (1. eldbb a 3. abrat), E kétkapunak a lanckarakte-
risztikajat felezhet 0k k1 a legyepyszeribben,

Indul Junk ki o & feszlliség 65 az aram (7) és (9) alakjabol:

4 i

o z ; L u -

Ulz) = UI e 0C 4 U] g 1% . Ilzy = 7;—3 = . 3;-¢*34
0 0

Fejezzlk ki ebb&l az U, = Ulh) és ip = I{h] mennyiségeket:

&
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w::«..

+ i
U u
+ =3h +7h L orhe. +¥h
U =U e + U, & 7 I. = —¢ _—
a 1 1 2 ED ZD

& -

A két egyenlet fsszegét é5 klldnbaégét képezve Ui &5 UJ kifejezhetd:
+ 1 B e A b -B
”1“'2“[“2*2012]“' ”1“2[”2 T S

Itt bevezettilk a

rg ma+ Jb=gh . (3.2-53)

definiciokkal a kivetkez§ dimenzlod nélkiill mennyliségeket: a g = 7h

atvitel, az a = oh csillapités és a b = ph forgatas A csillapitast
gyakran decibelben, a forgatdst néha fokban adjik meg. A vezeték

+ + o
elején Tellépd Ul = LI1 + U1 feszilltség &5 I1 = fU!/ZDi - {U!/ZD} Arzm
kife jezése ezek felhasznalasaval

B =B E -E
> e + & =3 poplat,
Ui e Iy
[ = .EE_:_E:f_ U + jii:_f:f_ [
1 2 ED c 2 v

A hiperbolikus flggvények bevezetésével kapjuk a téavvezelék mint
kétkapu lanc karakterisztikéjat lanc referencla lranyokknl (3. abra):

u, = (ch gl U2 + {Za sh gl 12 i

sh g -
I1 = —3;;— U2 + (ch gl I2 : {3.2-54)

Lathata, hogy teljestil a lénc paraméterskkel kifejezett reclprocitasi
feltétel [ﬂﬂ = h“ﬁszg o ﬁ'lEﬁ'El = 1) &5 szimmetria feltétel [AEE = .ﬁ“}.
amint annak a szemlélet alapjén lennle is kell.

A lanckarakterisztika ismeretében kifelezhetd a2 kébtkapu mas k-
rakterisztikdja is. Ne felejtsiik el, hogy a hibrid tipust karakterisz-
tikaknal 1., referenclairanyat "befelé” szokas valasztanl. A tovabbiak-
ban azonban csak a lénc karakterlsztikat fogJuk hesznalni

A karakterisztika lsmeretében kifejezhetd a Z impedanciajn két-

pélussnl lezart vezebék ZH bemenet] Inpedacis ja:

4 nl—lan Uzchg+12205h.g
B 11 Ué sh gfzu + I2 ch g
Mivel U2 = 22 l2 , ezért cgyszerdsités utdn kapjuk, hogy
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22 ch g + ZU sh g
= Al i L M - D =Go
E ZU 20 ch g + 22 shg ' (3.2-55]

Ha 22 = zﬂ‘ akkor AHH
kiizvetlenlil a fogyasztdt "lat Ja”. Ez megfelel a szimmetrikus kétkapu

hul lamimpedancidjara vonatkozd definiciénak. A zrz rdvidzarasi és a
252 iires jardsi bemenetl impedancia kifejezése (55)-bél Zrz = 43 th g .

zsz = Zuf th g . Ebb#l kiivetkezlk a hullamimpedancla é¢s az atvitel

mérésének egy vlvileg egyszerd modja:

2z
. _ 4 Trz _
20 = zrz zsz : th g = 252 : (3.2-56]

A bemenetl impedancia ismerebtében szédmithat juk példiul a generéa-

= Zh , vagyls lllesztés esebén a generdtor

tor altal leadott hatascs és meddd tel jesitményt, amelyet a lezards &z

a tadvvezeték egyitiesen vesz fel:

1
Pegamdz (1% = Sl iui? | (3.2-57)
B

ahal !Ilr, 111. |U]| az amplitaddt Jelentl a vereték elején.

A lanckarakteriszilka lsmeretében kife jezheték o lezart vezeték
dtviteli mennyisépel s, Pl. o feszllltségatvitell flgevényre riivid
szamitassal kapjuk, hopgy

U Z
2 2
W = —— = . (3.2-58)
u Ul 22 ch g + ZU sh g
Ha Z, =0 (révidzéar), akkor természetesen NU =0 . Ha 22 = w [ires-
Jaras), akkor HU = 1/ch g. Ha ZE = ZD {11lecztes), akkor wu s &

A konkrét szamitisoknal flgyvelembe kell vennink g = a + jb komplesx
Jellegét. Ehhez hasznosak a kiivetkezd, az addiclés képletekkel igazol-
haté tsszefiigeések: ;

e ®=2""(cos b+ jsinb), le”8] = ™™, (3.2-58)
ch g =cha'cos b + Jshasinb, |Ichgl|= vf é—{ch 2a + cos Zb)
sh g = sh a‘cos b + Jjcha-sinb , |sh gl = VH-%—{ch 2a - cos 2b)

Ha az a vagy a b paraméter klcsl, akkor célszerd lehel a flggvényeket
elst vagy mhsodfokd Taylor polinomjukkal helyettesiteni. lgy példaul a

2

2
cha=1+a/2, shara, cosbael =102, slnb = b kizelitések

a < 0,4 és b <04 esetén 2, E%-nal kisebb hibat Jelentenck.
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g.2_7.2. Usszetett wvezeték

A hemenetl Impedancia alkalmazasaval a tdbb vezetékbél és koncentralt
kelpslusckbal &llé haldzat vizegalatat visszaverethet Jik a kétpdlussal
lezart vezeték vizsgalatara,

Példaként tekintslk a 7. ébran lathaté elrendezést. Az (1) Jeld
vezelék végét egy Z, impodanciajo kétpdlus zarja le, tovabbd egy (2],
{11. (3) Jeld, egy-egy kétpolussal lezért vezelék, A feladat példavl a
lezarasok feszilltségénck meghatarozasa,

]
1 s

3.2=T. Abra. Tavveralalk arakaszokil &u konoentralt kébpd | unokbol alld
halazat

A legegyszerdbben ggy Jarhatunk el, hogy elbszér meghatarozzuk a
két vezoték Zéz} 5 Zégl bemenetl lmpedanciajat. Az (1) vezeték szem-
pont Jabsl ezek parhuzamosan vannak kapeselva a 2, lerard Impedancla-

(21 (3
val. Ar (1) vezeték lezérd Impedancidja tehat 2, « ZB x Zpo". Az

1 Z
Ué,” feszilltség pl. az (58) alapjan szamithaté. Ez az U; } egyittal a

(2] versték UEE] éx a (3] vezetdk Uiﬂj primer oldall feszliltsége 1=,

UEZJ &5 ar Uéaj feszilltség ismét (53) felhasznalisival sramithats,
Analég médon szémithaték a hasenléd jellegl feladatok. Eléferdul-

AT

hat példaul, hogy valamelyik vezeték nem kbzvetlenill csatlakozlik a
mAsikhoz, hanem egy sorosan kapcsolt koncentrdlt kétpéluson keresztill.
A két  csatlakozé vezeték kdzitt lehet egy ennél bonyolultabb
koncentralt paraméberid halézatrész is, amely kétkapuként irhaté le.

Ha ismert n vezeték elején pl o fesziltség és wvégén a lezdrd
Impedancin, akkor nem esak a lezarssok feszilltsége és drama srhmithato
egysrerfen, hanem a vezeték barmely pontjaban fellépd fesziltség &s

aram is a 3,2-6. seakaszban bemutatott modon,
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3.2-7.3. Az idedlis vezetékszakasz mint reakiancia
A 2? impedanciaju ketpdlussal lezart ldedllis wvezelék bementi impedan-
clajat (55) alapjan kapjuk g = Jb, helyettesitéssel:

] 2 ::usbd-,]zﬂslnb

chg+2 =& ‘
22 0 =7 2

h
B~ %o Zoch g+ 2, shg 0 Z,cos b+ JZ,sinb 13.2+80)

Z

2
A Zrz rdvidearasi, 111. a ZHZ tresJaras]l bemenet] impedancia ebbdl

2o WA K %o ek (3.2-61)
i S 1 i
ot Mg Bpmandy tg & (3. 2-62)

ahol 20 =+ L'/C° valos allamdd &5 a b forgatias klldnbdzd kifejezései

= PO L0y NP -
b = gh % h 5 h. {3.2-63)

Az K rivideardsi &z az X, Uresjarasi bemenetl reaktancia figge-
st a h hossztél a B, abra szemléltetl., A nepyvedhul lamhosszndl révi-
debb rividrezart, 1ll. szakadissal lerzdrt wverebek seakasz induktiv
ill. kapacitiv reaktanclaként wiselkedik. Ez a Jjelleg negyed-
hul lamhosszanként megvalbozlk

' [N (P Krz A X
1 | o——— e
\ | —— —— {1 3"?.
' \

\ xm T 31?;

b .
~ P
S
- - 0
e &
Fall Ty i
LS | ‘?
5 &
s T
A _EEJ
\
-3
3 £e
!
d.2-8. Alra, A rdvidzacasi &5 az Ores Jardel bemenst | roaktancla  Cigge -

o az |dedlls vezetékazakanz hosszatal

186

Ilyen médon létre lehet hozni (majdnem) ldeAlis és kinnyen valtoz-
tathatéd reskbanpciat. A wvalédl vezetékek természetesen nem ldealisak,
de killéndsen induktlivitast seokkal klsebb veszteséggel lehet révidre-
zarl verelékszakasszal [("stubline”) megvalésitanl, mint mis médszerek-
kel, A vezetékszakasz természetesen osak  olyan  frekvencléakon
alkalmazhatd reaktanclaként, amelyekhez ésszerd hosszisag tartozlk,

Az adotbt impedanciaval lezart vezeteék reflexlomenetességit (araz
allohullamainak kiklszibdlését) biztositani lehet egy, a vezeték vége
ktzelében alkalmas helyre belktatott megfeleld nagysagd reaktancidval
(Gondel ja meg, hogy milyen feltétell egyenletekbdl lehet & reaktancla
éartekét és helyét meghatérorni! A reaktancla és a fogyaszto kizdttl
gzakaszon fellépnek allohullamok is, erek csak a vezeték tohbi részén
klisztbilhetfk k1 ilyen mddon.) A reaktancia révidrezart wégid
vezetdksrakasszal szabdlyozhatdan reslizalhata,

A veretékszakasz olyan reaktanciat realizal, amelynek mas a frek-
venciafiggése, mint a kondenzdtorok &s tekercsek Gsszekapeosolasgval
kialakitott reakbans kétpdlusoké, Utdbbl w raclondlis, eldbbi az w
transzcendens flggvénye, mint az ar elfzékbi]l lathats.

A reaktanclat reallizald veretékszakasz szlksépges hossza csdkkent-

u ]/J-;.;{_T? , akkor

b
-éfa q..f'f p o k:a ‘?f‘f 7 - A

X b 47
‘jgﬁ
) BRI
;AXH\ =
-2,
ktﬁ\* 2 o b

d.2-8, Abra. A kendenzalorral Lazdrl ldeal ks vezehéknzakanz bemonet |

hetd, ha egy reaktanclidaval zarjuk le. Legyen pl. Zp

T =3
L - 4

FeakLancla Jdnak uggéese a szakasz hosszabel
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[BO)Y értelmében
(!/JMCE] ces b+ ) ED sin b

? = - 3. 2-63
ZE 2IIII 20 cos b o+ {‘.Ih..ﬂz',l sin b { )
A bemeneti reaktancla kife jezése ebhbdl [ZB = J KH}:
2n C
z  Ritgbo - ot 35 (3.2-84)
Mo =& paien — ¢ ERUGE " rme= . :

A 9. 4bran lathat juk X, vAltozasat a h hossz flggvényében a k paramé-
ter [vagyls Czl néhany ertékére. Lathat juk, Thogy mig kapacltiv
reaktancla létrehozdsdahoz legalabb A4 hosszosagd révidrezart végl
vexatékszakaszra van szlkség, kondenzatorral lezart verctékszakasz
egetén ennél kisebb hossz ls elegends, amint az varhatd is.

9.2.7.4. Az idedlis veretékazakasz mint rezgdkir
Mint korabban lattuk (2.3-6.2, pont) a rivizdrral vagy gszakadissal le-
zart idedlls vezetékszakaszon 4114hullamek alakulnak ki, a fesziil tsdg=
nek &z az aramnak félhulléamhossznyl tavolsagban caomdpont jal  vennak
(5. abra). A Teszlltség csomépont jalpak helyén u = 0, tebat ott =a
vezeték rividrezarhatsé, Az dram csomdpont Jalnak helyén i = 0, tehat
obt a vezelék megszakithatd., Az dgy keletkezd vezetikszakaszokon o
létrehozott rezpés - elméletlleg korlatlan ldelg - fennmarad.

A rezgts! hul lamhosszak abbsl a feltételbdl hatarozhatdk meg, hogy
a révidrezdrt végen a feszliltség nulla és az aram maximalis, a szaka-
dassal lezart végen az aram nulla és a fesziiltstg maximalis. A mindkét
wégén rividrezdrt vezetékszakasz hossia tehat nn/2 egesz tibbsziroése,
mig az egyik wégén nyitott és masik végen rovidrezart vezetékszakasz
hossza A/ paratlan tobbszirise (10. abra), & lehetséges rezgési hul-
l4mhosszak &s frekvencisk a két végén egyformin lezdrt vezetékre

L _ W _om ¥ 3 =
i mhey sSUR Tl sl T R ke e (3, 28)
mizg az egylk végén nyltott, masik végén zart vezetékre
q W 2n=1
0 M — = i i = ]
il LR A — T L2 .. (32068

A sajatfrekvenciak a révidzac mozgatasival valtozbathatok.

A veszleséges vezeldékszakasz 0 kir)ésagara o kiivelkezdképpen
adhatunk beecslést. A koncentralt paramétert rezgSkiirre Q = wl/R . Kls-
veszteségl vereték esetén (30) értelmében
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3.2=10. abTa. Egylk whgen phvidrezart, 111, nyitott, mas ik Wi gan
rovidrazart idalis wveretékszakaszon klalakuls fesrultsdg &11éhullimok

RS C = i wl.' g
o = 5 T g=wv L'C" |, vapyls Ty = o

Ebbfl kiivetkezlk, hogy a rezgikir kiicjésiga nn = zn/ﬁr hul lamhosszen
]

i
':!” il e {3.2-6T)
n

ahol hﬂ kife)ezéstt (65) wagy (66) adja. Ebb#l kivetkezik, hogy az

alaprezgést (n = 1) célszerd felhasznalnl

3.2-7.5. A vesztesdéges vezetdkszakasz mint rezgdkir

A vezetékszekasz sajatrezgéseit Altalénosabb feltételek mellett ls
vizsgdlhat juk. Tekintsiink a végein 21 , i1l 22 impedancis jio kstpdlus—
snl lezdrt nem idealis vezetékszakaszt. A vezelék &5 a lezdris veszte-

ségel miatt ekkor

3t _Jut

u(z,t) = Re { Ulz) e y = Re { Ulz) &% ) (3.2-88)

alakban leirhatd, lddben esillapitotbt rezgések fognak fellépnl, ahol
5§ = =& + fuw o komplex frekvencla. Eddlgl, a szinuszoes allanddsult
allapotra vonatkozd daszreflggéseink drvényesek maradnak, ha Juw he lwére
Az 5 komplex rekvenclat helyettesit Uk, A Laplace transzformaclé al-

kalmazasival formallag azonos eredményhez jutunk (3.3-3, szakasz].
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X ZE[E}I impedancidval lezéart wvezeték bemeneti impedanciaja ZB[E:I,

ahol Eﬂisl m Ulfs}/Ilfsi. Azok az s, kemplex frekvenclaji rezpések

k
fognak ténylegesen fellépni, amelyekre Ujis]/JI{s) = - Elis] iz ki wan

elépitve, Vezessik be a kivetkezd Jeldléseketl:

i e R’ L' %
gls) = h v (R + sL')(G" +8C') ,  Zg(s) = /‘E;'_:EL . (3.2-69)
Mz 5, = —Ek + e sajatértékeket, wvagyis a ék idébeli csillapitasi
egylitthatdkat és az wk saJat=kdrfrekvenclakat a

29[5} + Elfsl =0 [3.2=T0}
egyenlet, vagyls részletesebben kiirva a
(5] ch gls} + Zofs]' sh gl=)

ZQ[E} 20(5] ch glis] + 22{5] ch gls} * 21{5}I = (3.2-71)

transzcendens egyenlet pgyidkel adjak., Mlvel ezek komplexek, ezért
mepghatareozasuk altalaban kicidlményves feladat.
lgen egyszerd példaként vizsgaljuk a mindkét wvégén rvidrezart

verebékszakaszl., Ekkor EI = 2? = 0 , exért (70) a kivetkezd alakra

egysreristd] o
shg=0, g=gls). (3.2-72)

Belathatd, hogy a g, = g[sk} gylikiik mind képzetesek, éspedlg
(3.2-73)

gls,) = h T s, L')(G +C') = Jkn; k=0, £, 2,

Wégyzelreemelés &5 rendezés uldn a kivetkezd egyenlel adodlik:

e LrC Si +ne (R'C” + L'G") s, + G ) =

AvoeE 1A L'CY idedlis fazlssebesség bevezetésével kapjuk, hogy

2 R' G' R'G* m .2 _
= Up ¥ Y R el e
E mAscdfokd egyenlet megoldasai
5 ==& & -
k g * duy
=N A f;f R’ G .2 _ R'G w2
(preltflgpsm )" - o - )
i g M v wff A A
s [L.“ [:.]tj}’;—h 1 :kﬂv:l {T v 1
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EbbSl kivetkezllk, hopy ar ldébeli csillapitasi egylitthaté és a sajat-

kirfrekvencla kilfejszése a vezeték adatalval

R’ g ;
6]( = T + Tl {(3.2-T1)
Y it I..2 ., R {1 i i G* i P .2- my
l-."k = | '-'FI- /] ':_RFT ] { .-‘LI \"IIIFTI '-':EE:‘ E-. } =k _...ﬁ_.

ahol v = i/ffL'C'
A kézelités kis vesziesépg esetén haszpalhatd. Az 1dSbeld cslillapitasi
egyiitthatt ezek szerlnt minden sajatfrekvenclara ugyvanakkora. A sajat-

rezgés hullamhosszal

A, = B B s 1
&k k

= 3o (3, 2-758)
A (B5) értelméhen a2 kizelitd eredmény megegyezlk az idealis wvezetilre

szamitettal, A pontosabb szémitds egyfeld]l szolgaltatja az  idébeli
csillapitdst egylitithatét, madsfeldl lathatd, hogy a sajatfrekvencia
valamivel klsebb (a hullamhossz  valamivel npagyobb)l mint idedlis
vezetékszakasz eselbdén.

A (T4} és (75) dsszeflggbésekben v az idedllis vereték Fazissebes-
stgét Jjeldli. Kls cslllapitdasd vezetékre o valéddl fazissebesség ette)
csak kevéssel tér el

Ataldnosabb lezardsok mellett a (70) transzeendens egyenlet nem
egyszerisddlk  misodfokiva,  Ar  Olvaséra  bizzuk ar  egyik  végén
révidzarral, masik végén kondenzétorral lezart vezeték sajatértékeinek
meghatarozésiara szolgdalo egyenlet feliridsat

& sajatertékeket megedd  transzcenedens epyenlet megoldasshez
celszerd lehet a wezetéket eldszbr idedlisnak tekintenl és ennek alap-
Jan meghatdreznl & sajatértékeket. Ha mindkét lezéris veszieségmentes
{révidzﬁr. sZakadés, reakidns kétpdlus), akkor az igy adddd =a jac-
ertékek keépzetesek (sk =ind J;k' esillapitatlan rezgés). Pontos?bb
megoldishoz Ggy Juthatunk, hogy feltételezzik, hogy Ek [ |r_-|k = uke
olyan kicsl, hogy a transzcendens és irraclonalls flgpvények elséfoki
Taylor polinomjukkal kiézelithetsk, Szikség esetén a korrlgalt megoldéas
helyén djabb sorbafetést wvégzink., Az ldealls vezelékre vonabkozd
megoldas npumerikus  kbzelitd el Jardas alkalmazass  esetén  1s  fel-
hasznalhatéd generdld megoldaskent
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3.3. ATHENETI FOLYAMAT YIZSGALATA

A tavvereték eloszbtolt paraméterd halézal, ezért térvényel bonyolul =
tabbak, mint a koncentralt paraméterd halédzatoke. A tavvezeldken
lezajlé  Atmenet! folyamatok wvizsgalatm ezért nehéz matemet Lkal
feladat, omely dltalénos esetben csak numerlkus modszerre]l oldbhatd
mag., Gyakran megelégedhetlnk azonban azzal a ktizellitéssel, hogy =
vezotéket idedallsnak bLekintjlk. Elléndsen egyszerd a helyzet, ha a
lezaras egy ellenallas. Ebben a felezetben eldszdér ezt a legepysze-
riibt esctet wvizsgal juk, =artan ratérink =z Altaldnositaslt lehetd-
ségekre. A numerikus el jirasckal nem targyal juk.

3.3-1. A FREKVENCIAFUGCETLEN ESET
3.3-1.1. Altalénocs osszefiigzések
A 3.2-4.1. pontban lattuk, hopy az ldedlis tavvezeték csillapitasi
egylitthatsja nulla, v = 1/ L'C' fazissebessége pedig a frekvenclatol
flggetlen (a terjedési egylitthatsd y = ju/v), a Z, = L"/C' hullémim-
pedancla ugyancsak flggetlen a frekvenciatal., Ha az idedlls vezelék

elején a feszliltség kife jernése

u(t) =y e
akkor tetszSleges z helyen a feszliltség kifejertse (2 reflexiot
egyelére flgyelmen kivill hagyva)

u+(z.t] = U1 eJ”[t B z;Vj.

Allitsuk eld a tetsedleges ulltl fesziiltséget UE{JHJ spektruma
segitségével Fourier integral alakjaban:

ulft.fl = ;—EJJUIEJW} P

-

A Fesziiltségflggvény kife |ezdédse a szuperpozicld elve alapjan

o
u'(z, t) = %ETI U, (Je) glult = 2/vl 4 (2.3-1)

e
Minden frekvenclakomponens ugyanazzal a sebességgel terjed, ezért a

z-tengely pozltiv irényaban terJeds feszilltséghulldm és aramhullam
klfelezhetd az ultLJ Feszlliség ismeretében:

e, ik . E J~
ilz,t) = ;e R };_J (3.3-2)

* b . =
ulz, t} = ultt :r]

T

Ez =azt Jelent!, hogy valamely z helyen a fesziltség ugyanolyan le-
folyasd, mint a vezelék elején, csak 'Tz = z/v 1d8vel késleltetve wvan.
Az aram minden idépentban aranyos a feszilltséggel. Ennek az a magyara-
zata, hogy a feszlltség és5 az aram mlnden frekvenclakomponense azoncs
gebesstéggel és ecsillapltatlanul terjed, ezért a teljes fleszliltséghul-
1am &5 Aaramhul lam is torzitatlanul és csilisplitatlanul ter jed.
Vizsgal juk most meg a vezetdék vegen fellépd reflexid halasat.
4 legegyszeribb esetben a lezdrds ls frekvenciafiiggetlen, wvagyis
agy B2 rezisztenciajo ellenallas, vagy azzal helyettesithetd., Ekkor azx
i
ry R, + zﬂ (3.3=-3)
reflexids tényezd is frekvenclaflggetlen. Ez azt Jelenti, hogy minden
frekvenclakompanens azonos aranyban verfdik wissza. Ennak kivetkezbé-

ben 2 beesd feszlltséphullam és aramhullam alakhden reflektalodik:

- h h-z
ufz, t) =, (t - e 1.

ST 1 o b bz :
U fz, b} = By Y (t = & | . (3.3=-4)

0 2
Ez a visszavert hullam a feszlltségforrasnal 1smét visszaverddlk
Legyen R, =0 , tehat r, = -] (Az altaldnosabb esettel késdbb fog-

lalkezunk. ) A z-tengely pozltliv irdnyiban terjedd reflekbalt hul lamok

T = _2h oz
ufz,t] = r, Y [t = % Y

* == oo S -
1 [.th] = E; T‘z U] {t 'V_ P 1 [3.3-5]

Ez = fesziltség- és Aramhullém a vezeidék vegén lsmet wigsza-
verddik (a reflexids tenyezd ra} &gz igy tovabb.

Ebben = mymkorlatilag nem éfdektelen esetben a feszliltség &5 BZ
Aram barmely helyen és barmely idépontban a reflektalt hullamok szu-
perpozicié javal meghatarozhatd. A vezeték veszteségelinek elhanyagolasa
elsdsorban azt Jelentl, hogy a coslllaplitast flgyelmen kivil hagy juk.
Az elsd néhany reflektalt hullém figyelembe vételekor ezzel t@bbnylire
nem 1s kiivetllnk el lényeges hibat,

Az 4ltalanosabb esctek (frekvenclaflggd lezaras, nem idedlls
vezettk) vizsgalataval a kivetkezd két szakaszban foglalkozunk. Eldbb
bemutat juk e legegyszerbb kéwelltés néhany alkalmazdsal
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3.3-1.2. Illusztrativ példa T B r, LI_I:I i E':l Ay
Zarjuk le az ldedlis vezelék wvégét egy R?. rezisztenciajo ellenal léas- 2 1 +r, zﬂ HE :

sal. KapesolJunk a vezettk elelére a t = 0 pillanatban egy Ul.‘.l al lands ami @ vezeték ldedlis wvelta miatt a helyes credmény. Ugyanez az aram
feszill tadgd feszliltségforrast, Hatarczzuk meg = lezard ellendl ldson Allandésult értéke o vezeték minden pontjaban, Az Olvasdra bizzuk asz
fellépt Tfeszlltség Lddflipaveényét. aramra vonakbkezs, az 1. dbrdval analég diagram felvazolasal.

At =0 lddponttd]l kezdve a vezetéken egy uo ampl itadd o feszilt-

gséghul 14m halad, amely T = hov 1ds mulva ér o vezeték végéhez. OLL :*2— A e r ; o
= s EN# e
srbirise reflektalddik, lgy a lezaras fesziiltsépge a T ldbpontig nulla, (:) Re=0 Ry-d, /4 CD 1 ]
R Lo
aver enerator [ el
azubtan [1+:r'2'.l UU . Az r, UCI- vigsravert fesziiltséghullam a g . r=-06 | 3 <04
felé halad, majd ott a 2T idSpontban reflektdlédik. Mivel a generator i ¥ i Us
i =]
belsé ellenallasat elhanyagoltuk, ezért vy = =1 , tehat egy T, UD U T 53 U, U,
o s £ ad
amplitudé i fesziltséghullam halad a vezeték wvége felée, shova a 3T t_:,.. | —
v £
iddpontban érkezik meg és reflektdlédik. Az {1+r~2) Uu feszliltségre igy ! : E ; T
= i = - 1 i ruperponalédik. At = 3T o : A
rs LII:II - rg[ rEUD] rE[ +r~2J UG fesziiltség szuperp o =0 ___,rm-'
idépontial a lezdrds feszillbsege [[1+r2}| - r?_(]+r'2:l] UCI lesz. Az ry, U{J U‘ [} Tet<2T I, la ;
amplitidéji hulldm a generator felé halad, ett reflektélédik, és lgy .¢:..-1| Ug+13 Ua :
tovabb., A lepardson fellépd feszllltség allandésult értéke o ‘I— s ‘_H] 2
2 2 i iz b o K
Lizm[hrp'll UE} 12H+r~] UD-rr-z{JH:p_JI Un i r}U.r *"l H”Jh
2 - : 1 L, [ —
= lry) ey = g = (herg)d s Yo ut I y L letile |
-1 i
mivel [r,| <1 . Végerednményben a fesziiltstég allanddsult drtéke I Ue | oTe 37 U p—— |
o
UE = UI:I : (3.3-8) i [,Iﬂ+:}ﬂ't, |
ami @ wvezeték és a penerdtor ldealis wvolta miatt természetes is. ‘ l = =Ty s L i f
Ugyanekkora az &llandésult fesziiltség a vezeték minden pont Jaban, 0 h 0 ] L ~nyll, F
A feszillt=ség kialekulasat egy kookréi eseire [Hl =0, R, = 4 Zﬂ.
11 RE = 30/4] gz 1. abran kivethet juk. Ui u 4
Az 4rem eloszlésinak kialakulésa hasonlé médon kiéivethets. A s 1 e ;
1 1 I
L f s [r———— o
bekapesolds utdn UGJEU amplitidd j4 dramhul lam indul meg = z-Lengely Us il Us I"z'H' e -1y Lo
pozitiv lrényaban. Ez nem figg a lezérastél. A vezeték vegen -r, '-.1{:'/2,::J I o | .
| e
; : _ _ > |
ampl1tddd i Aramhul 1am verddik vissza, az eredd dram UG/ZO Ty UI’_‘I/ED' 0 -]":Ug _._1 [ ] ]H‘" ) __':l*u‘ c—-] 5 ] h

Ezutdn a vezeték elején -r, U,/2, amplitidsju aramhul ldm verfdik

2 3.3-1. abra, & feszitlizég  eclosxlsss  kulonbbza  ldépentokban Az idealls
vissza, majd a wvezeték wvéghn rs IJD/?_G &5 lgy tovabbh, Az Aram Ldvvazstélkan, amalynok  slojara & L = 0 yddpentban  egyonfeszulbosgat
4 K o .
al lﬁl'l.{llﬁﬁ'l.l.]l. &rEale apcmelunk, vége ellenallaszal van lazarva
u u ¥ A veszteséges vezetéken allandé feszliltség halasara kialakuld
12 = []_,-2; Z_U -y {]_,-2] Z_D * ,-S (t_,~2] .2_?... & dllandésult feszilltség nem allandd a vezeték menbén és csak a 2 = o
Q 0 0 helyen Uy értékd. Az #llands feszliltség a szinuszos esetre érvényes
A mértant sor dssregképletét alkalmazva
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dsszefiggésekbsl w = O helyettesitéssel szamithatd, Ekkor y = ¥ R'G

¢s Z, = R'/G' . A lezérfson felléps fesziiltség (3.2-58) értelmében
U, =W U = Rﬂ, ] = gh . (3. 3-8)
2 1 Sk | ﬁz ch g + zﬂ sh @ B §

Ha g ¢« 1 , akkor o nevezdit elsSfokd Taylor polinem)aval helyettesitve

U2 = W UD = W UD . [S-J_BJ
Ez azzal egyenértékd, hogy a tavvezetékel egyenéramon cgy R'h rezlisz-
tenclaja ellendlléssal helyettesit jik. Hagyobb fokszami kiizel itésben
a G' atvezetés ls szerepet kap.

3.3-1.3. A menctdiagram

Az idealis tavvezetéken kialakulo atmenetl Ffolyamat vizsgalatat
sttekiphetévé teszi a hulldmok tn. menetdiagramjinak megrajzelasa, Ez
grafikusan megadja a terjedd hulldm elejének helyet. A menetdiagramon
feltiintet jlilk a terjeds feszlltséghullam relatlv ampl 1tdds Janak
nagysagat (2, Abra). Jelélje a vereték elelére kaposolt feszll Lede-
penerdtor vagy aramgenecator belsd ellenallasat Rl , & primer oldall

reflexids tényvezit r. = [Rl - ZGJKER] + ZG]' Mint a 3,.3-2. szakaszban

1
latni  fogluk, az eljaras altalanesithabé nem rekvenclafiggetlen

lezArasra ls.
A 2. Abra fels$ részén lathatéd a hullamfront helyének grafikonja,
vagyis a menetdiagram. Az indulé feszilltség relativ amplitidoja 1, a

vezeték végén ennsk r.,-szirdse verddlk vissza, a wvexcték elején a

2

wisszavert fesziltséghul lam r,-szersse, vagyls £y verddik vissza eg
1 helvére Ty FE helyére o irands. A

kialakulo fesziilltség wagy éram a vezeték barmely helyen kinnyen

igy tovabb. Az &ramra nézve T

megererkeszthetd @& sorozatosan visszaverdds hullamok EFUpETr=
pezicld jaként,

A 2. Abra kizépsd és alsd része az R! = (r] = -1) és Rz = d ZD

[r-2 = (,6) eselre vonatkozik, Az Abra kizépsd, 111, alsd részén azt az

esetet  wvizsgdltuk, amlkor uﬁ{t] a t = 0 ldSpontban bekapcsolt
egyenfeszliltség, 111, amikor u_(t) llnedrlsan né allando értdkére,
HMindkét esetben o feszﬁ]tségu allandbdsult értéke Lh , Ay Aram
al landésult értéke UD./R2 . Az Aramfiiggvény szerkesztéstt a ket wazolt
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3.3-2.  abra. 4 menstdiagram &5 a  [esriliség  1ddTUggvényének  meghatara-
ZARA ax ideal im tavvezeléken sarczatos reflexisk szuperpoxiojaval

esetben az Qlvasora bizzuk.

A mzerkeszhés elstsorban a szemlélietést szolpgalja. A feszilltség
&5 az dram iddflggvénye szamltassal ls meghatdrozhatd,

Ha R] # 0 (tehat bha Ly -1, akker az induléd feszlltséghullam
U (t) -2 /(R + 2,), az indulé dramhullém u (t)/(R, + 2,). hiszen a be-
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kapcsolasi folyamat szempontjibol a feszilltséplorrasra R1 &5 20 SO00S
eredd je van kapesolva. Az Olvasora bizzuk, hogy a scrozatos relflaxisk
madezerével lassa be, hogy » fesziltség, 111 az dram 4l landésult érté-
kére ”n'“1’{“z 4 H?}. i1l U[]/[HII + RH] helyesen kiadddik,

3.3-1.4, Usszetett vozetékek

Az eddigiekben azt az esebet vizgogaltuk, amlkor az 1dealis vezeték
elejét egy generdtor, vegét egy ellenallas zarja le. & reflektalt
hullamek mAdszere azonban abban az esetben 1s alkalmazhatd, amiker az
idealis vezeték végihezr egy vagy tibb idealis vezeték csatlakozlk.

Az atmencti folvamat soran a vezetéket lezédro vezeték = hulldm-
impedanclda javal térténd lezarast jelenti, az idealls vezelék frekven-
ciafiiggetlen lezdrast jelent. A beesd hullam az elsd wezeték wvégeén
reflektalédik és a lezird vezetéken [vezetékeken) terjed.

A lezars wvezebéken terjedd hullam a vepén reflektalddik es ¢
vezeték elején egyrészt reflektdalédik, masrészt az "elsd" wezebéken a
generator felé terjed. Az panételt reflexiok hatdsa viszonylag Atbe-
kinthetd moden kbvethetd a 2, abréhoz hasenld menctdlagramon. Az egyes
vezetékekre o T, = h Av, Lerjedési  idik  killdnbiizdek, hiszen o
vezebtkek hossza, de a [dzlssebesség ls eltérd lehet.

A gyakran zavart ckezd reflexiok nem lépnek fel, ha mindegyik ve-
zoték a salat hullamellenallasdval van lezarva.

Tekintslk elsd peldaként azt az esetet, amikor a Zéli hullamimps-

dancléjno idealis wezetékhez egy 2‘({;2] hul lamimpedancida i idealis veze-

ték csatlakozik. A kel wvezetéken a fazissebesség vtj] és v[EJ. Az (1)
vezetéken a z-tengely pozitiv irdnyéban Ler jedsd feszilltséghul lamra A

reflexids Lényezd
(2] (1)
o A
2 [ 5 E ]
D
Az epyszerdség kedvédrt 5zoritkuzzunk bekapesolt Un epyenfosziliség

hatdsanak vizsgalatfra, A z-tengely pozitiv irdnydban berJedd feszilt-
séghul ldm egy t] jddpontban érkezik az (1) vezelék vépéhez, Ekkor olt

1
ri ) U, nagysagd Teszliltség visszaverddik, A vezelék végen l1+r{ by
nagysagl leszilltseg lép Fel &5 ez ler)ed a (2] wvezetéken annak vege

i1) (1} _{1]_

felé. A beesd Aramhul lam L! /2 . a wigszavert aramhbulléam “ra U[]f:’.[}
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d.3=3. abra. Az eqylk 45 a séslk  lréanyban Lor jodd FopzOltesghul Lam  ed

Arambcl lan vigalkedéae kat ldeal ls vezebek csallakeozazanal
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ar (1} vereték wvégén az aram [1 - ré]]] Lh/Zé]}

terjed a (2) vezebéken annak vépe felé (a 3. abra kizépsS része). Az

Ez az Arambul lém

Olvasdra bizzuk annak ellendrzését, hogy a (2) wvezetéken terjedd
feszlltséghul lam &5 Aramhul lam viszonyara 252} kladédik., A két ter jedd
hullam egylke ennck alapjin a maslkbd] szamithatd,

A (2] vezetéken terjeds hulldmok e vezeték végén visszaverddnek.

Ezek egy tz fdépontban érkeznek az (1) és a (2) vezeték csatlakozasi
helyéhez, A reflexlés tényezd ezekre
(1} (2]
(2 _ A H
1 17 2]
20 + ED
2 1 ;
Esetinkben rf ) - -ré : A fesrilltséghullam és az dramhulléam a (2] ve-

zetéken visszaverddik é&s a lezdrasa felé terjed, az (1] vezetéken a
generator felé halad, Ezt szemléltet] a2 3, dbra alsd része. Ezen nem
tlintettilk fel azt a feszlliséget &5 Aramot, amely a két vezetéken mar
kordabban létrejitt. Ex & helyzet, ha a forrdsfesziltség esgy kellden
rivid allandd amplitddd o Impulzus. Az Olvasdre bizzuk annak el lendr-
ztadl, hogy nx (1) vezetéken o fesziltség &5 az dram viszonyn ~Z[I] s
A két vezetéken haladd hullém a vezebék maslk végén lsmét vlhﬂza—
verddik &5 igy tovibb. Gondosan kiwetnl kell, hogy az egylk és a masik
vezetéken terjed® hullémok miker érkeznek a csatlakozdasi ponthoz.
Macodik példaként tekintsik azt az esetet, amikor az (1) vezeték
kétfelé agazik: egy (2) és egy (31 Jeldre (4. 4bra). A reflexiés té-

O _ (20 x 2™ ) -z
L& 20
¥

2" prv

S
o i

r“.’ L I"g#wh’ f}j'gn r'r_]? gri} ? ﬂ.l’} 2."1.‘

& k72 (&x &)+,

F.344. abra. A reflexlos tényezdk clagaze 1deslls vezelekére
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nyezd szempontjabdl a lezdrds a hullamellendllasok parhuzamos ereds je.
A feszilltséghul lamokat egyszerdbb kivetnl, az aramok & hul ldmlmpedan-
cla ismeretében szamithatok. Ellenfrizhet ik, hogy azr fgy szamitott
aramok klelégitlk Klrehhoff aramtérvényét, Javasol juk az Olvasdnak a
3. abrahoz hasonld vizlat elkészitéstt az (1) 88 a (2] vezebdk feldsl
érkezt allands feszlltségugras esetére.

Ehvetkezd példaként teklntslk az 5. éabra szerintl elrendezést,
amikor a két vezeték llleszkedésl pant jal kézé egy ellenalléas van
kapcsolva. Az  1lleszkedési pont ket oldalan a feszilltségek

negegyeznek, az sramok azonban kildnbdznek. Az Olvasdra bizzuk annak
(1] (1] (1] {2)
Lugszg s 1 Uz,

i rél]] Lb/R aramok kielégitik Eirchhoff dramtérvényét.

az [1 + r, &3 az

ellentrzését, hogy az [1 -y

gor.l'j u-“]‘ R Zﬁﬂ]‘ ]J‘“'il
{ —
| (% XR)-Z oH] (! )
rn:’t s i ] rJEJ (£ xR -4
z ;{R Z { IZN?LR} _’_Iggf:;r
b e £ Abra. A raflaxios Lanyazfk crablakerd vezcblekokrae paArhiEsanesan

kapeacelt ellenallds jelenlébebon
Hasonldak a viszonyok a 6. abran vazolt esetben. Most az aramok
epgyeznek meg a csabtlakeozasl hely ket oldalan, viszont a fesziltségek

killdnbsznek. Ax clsd reflexiéd utdn az (1) vezeték fesziilisege UD beeasd

feszliliseg esetén [1 + ré]]] U, - Ez megegyezik ez ellenilléson

E
__.___._-———U—EJ i1

{2y
1 iy é; L
2y
T b
j\p"
A= f"
+R)- o
g i (2 o
________J__,__.
“} — [E:I__.ﬂ.}—-?—n-r r.1 I R.] +L7|"U
Breds T 1 z! LH] {53 * e
l:gn +RJ1- o
3.9-6. abra. A relfleslds  tenyezdk  csatlakezd  l0alis  vezelékekre  soros
#an kapeceelt ellenalias jelenidteben
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felléps R (1 + r;l}] Uﬂfzél] 6= @ (2] vezetéken haladd, az arambsal
(2} (1] S01) nn _— . e
czamlbott Zﬂ 1 = ry ] quzn feszillbség Osszegével, vagyls

¥irchhoff esziltségtéevénye ki van elégitve.

Az 5. wvagy s B, abran vizoll elrendezésben It megvalaszihatd gy,
hogy pl. rél} m () legyen. Ha 2&2] > Zé!]. pkkor a parhuzamos kaposos
l4st, az ellenkezd esetben a soros kaposolist kell valasztand.

Az e pontban bemutatett példak mintdjara mas olyan elrendezésekra
is elvégerhetd = feszliliség es az aram sramitasa, amsly Ldealis
vezetékozakaszok és ellenillasok (Altalénosabban linsarls rezlsztiv
ketpélusok &5 forrasok) Ssszekapesolasabél all. Gondesan meg kell
willénbbztetnl a terjedS fesziiltséghullam es framhal lam ampl ibdddjat a
vizsgalt helyen felléps feszilltség s &ram  ériskéldl, amely &

scorozatos reflektalt hullamek szuperpoziclidjaként alakul ki.

3.3-2. IDEALIS VEZETEK ALTALANOS LEZARASOKEAL

Az elézé szakeszban a tavvezetéken lezajlé bekapcsolasl folyamatbot
annak Teltételezésével viespaltuk, hogy a vezelék ldedlls &8 mindkét
lezardsa rezlszbiv, Ebben a frekvenciaflggetlennck nevezell esetben a
fogeill tadghul 1am &5 az Aramhul lam a vigszaverddések soran nem valtow-
tatja alakjat, csak nagysaga é5 eléjele valtozlk a reflexlos tényezd
trtékének megtelelden,

A folyamat elelének vizsgalalta sordn tébbnylre glfopadhats kize-
litést jelent, ha a vezetéket ideallsnak tekintjik. Egy cgyszerd kor=
rekoist ebben a szakaszhen mép bemutatunk. A lezéards reziszhiv Jellie-
gének feliételezésce azonban rltkin jelent J6 kbzelitést, Elsdzorban a
szért kapaeitas hatdsa nem elhanysgolhaté. Még ha a fogyasztd az
allandésult szinuszos allapet szempontjébel ellenalldssal wvagy pl.
seros BL tagpal modellezhets ls, & bekaposolési [olyamat elejének
vizsgalatakor egy kondenzétorral tirténd modellezés tibbnyire Jobb
kdzellitést Jelent.

Vizspal Juk ezért a kiivetkezd modellb, A vezeték idedallsnak btekinbt=
heté, tehat esillapitas! egylitthatéja nulls, v Fazissebessége &8 RU
hul lamimpedanciala a frekvenclatél flpgetlen es valds, Az 5 komplex
frekvenciatartomanyban  valtozatlanul  értelmezhet jik az U+fz,s} &5

U (z,8) Vagy Az 1+[z.5] = L_ri-liz,s].lei:| és | (z,5) = —U_fz,s]fzo heesd &5
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vigsravert hullamekat. Erek kapesolabat a vezeték elején &5 végén az

i on (0,80, Ss
) Vios) a8t g
- 2.(g) = Z
U (h,s) 2 0

r.(s) = ) = g (3.3-18)
2 u*(h,s) Zyls) + 44

s-tartomanybell reflexlés tényezék ad)ik meg. (Ennek részletesebb
indokolasal a kivetkezd szakaszban adJuk a Laplace transzformacis
felhasznasaval.) Tovabbra ls alkalmazhat juk tehdt a 3.3-1.3. pontban
bevezetett menetdiagram elvét (2. abra), csak most pl. az U, [s) beess

fesziiltséghullamot kell megszorozni az ryls) reflexiés tényezdvel és
az iddbeli késleltstést kifejezd E—sT tényezdvel, majd ezt a vissza-

vert ra{s] Ui{S} EAST feszilltséghul lamot azr r!{s] reflexids Lényezdvel

ST | ényezsvel, és igy tovabb.

és egy djabb &

Ilyen méden =a feszlltségfiggvény és az Aramfilgevény Laplace
transzformdlt jat tudjuk elSallitani, Az idétartominyba torténd vissza-
transziormilas tébbnyire csak részlettlirtekre bontast és az eltolasl
tétel felhasznalasat  igényll.,  Néml  kényelmetlenséget Jelent, hogy
mivel o raciondlic r](5] bs rziu] hatvanyal 1s fellépnek, ezéri egyre
nagyobb multiplicitast pdlusck lépnek fel, aml a részlettirtekre bon-
tast kissé hosszpdalmassa beszl.

Javithat juk szamitésunk pontossagat, ha flgyelembe vesszik, hogy
kisveszteségl veretéken a fAzissebesség ar idedlls esetbellivel meg-
egyvezéinek, a csillapitas frekvenclaflggetlennek teklinthetd [3.2-4.2.
pont). Ennek alapjan feltételezeitk, hogy & hullém a vezebék vegeig nem
ceillapodik, mig a wégén (a visszavert hullamra az elején)] nagysaga

ah
= -sZorosara coikken, Ez egyenértékd azzal, hogy az

ris) = e r ) §E[sa = e ™ r(s) {(3.3-11)

médositott reflexlos tényezdkel hasznal Juk, ahol (3.2-30) értelmeben

B g e

R s Y 4

A tavvezelékek ennél pontosabb szamitdsa nagyon nehéz feladat (1.
pl. a kivetkerd szakaser), még inkabb vonatkezik ez a nem (ktzel)

idealis Lavvezetéek tipusi elosztobtl paramélerd haldzatokra,  Egy
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elvileg egyszerd eljardés a Fourler transzformacis alkalmeRzasa: a
ridgzitett helyen fellépd fesziltség vagy aram spektrumanak szamltasa a
3.2 fejezet alaplén  nem  Jelent nehézséget, ar ldéflggvenyt
numerikusan, valam!lyen FFT algorlimussal allithat Juk eld.

Példaként hatdrozzuk meg a uz kopacitasd kondensdtorral  lezact
ldealls vezeték végén Felléptd uzﬁt} feszlltséget, ho a vezelék elejére

fesziiltségforras van kaposolva, amelynek forrasfesziil teége

(3.3-12)
us{t] = clt) .
A reflexiss tényezdk az s-tartomanyban I"!{S] L -
[IXSCZ} = Zﬂ ~ N ~ 1 5
r. (sl = 5 7 vl I W e m A I (3.3=13)
2 1/5 o 0 5 = 20

4 beesd fesziiltség transzformalt ja UI{SJ = UD/S . & kondenzdtoron T =
= v idd milva rzis} Ulis) fesziiltség vertdik vissza, tehdt az elsd
reflexidé utdn a kondenzatoron fellépd fesziiltség transzformaltja
i (e) = 11+ ryts)) &7 uyts) = e T U+ (3.3-14)
A& reflektflt feszlliség a forrasnal reflekbtalédlk., A -szﬁl u]{s]
feselliséghullam a 3T ldipontban a kondenzatoron wlbol ref lektaladli,
A masodlk reflexid ubtdn o kondenzaboron
{3.3-15})

-5aT
Tl [.J':I

s3 ﬁgis_- =Y

phe)

T -
2 UltsJ =

{s) m -r_(s) [1 +r. is)] e
2 ¢ sl + a)

Jarulékos feszilltség lép fel. A kivetkezd fesziiltsépiisszetevd ennck

~r2[s} E-SET—EZEFESE, b5 igy tovabb., A k-adik Ssszetevd ezek szerint

k-1
Uék}{s} . 2als —a)”  -s(2k-1)T Ups k=1, 2 ... . (3.3-16)
sls + a)

4 kondenzdteron fellept feszliltség Laplace transzformilt ja

N2 (2) (3 —
Uy(s) = U, (8] + U5 (s) + U7 (s) + ... (3.3-17}

A [16)=bol 8 = =, 11l. 5 + O hatératmenettel kivetkezik, hogy minden

k
u; ]{t] a t = (2k-1)T idépontig nulla, ottt nulla értékrdl indul &5 a
2 [—l}k UU hatarériékhez tart.
A visszatranszformalas részlebltdrtekre bontassal végezhebd el
k=1 B ; H
F{k}{g]=M=£—,+_._}._+ 2?_+___+ _....k
sls + a) g 818 (g+a)” {s+a)

A Bl egyiltthatdk srédmildsa nem jJelent elvw! nehémségeb, habar k nagy
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ertékelire hosszadalmas lehet, A részletszamitdsok mellfzésve] megad juk

az eredmenyt k neéhany ertékére:

u;ljit] =2 Uy e(t-T) (1 - e BlE-T), (3.3-18)
ugalit} = -2 U, c(t-3T) [1 - (2a(t-37T) + 1) ¢ 279D
(31 w2 Uy e(t-8T) (1 - {20%(t-5T)% 4+ 1) ¢ 2(E-5T))
ul¥it) = 2 Uy e(t=7T) 11 - i%}a?{T—?Tig - 202(t-7T)° &
+ 2a(t-7T) + 1} ¢ 2(4-7T)
és igy tovabb, A keresett fesziiltség 1d8flggveénye
(1) (2) (3)
uE['l.] = u, (t) « U (t) + u £y + ... . (3.3-19)

Az egyes Fesziltségisszetevik (szagpatott vonallal) és eredbjitk (foly=-
tonos vonallal) lathaté a 7. 4brdn az aT = 1, wvagyls EE = C'h e=setean,
Ha aT kellden nagy (kb aT > 5 esetén), akkor mindegyik komponens
elérl +2 UD vagy -2 Lb allandésult Allapatdt, mielsStt a kdvetkezd kom-
ponens elkezdidne., Ekkor U, egy perlodikus négyszigjelre emlékeztet,
Ha aT wviszonylag kicsl, akker i, lefolyasa hullamosabbk, mint ez a 7.
abra 1s mutat Ja,

A (18) &s (19) alapjin lathatd, hogy ebben a kizellitésben a
feszliltség nem tart valamllyen 4llandd értékhez. Ez érthets is, hlszen
a vizsgidlt rendszer veszteségmentes. Ha o vesztesépgek elég kicsik,
akkor hatésuk ugy vehets flgyelembe, hogy a (1B} szerint! koponense-
ket megszorozzuk az e_uh . e'ﬁmh , e_Enh , E_?uh .. Lényezdvel. Ebben
& kiizelitésben a fesziltseg allandssult érbéke

—ixh

e
e o T
Lt e

lim u2{L} =

v
ahol a kizelités ah e 15
relitds 21, e = | esetén érvényes, P&ldaul tavbeszéld-

?fziték esetén w % 5-107°/km, tehdt h = 2 kn esetén ah # 0,01 &5 igy
& = 0,88, Ilyen leltételek mellett a csillapitas gyakorlatilag nem
befolyasol ja az elsé néhany komponenst és azok eredd Jét, s8t az 4llan-
dosult feszilltseg 1s allg kilénbdzik az UG ertdkial

Hagenld médden hatarozhaté meg o feszllltség 65 nz Aram 1d6-
flgavénye mas forrasfeszllteég vagy forrasaram esebén is. Flgyelembe

vehet jllk a generator belss Impedanciajat is,
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u &
2U,
al=1

U, ,

r
i i
Fae i
T /9T b

s
L
.,'L] L ~
B .
i b
e
L
-
s
-
=
-QUn“
3.3-7. abra. A feszullagn Lt | 1 vallozaza a wondeneatarral lezart

1ddeal 1w wozeldak vagen agyanieszul Lidg Lekapoga | agakor

3.3-3. AZ ALTALANGS ESET

4.3-3.1. A transzformill veretékogyenlotok

Yizsgalluk meg most Az atmenti [olyamatok szémitasat abban ax

altalanos esetben, amlkor nem feltelelezzik a vezelék idealls volbak.
mytilnunk  az  idétartomanybeli (3.1-1) taviro

egyenletekhez, amelyek az u = ulz, L] és i = iz, t} flggvenyskre wonat -

Ilyenkor wvlssza kell

koznak:
du ai ai Fidna 3 ,
= . = i e ! e S e I et g 3.3-€1
= -t TR il et (3t

Alkalmazzuk az egyenletekre a Laplace transzformactot a b ovaltozo

szerint. Ennek soran az 1d6tsl fuggetlen z valtozd paraméternek

tekinthetd, ezért s z szerinti differencialas és & Laplace transzfor-

malas sorrendje feloserélhetd. Az

Uz,s) = £ {ulz,t)} I{z,5) = ¥ {i{z, )} (3.3-22)
transzformalt valtozdkra o kbvetkezd kiztnstges differencialegyenletiok
adddnak:

1 T . L .
_Hz__l'l"’[ il=,-0)] «+ R 1,
dl y g 7 -
- = '[s U - uiz, -0} + G U (3.3-23}
dz
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Szoritkeozzunk egyelire bekapesolas) folyamal vizsgalatéra, amikor
az ulz, -0) ¢s 1(z,-0) kiinduldsl fesziiltségeloszlds ¢s drameloszlas
nulla. Ekkor a megoldandéd differenclalegyenletek egyszeridstdnelk:

dtl

- " [sL' + R') I
- dl gC' + G
e {sC G') u (3,3-24)

Ezek nz egyenletek s = jw helyettesitéssel alakilag megegyernek a
szinuszos csetre vonatkezd (3.2-2) egyenletekkel. Az analégia alapjan

felirhatsk az Altalanos megoldasok:

e, 5} = U:{E} E_J{S] T . UI(EJ e*T[S]‘ F5 .
Uy (s) U, (s)
. ~ylsl z _ i . +yle]
I(z,s] E;FE: = 'EETEj & : (3.3-25)

A kit tagot nevezhet jik & z-tengely pozltiv, 111, negativ irdanyédban
terjoedd hullamnak, de ez az érielmesés nem Altmlénos arveny, Az
s-lartominyball terjedési egyltthals és hullamimpedancla

R' + gL' :
20[5] = /—Gﬂ_'_—qc'. . (3.3-26)

Le . . = x ™~ - .
gyen pl. adott o Azia] Uzib]/]His} szekunder oldall lezars

7(s) = v (R" + sL')(G" + sC')

impedancia, tovabbd a primer oldalra kapesolt fesziltségpenerator
Usls} forrasfesziltsége és Z.[fs] belst impedanciaja. Az UI{S} &g UE':LS:'

meghatarorasara szolgald perenfeltételek ekkor
¥

e 2
+ —uh - +yh [ 1 -zt
it s a “Loemyh 1 +y]‘a]
1 1 % e
ZE ZD ED
. -
u 1]
+ = 1 1
Wi s 2, [_20 = —.ZU_] -u_ . (3.3-27)

Vezessilk be a primer- &5 a szekunderoldall s-tartomanybell reflexics
tényezdt

. z,(8) - Z,(s) Zp(5) - 2,(s)
1 ZIeT w2 (51 T2l E o3 Sr=- . (3,3-28)
| o’ Eﬁﬂs + gD{s]
REvid szémolassal belathaté, hogy a (27) egyenletrendszer megoldisa
£ u
+ 0 d
1 g M S— - 2gh o
: T S ¢+ Yy Trpe u, - (3.3-29)

'
A peremfeltételeket s klelépitd s-tartomanybeli megoldas tehat:
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E*wfs] z E—?tsl[Eh - z]

2 EU[E] + rzisl
AR s o B OV S Halek
(3.3-30)
; e—r[s] o rzts] E—?(s][zh -zl
Hz2) ® o reye Z (e L rgta) nyt8) _-2r(=) B u ls) .

Az idéfilggvények meghatirozéasahoz ezek lnverz Laplace transzfor-
malt jat kell szamitanunk. Ez 4ltalanos esetben nagyon nehéz feladat.
Az inverzies integral alkalmazésa is csak speclalis esetekben wvezet
kezelhetd eredményre.

Az ld&filiggveny szamitéséat sokszor megkdnnyiti, ha a flggvenycket
o77(8) X __oiint1 sor alakjéban &l11itjuk els. Ehhez felhasznalhat juk
aq= rlrzedzﬁh hanyadosd mértanl sor Gsszegképletél:

1
t-g
Ez a zor akkor konvergens, ha irlrze
ben biztesan k1 wvan elégitve. Ez azt Jelentl, hogy az igy kapott
megoldas t = 0 kirnyezetében, wvapgyis a folyamat elefén jo kiizelitést

Jelent. A (30) megoldés ezzel a kivetkezd alakban irhatd:

e B o R
-2zh

| <1, ami & = = kirnyezeté-

ZOLs}I
Ulz,s) = U (=) j'"']—j_ [E_?{Sj =z O e E“T(S][Eh = z] "
3 2@ s + 21[5 2
wie ) ptel e VELERE 2hy o gy plie) WIS,
- r?[s} r;fs] e_?{s]LQh +zl ...] . (3.2=31})
z ! 1 -yis) =z , ~rlsll2h - z]
iz,8) =1 [e) ERCESAC) [% Shglale v }

-rlsl[2h + 2] -y(s)[4h - 2] |

+ rt{s] rzfs) & - rifsl rgis] &

+ r?(s] r:[s} o 7l th + 2] | _..] . o piy)

Az s-tartemfnybeli eredmény = kBvetkezdképpen értelmezhetd. A

= L "t
Ué EDX{QD+21] altal leirt feszil sfg:ullam.
, 1it

wvezetéken megindul egy U

Tz 1

szerint "colllapodik". A vezebék wégén értéke Uﬁ e
~¥lh-z]

-7h e - ' .
e Un & vissraverddik, majd e szerint "esillapodva"” terjed

ame ]y s

r
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visszafelé., A generatorndl a reflexiés tenyezd r,, ezért a2z off

; —sh =t 3 ] i
visgzaverdds fesziltséghullam r,oe it [r2 UU I igy towabb.
Hasanlé az aramfiggveny egyes tagjainak értelmezése. Mivel wls] irra-

-ris] =z
cionalls Tiggvénye s-nek, ezért o 7(s)

altaldban nem tekintheid epy
csillapedva halads hulldam leirasanzk.
A komkrét feladat ezek szerint a kivetkezd flggvények inverz

[aplace transzformalt janak meghatarozasa:

k b ~yls) % A
kasl Unfsl rllsJ rz{sl e i Hk(s} = rz{s} Gk(S} :

20{5]
UULS] = ZI::J[S—*J'_Z].[T:I US':E] ' f3.3—33]

shal % egy a z-tél is figegd tédvelsdg. Mlvel y(s) és Eb[s] altalaban
irracionslls flggvény, ezért ez nagyen nehéz feladat, A tovabbiakban

psak kize!its megoldasival foglalkozunk,

3.3-3.2. Kisvesztesdgil vezeték vizsgdlata
& nagyon nehezen megoldhatd altaldnss eset helystt szoritkozzunk kis-
veszteségl vercték vizsgalatéra, vagyis arra az esetre, amikor el je-
siilnek az R' « ls] L' & G' « |=s| C' feltételek. Ezek felhasznalasa
annal kizebb hibat Jelent, minél nagyobb [s] értéke, wvagyis ninel
inkabb ar Atmeneti folyamat elejére szoritkozunk.

4 legegyszerObb kbzelitésben a yezetéket ideallsnek tekint jitk.

Ekkor wls) = s/v &5 20(5] = L'/C" . Ekkor racionalis Elfs] és 22{9]
-yl _ E—sx/v

esetén r1[53 3= rz[s} is racicnalls, tovabbad e ;
tehat =z exponencialis szorzd az iditartomdnyban csak készleltetést
Jjelent. Ilyméden ahhoz a megoldashoz Jjutunk, amelwyet az eldzd ket
szakaszban egyszerdbb megfontolasokkal mar eldallitetiunk.

" lobb kizelitéshez a Flggvények s | szerintl hatvanysoraval jutha-

tunk., A [(3.2-30) &= (3.2-31] mintéjara a kivetkezd kizelltések adadrak

(s) = = + @ 2 (s) =R + B [3.3-34)
FREL SR Yo 0 S L
phol a v fazizsebesseg, ar RD hulléamellenallas és az az o cslllapitasi

egyviibthatsd kife jezése

: R nt
S e Bl = Fn P g e Ty 3.3=35
W —= 3 Hﬁ = &® 5 RD : [ 1

Ha £, (5} és Zz[s} racionalis, akkor rl[s] &z r2{5) tovabbra 1s
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mriskx e ™ e_BK/V tényezd az lddtartomanyban a

racionalis. Az e
késleltetés mellett a tavolsaglsl figed csillapitast jelent. Ez s
olyan eredwény, amelyel egyszerdbb megfontolasokkal 1s meg  lehet
kapnl, mlnbt az eldzd szakaszban lattuk.

A Z,ls) hullamlmpedancifra nehézség nélkil elsallithatd a (34)-
nél Jobb raclonalls kizelités, amelynek flgvelembe vétele a vissza-
transzformalast nem nehezitl meg lényegesen. A y(s) terjedésl egylltt-
hatd Jobb raclondlis kizelitése egy mss alakid Lovabbil tagol tartalmaz
(m a vezetékparaméterek Altal meghatérezott &llandd). Az e ™ ° alakd
tényezd hatdsa az 1dSfUggvényre nem fejezhetd ki egyszerd modon. Csak
a teljosség kedvédrt jJegyezzilk meg, hogy Pessel figgvénnyel wvégzett
kenvolucié elvégzésére van szikség.

E pont eredmeényel abban foglalhaték dssze, hogy a Laplace transz-
formicld alapjan lgazeltuk azokat az credeénysket, amelyeket az s-tar-

tomanyban formali=z apaldgia alapjin mar 188101 tottunk.,

3.3-3.3. Nem bekapcsoldsi folyamat
Térjunk most vissza az Altalénosabb  esel vizsgAlatdheoz, amlkor a
vezebiken a b= -0 iddpontra kialakuld ulz, -0} leszlltségeloszlas és
bz, =0) arameloszlis lsmert, Ezek eredete lehet a bavvezeték Ozem-
szerd Allandésult  allapota, de lehet kilsd oka is, mint pl.
atmoszférikus hatas vapgy epy misik vezetiék bofolydsa.

Az U = Uiz, =) é5 [ = I(z,5) transzformalt valtozékra vonatkozd

[23) szerintl differencialegyenlet 4trendezett alakja

dl] : ' .

E = _[SL. +R']TI + L 1[2. =) 5

dl 3

S EECTAGIU RO ulz, 00 (- 3=A6]

A transzformalt dranfiggvény kifejerése az elsd epyenletbal
_ 1 dlfz, 5] L:

IfEra)sre 2ol o EeSa iy ol - i
(z,2) ST Wz o FLrwRs W& afhs

Ext a misodik epyvenletbe helyettesitve pnéml rendezéssel a

d”u 2 dif ={]
— =¥ U= =C'(sgl’ R’ z, = pbhir TOE 3, 3=
dzz [ * R') wulz, Q) + L o {(3.3-38)

msodrendt linearis inhomogén differencialegyenlet ~adodik az Ulz,s)
fliggvény meghatdrozasara. Ennek altalanos megoldisa a homogén diffe-
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rencialegyenlet - amiker u(z, -0) = 0 &s llz, -0) = 0 - #ltalancs
megoldasanak és ax  inhomogén differencialepvenlet egy partikularis
megoldasanak Hsszege. Elébbit a {(25) mdj)a meg. Az I1lphomogén egyenlet
egy partikularis megoeldasat rendszerint a probafilgevények modszerdvel
allitjuk eld, Az altaldanos megoldasban  szerepld  két  Allandd a
peremfeltételek alaplan  hatarozhaté meg. HMivel nem bekaposolas!
folyamatrdl van szt, czért a lezarasck flgyelembe vetelét meg kell
gondolnunk, sezikség lehet pl. a kilpdulasl feltételeket f[lgyelembe
vevt Fikbiv forrasck bevezetésére is,

A Uls,z) flggvény vissratranszformilédsa csak akkor végezhei{& el

egyszerlen, ha a vezstékel idedllisnak tekint jik. Ekker yis} = s/v |

ahol v = LAY L'C' és ED =y L"AC

Peldaként tekintsink egy idedlis vezetéket, amelynek mindket vége
At =0

nyitett, a t = -0 iddpontban: u{z;--0) = Uy &5 i{z,:-0) = 0 ,
idépontban a vezebék elejéet révidrezar juk. Heghatarozandd a nyitobt
vitg feszliltedpes,

Fbben az esctben a (238) egy Uihtz.s] partikularis megoldasa

upgyancsak flggetlen z-tdl. Ez a

Az Altalénos megoldas
¥

~(o) TSV, O
< UI(S] e -

cgvenletbd] hatarozhalé meg: Uih[z.s} = beg i

& -5z
Ulz,s) = U{s) e L

Az dramfilgevényre vonatkozé dltaldnos megoldas (37) értelmében

+ e -
UlfS] &—S-z./v _ :Irl[b} 5w

I{z,s) =
“q “g
Mivel a vezeték elején a feszilltség nulla, végén pedig az 4ram nulla,

exért U(0, s) =0 &s Ilh, ] =0 . Az UI[S] &5 UII’.S] “g1landdk"” megha-

torozéséra szelgald egyenletek tehat T = hoiv Jeldléssel

Eblad 1 U:tu] &5 UI:s] kife jezhetd, A branszformall feszill Ledgl gy dny

kife Jeztae nétml szamolissal

=T =T o fer T
UU Vs sTesh e s2T _ " s(2-z/h)
Uiz.8) = — 7 -
=] 1 g
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A nyltott végen Ugis] = Ulh,s), vagyls

u,(s) = il Sl S
2 ] - u*ﬁRT
i Lb | -3 ﬂ—sT ‘o ﬂ—s2T . e—s#T
a —541

A masodlk alakbal latbhatd, hogy mivel

=T ~52T -54T
gl { St . 2.8 e } -0, hat > 4T , ezért

a folyamat © pozitiv értékelre perlodlkus 4T periddusidivel:

I S i
uy(t) = 4 =Y . T T,
U, . 3T <t <ar,

Mivel mind & wvezetékel, mind lezdrasait weszteségmentesnek tekin-
tettilk, a folyamat perlodikus jellege nem meglepd.

& wvezeték kis veszteségeinek Fipyelembe vétele nem Jjelent elwvi
nehézstpet, de & szamitéds  lényegesen hosszadalmasabb,  Albaldénosabb
lezardsok Ls  flgyelembe  veholsk, Ekxkor mz eléz8 szakaszokban
Iatottakhor hasonld Usszellpgéock adddnak,

3.4, FELADATOK
3.4-1. SZINUSZOS ALLAFOT TAVYEZETEKEN

3.4-1.1. Keltdsvezeték veretdinek sugara Co = 2 mm, kibzépvonaluk

tavolséga d = 24 mm, a vezeték anyage réz (o = 57-10° S/m), a légszi-
getelés tokéletesnek tekinbhetd.

Hatarbvzza meg a téwvezetek R', L', G', C', ¥ o, B, v , h &z EU
paraméterelt a kévetkezd frekvencidkon: (al £ = 50 Hz ; (bl £ = 1 kHz;
{c) £ =10 kHz ; (d) f = 1 MHz. (Ha mar dttarulminyezta a 4.2-4, sza=-
kaszt, akkor gondelja meg, hogy miker kell f[igyelembe wenni az
adramkiszoritds hatasat, )

3.4-1.2. ldedlisnak Leklnthetd keaxlalls kabel erének sugara r

kiipenyének belsd sugara r, = 20 mm . killsd sugara ry = 24 mm o,
Hatérozza meg a belsd sugarat dgy, hogy a kabel hulléamellendl lasa
%j = B0 § legyen, ha a szlgeleldanyag
21z

[(a) levegd.
(b) trolitul, amelyre £, = 2.3 .

3.4-1.3. Keaxlalls cslllapitékibel vezetsJének anyage aluminlum
5
(o = 35-10° S¢/m}, eréneck sugara e 6 mm ., kiipenyének belsd, 111,
killsd sugara Py = 18 mm, §11. r, = 22 mm, a szlgeteldanyag pollietilén

[Er = 5,5 ; JD4rtg 3= 4},

Hatarezza meg A = 10 om szabadtéri hullémhosszra a ter jedesi
egylitthatét és a hulldmimpedanciat. Milyen frekvencian lesz Z, valés?
(Az e &5 a Lg & eértekét tekintse frekvenclafilggetlennek. Ismételje
meg a szamitast, ha mar meglsmerkedett az dramklszorités hatésawal, )

3.4-1.4. Egy tavvezeték adatal R = 2 Qvkm , L’ = 4 mHskm , G° =
= 0,4 mS7km , C° = 3 nFr/km , hossza h = 8 km .

Hatarozza meg £ = 12 kHz frekvencldn a esillapités] &s a fazls-
egylitthatét, a terjedési egyltthatd és a hullédmimpedancia abszaolot
értekét s szégét, a vezetéken mért hullamhosszt és e fazissebességet,
Hasonlitsa dssze ezekel nz eredményekel a kls veszteségd és5 a veszte-

stgmentes kizelitéosel szamitottal,

3.4-1.5. Idealls, légszigetelésd taAvvezetédk hossza h = 20 km
hullamellenallasa zD = 500 @ A primer oldalra kaposolt feszliltség-
forras frekvenciaja I = 5 Miz . A vezetéket a szekunder oldalon lezars
impedancia Z = (300 + J 400) @ , feselltségének amplitadsja U2 = 30 V.

Hatérozza meg a beesd és a vissrzavert fesziiltséghulléam kemplex

amplitadéjét a forrdsndl és a lezdrasnal. Irja fel a feszilltségelosz-

las 1défiggvenyét. Hatarozza meg az &lléhullém- és a haladéhullam-

viszonyt,

3.4-1.8. Idesalis, légszlgetelésd tavvezeték hullamimpedanciaja
2b= 120 @, hossza h = 150 m , bemeneti impedancidja £ = 20 MHz frek-
vencidn 2B = (200 - J 100) @ .

Hatarozza meg a lezard impedanclat.
d.4-1.7. Idealls, legszigetelést tavvezetdk hullamimpedanclaja

ZD- BO @, hossza b = 200 m . A lezard lmpedancia £ = 18 Mz frekven-
clan 2, = (30 - j 40) @
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Hatfrozza meg azb a primer feszlltségeb, amelynek halisara a le-
zardason 1 = 0,5 A amplitdddji dram lép fel. Mekkora a hatasfok { a le-
sards &5 a  lezart lavvezebék Altal felvelt hatéses  tel jesitmény

viszonyal?

3.4-1.8. A reflexlés bényezd mint a hely Figgvénye

U lz)

+

ulz)
toszefiggéssel érielmezett
Igazolja, hogy az eddig is alkalmazott Jeldlesekkel

5 &~2?[h-z]
Megvalaszthatt—e az idedlls vezelék hossza dgy, hogy adott r, meblleth

riz) =

rlz} =r
ri0) = 0 legyen?

9.4-1.9. Adott egy Lawvvezeték rigzilett frekvencidra vonatkozo Eﬁ
hullamimpedanclaja és y bterjedési egylitLhabd ja, tovabbia h hoessza 65
igy & g = yh monnylsép is,

FejJezze ki exekkel a tavvezeték helyeblesitd T-loglanak i mpodan-
clatt és M-tag)inak admittanclalt, Ellendrizze az eredményl a [hul 1am=
hosszhor kéepest) rivid tavwezetbékre,

3.4-1.10. Egy ldealls, légszligetelésq, ED = 200 1 hullamimpedan-
ciajio tavvezeték C = 10 pf kapacitasd kondenzatorral van lezarva,

Hutérozza meg a vereték azon legkisebh hpz i LR h.Sz hosszal,
amely mellell a lezért vezetékszakasz £ = 20 Mz Frekvenclan rividzar-

ként, 111, szakadasként viselkedik. Mskkordk a tovabbl ilyen hosszak?

3.4-1.11. Epy veszteségmentes tavvezcték hulléamellenillasa ZG ;

lgazel ju, hogy azon a frekvencidn, amelyen a vezetbeék hossza a

verebtken mért A = 171 JFL’C' ] hul lamhossz fele, 111 negyede, & 22
Impedancidval lezart vezelék bemenctl Impedanclaja ZanKH} = 2? . bl

ZBih/Q] = 23?22 . Az ubdbbl eset Jelenti a bevezelésben emlitett

{negyed hul lamhosszasapld) impedanciatranszformalort

14

3.4-1.12. Epy vesztestpmentes vezaték hullamellenal 1dss ZF 1
2, lezdrs Impedancia egy adotlb frekvencian valds értékd.
Tgazolja, hogy ha a vezeték wvége €5 a lezdrds kizd egy olyan

verelékszakaszt  lktatunk, amelynek hessza azx  adott frekvenclahoz

tartozd hullamhossz negyede és  hual lamlmpedancia ja -.l"fzﬂzz . akker a
vezelék végén nem lép fel reflexld (negyedbullémhosszisdgd impedancia-

transeformator]).

3.4-1.13. Egy Idedlls, Ilégszigetelésl, h = 20 m hossziasagd
vezeteksrakasz egvik vége révidrarral, masik wvége L = 4 mH induk-
tivitédso kétpdlussal van lezarva.

Hatdrozza meg ¢ rezgdrendszer sajatirekvenciait!

3.4-1.14. Légszigetelésd, idedllsnak tekinthetd téavvezetékszaiasz
hul lamimpedancis ja EG = 150 2, hossza h = 1,2 m . Egyik vége nyitett,
mastk wépe C kapacitésid kondenzdtorral van lezarva,
Hatarozza meg C értéakét dgy, a salitrezgés frekvencidfa £ = 100 MHz
legyen! Van-¢ a feladatpak Libb megoldasa? Flgg-e az egyértelmdsdg az
adatoklel?

3, 4-2. ATMENETD FOLYAMAT TAVVEZETEKEN

3.4-2.1. Idedallsnak tekinthetd léegszigetelésd tavvezetbék hullam-
ellenal lasa ZD = 5OO 12, hossza h = 900 m . A szekunder oldall lezard
ellenal las Rz = 2000 3 . AL =0 idépontban a primer oldalra U = 100 V
4llandd forrasfeszilliségld feszilltséggenerdtort kaposolunk, amelynek
belsd ellendllasa (a) R] = 0; (bl R1 = 500 @ ; {c} R, = 100 2 .

Hatérozza meg a tavvezeték elején 45 végén a fesziiltseg idébell
valtozasat, Mennyl 148 utén érl el a feczlltség allanddsult art&kénak

GO0%-ALT

3.4-2.2. Az eldzd feladatben legyen H] = (0 &z a forrasfesziltség

ldéfbgavénye: u_(t) = U, ha 0 <t < T &s uq{t] = [ egyéblként
Hatdrozza meg n lezards feszllbségének Ldélflggvenyét, ba
() T=2us ; LIl (BT = 10 ps .
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4, ELEKTROMAGNESES HULLAMOK

A 2. részben az ldében 4llandd elektromos &5 migneses terck tdrve-
nyeivel, legfontosabb Jjelenségeivel es néhany sramitasi mbdszerével
foglalkoztunk. Ebben a részben ratérink sz idében valtozé elekiromag-
nescs bér téargyalasara.

A& 4.1. fejeretben azt vizsgal juk, hogy miként hatéroczhatd msg az
erétér az Arameloszlas €5 2 toltéseloszlas ismeretében, Eredménysink
ad ik sz antennik sramitasanak alapjat. Itt = legegyszerdbb anlenna-
tipus targyalasara szoritkozunk.

A 4.2, Tejezetben a legegyszeribb hul lamforma, B sikhullam néhény
alapvets tulsejdonsapat vizagal juk. Kilén foglalkozunk az idealis és a
veszbeséges szigeteldkben, 111, a vezetSkben kinmlakuld sikhul lamekkal.
Sok gyakorlatl feladat sikhulldm kizelitéssel klelégitd pontossdggal
targyalhaté, Altalanosablb hullamok pléallithaték sikhul lamok szuperpos
ziclajakent, ezzel azonban  nem foglalkozunk., Nem Gtargyal juk 2z
elektromagneses hullamok elha|lasédnak ¢s szérodasanak  lgen fontos
problémalt sem.

a 4.3, felezetben a vezetett hullamok két tipusat targyaljuk: a
femfalak altal hatarolt csStapvonalakat &s az Inhomogen sEigeteldbdl
kialakitott szigeteld reteg hullamvezetst (amely az optikal szal egy
présen cgyszerisitelt modellje). Csak = haladsé hullam tulajdonsagaival
f5  terjedésénck feltételeivel foglalkozunk egyszerid geometrial
foltételek mellett. A be- és a kicsatolds madja vagy az inhomogén ki-
tallesi csatapvonal targyalasa kivil esik kereteinken.

Még érintdlegeson Sem foglalkezunk rz elektromagneses tér szami-
tasadnak numerikus modszereivel. A racsmodszer Altalanositasanak nincs
akadalya, Az antennak qramitasanal elterjedlen hasznal Jak a megfeleld
integralegyenlel  kbzelitd megoldasat. A legelier jedtebbek Lalan =2
véges elemak madsrerének kllinbizd vallozatal, de mas médszerek 1s

hagzndlatosak,
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4.1. A TER HEGHATAROZASA A GERJESETESEREOL

4.1-1. AZ ALAPECYENLETEK
Az plektromagneses tér alapegyenletel, a Maxwell egyenletek {(1.G6-1.
eraknsz) B kivetkezd alakiak llnedris, lzotrop kizegben olyan térrész-
pe szoritkoeva, ahol nlncs belktatoll térerdssép:

an

at
B
aor

(1.} rot He= J +

(IL.} rat E

(111.7 divEB =10,

(1v.) div D= p ,

(¥.2 D==zE, B=puH, Jo=FE (4.1-1})
Feltételezésink szerint ar e permittivitéds, = p permeabilitas és a o
konduktivitéas legaldbb térrészenként allandd, A tovabblakban erre az
esetre szoritkezunk.

Ehben a fejerxelben azt az esetet vizspdl]juk, amiker a J = Jir k)
aramstriség és a p = plr.t) téltéssariség ismert. Ezek pem walasztha-
Lok mep Snkényesen, mert a

L/
L

folytenossagl egyenletnek tel Jesilinle kell, Ebbél kilvelkezlk, hopgy ha

dlv J + = () {4,1=2)

Jir, t) lemect, akkor pir.t) egy idében allandd - és ezért érdektelen -
Heszetevstlél eltekintve meghatarosott. Tiptkusan kiskeresztmetszotl
vezetékekre lehet az I(p,t) arameloszlasra ésszerd kizelitd felté-
telezesekkel ¢lnil. Az &rameloszlas pontos szdmitésa nehée feladat,
amivel nem iz fogunk foglalkoezni.

A T1I. Maxwel! egyenlel érteimeben a forrismentez B = Bir,t) in-
dukcia wekbtor wldallithate egy & = Alr.t) wvektorpotenclaél rotéciéja-

ként: )
BE=robt A . [4.1-3]

A div A értékél késdbh valaszt Juk meg, Ezt a [I. Maxwell cgyenletbe

helyettesitve

GB Fi i

L E = ..‘-fl..-.- H o= J 1 = T Las

ro = At Ty raot A rot 3t
Ebbd]l kiivetkezlk, hogy rot [ E + ALY = 0 . Az drvénymentes vektor

eltallithatd egy ¢ = ¢lr, bt} skalar potencial {(nepgativ) gradlenseként,
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tehat
E= - grad ¢ D [4.1=-4
Ebbél kivetkezik, hogy kél pont kézittl fegszliliség kife jezdse
r r r.
¥ i T BA
U12=rEd] ——rgtndwdl —r e dl .
g7 " "
A gradiens tételt felhasznalva kapluk, hogy
r
o wsppseplnaede [aae ( )
12 =9 r1 ¥ r‘-;! E ] i.1=5
!

vagyls a feszilltség nem egyenld a két pont [skaldris) potencldl janak
kitl#inbségével, hanem flgg = vektorpotencidalnak a két pontot Sssrekdts
girbe menti integral jatal is, amely = rigzitett wvégpontu egyes
ghrbékre Altalaban killénbbzé, Ez annak kivetkezménye, hogy ldében
valtozd magneses tér Jelenlétében ktt  pont  kizdtti  elektromos
fesziilltsép nincs egyértelmien meghatédrozwva (1.7-3.1. pont),
Helyettesits(k B = p H é¢s E = D/c (3} és {4) szerintl kifejezéset

az I. Maxwell egyenletbe. A bal, i1ll, a jobb oldal atirt alakja
B 1 1
rot H = rot — = —prat rol A = — (grod div & - 4 A)
u M &
o
an dE i (A a A
BE = g T =g :‘1 = grad g - _:ﬁ_ = = g grad B_If - e-—2
' at

Az atalakitésok soran felbasznaltuk, hogy kikotésiink értelmeben c &s p
térrészenként allands. Az 1. Mawwell egvenlet atirt alakja tehat

2
grad div A - A A= - £ p grad i =R ﬂg

it
; Bt

Az cgyenlet egyszeriisithstd div A alkalmas megvalasztésaval. Annzk

+pJ=0. (4.1-8)

érdekében, hopy ar egyenletbd]l a ¢ potenclalt kikiiszdbsljik, =

div A= -e p 22 (4.1-7)
valasztassal célszerd &1lni, ez az On. Lorentz mérték. Megjepyezzik,
hegy a div A = 0 On. Coulomb mértéek vilasztaséval ugyan kKevéshe atte-
kinthetd, de a numerikus kézellitd el Jarasok szempont jabol elénybsebb

alakhoz Jutnank, A (7) felhaszodlastval a vektorpotencialra a
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2
ik Sipn ey (4.1-8)

at”

inhomogén hul lAmegyenlel adtdlk.

4 wvektorpotencial lsmeretében n skalar potencial  1di szerintl
derlvalt ja {71 szerinl divergenciaképettsel  Alr, L) seglitstgivel
kifejezhets, majd ebb&l plr b) mar szamithalé = eltekinlve egy az
1d5t6]l fiiggetlen és ezért érdektelen additiv helyfliggvénytél. A (&)
megoldisanak lsmerstében tehat az elekiromes és a magneses erdtér
egyarant szamithatd, Gyakran azonban egyszeribb dgy el‘]ﬁrnl,' hopy
Alr, t) ismerctében a Blr,t) magneses Indukciél és a H = Bsp magnescs
térerasseget szamitjuk, majd az I. Mawxw=ll egyenletbdl kifejezzik D
idd szerinti deriva&ltjat, amibdl E(r.t)  egy idében &llandd
Heszetevitsl eltekintve mar kifejezhetd {4.1-4.2. pont].

4 beljesség kedvéért azonban allitsuk eld a ¢ skalar potencialra
vonatkozé differencialegyenletet is. A IY¥. Mawwell egyenletbe helyet=
tesitve &5 a Lorentz mértéket felhaszndlva

div D = div (¢ E] = ¢ div (- grad p - o I

D
i S Mg By o
= c Ay L-m—i -:'.u-ﬂl_]—p.
Ebbfil kivetkezlk, hogy a skalar potencialra is a

2

Ay -e€p i I3 {4.1-9)

iy
ﬂtE [
inhomopén hul lamegyenlel vonatkozik.

Ha maz iddbeli valtezds kellfSen lassd, akkor A és p idé szerinti
mascdik derivaltjs elhanyagolhatéan kicsi. Ekkor ezek a mennyiségek a
AA=-pJ, 111, a & ¢ = - pfc vektorialls, ill, skaldris FPoisson
egyenletet elégibik ki, Ezx Jelent! & kvazislaclondrius kizelitést
(2.2-5, &5 4,1-3. zszakasz).

Szinuszos ldébell wvaltozas esebén az Ale,t) = Re {Alr}) Uty

alakban értelmezett Alr) kemplex vekbtorpotencialea a
.fj.F.JraE:;;JJL=—J.:.I

vektorlalls inhomogén Helmhollz egyenlel veonatkezlk. Exl azonban ncm

fopjuk & btovabbiakban hasznalnd,
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4.1-2. A RETARDALT POTENCTALOK
A [8) és {8) inhomogén hullamegyenletnek megadhaté az Altalanos megol-
déasa, ha a teret kitdité kizeg homogén, wvapyis ha £ és p allandd az
egész térben (rendszerint e = £y bhs p o= un}. A hosszadalmas leveretés
mel l8zéatvel az eredmény megadisara és értelmezésdére szoritkorunk,

Az adott p = plr, b)) tbltéseloszlas és J = Jir, L) Arameloszlas
altal lébtrehozott skalar potencldl és vektorpotenclal kifelezése homo-
gén linecarls és lzotrop kizegben (1. Abra)

1 1 :
ple, )] = s ,fﬁ plr’, t - %'.I dyv'
¥
1
Alr, t) = 4:: J-f J[r‘.t--{{r—]d‘f',
v
Re=|r" -p|, ‘-"=1'—___— e (4.1-10)
s Crbr
gaV
1.1-1. abra, Az adobb  taltéselopzlas & Aramalo
= mzlas altal letrehazatt
3 4 Lak 5
z:tl::;!&"&lk TamiLAsa. A valdmaghan a Littés &g azx Aram térben nam

Ha az erdteret a Lidltésekhez és az Aramokhoz nagyon kiizel keres-
silk, vagyls ha minden eléfordulé R tavolsag olyan kicsi, hogy az RV
ldékiizbk mind elbanyagelbaték, akker a sztatlkus elektromes térre wve-
natkord skalar potencisl, 111 a staclonérius migneses térre vonatkozd

vektorpotencial klfejezése adadik (2.1=2., 111. 2.2-2. srakasz]. Az

R/v azt az 1doékézt Jelent!, amely alatt a v sebességgel terjedd elok-

tromdgneses hatas (hullam) megbeszl az R tdvolsagot, wvagyls el jut =
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vigsgalt Ldltéselemtdl és saramelembdl a vizsgalatl pontig. Egy f
frekvenciaval  Jellemezherd  (pl. periodikus  vagy shvkorlidtozotbt)
folyamat esebén ennek feltétele Rev ¢ 10 vagy a A = vl hul lamhosszal
kifeezve
R« h. [4.1-11})
EFzr a kvagistaclondrlus kizelibtés alkalmazhatésaganak feltétele,
Altalanos esetben (10) érielm&ben a t idépontban fellépd poten-
elalok szamitésanal nem a & lddpontbeli LBltes- &z Arameloszlasokat
kell figyelembe venni hanem az RA/v idével korabbi, a t-Rs/v idépontban
fellapd toltés- es aramértékekbdl kell s potencidlokat meghalareznunk.

A (10) &ltal megadotb skalar- eés vektorpotencialt ezért keslelietebt

vagy relzrdalt potencigloknak nevezik.

Az inhomogén hullémegyenlel megadott megolddsa ezck szerint szem-
1&letes tartalmia, A kivetkezd sonksszhan lainl fogjuk, hogy az

erednény ennek ellenere nem magitol ertetddd.

4 1-9, A7 ALTALANOSITOTT BIOT - SAVART TURVENY
Az elézd szakaszban megadolt ercdmények alaplan kézenfekvinek Linlk,
hogy o vonalszerd vezalékben folyd, ldében wvaltozd drambos tarioezd
migneses térerdsséget a Blot - Savart tdrveny (2.2-2. szakasz) retar-
dalt alakjaval lehet kifejezni, F megfontelis alapjan
: R, dl'x B
i AL ety Sr R
4mn v 2
' R

adedik., FEz =z ©Ossszeflggés awonban pem helyes gz legfel jebo  eg¥
korrigalt kvazlstaciparius kizelitésnek tekinthetsd.

A helyes credmény eldallitdsiahoz eldszor irjuk AL a retardalt
vektorpotencial (10} szerinti alakjat a mar ismert Jdyt = 1 dl' &at-
alokitdc felhssznalésaval. Az 1. #dbra jeldléseivel

i L Y
Alr,t) T I R |5l G i QK o S
£
Re | ~-r|, v om I_ {‘ [11]”1?.!'

Sew Ve,

A magneses térerdsség klfejezését az r helyen a vektorpotencialnak
koordinatal szerintl roticio-képzésével kapjuk, E mivelel az r' wektor
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koordinatal szerinti integralassal feleserélhetd, Ezek szerlnt
1 _ 1 1 ' R '
H= T B= 4“-Irnt [ = Ilch, ot y; ) odl ]

A rotacléképzés szempont Jabol d1' allandé vektor, csak R = |r' - r|
flgg az r keordinataltsl. Ezt flgyelembe véve

1 3 R ;
rot [ - Lir*, t-—) dl ] = grad [

s
R

Ir', t—%;] wdl’ =

E .'5'_[ 1o, t—-ﬁ—: ] B xar

dE R

ahol Rﬂ az r = r©' iranydba mubtatd
parcialis derivaltat kepezve

3 1 S T
B [ R Iir', t-— 1 ]

! R L,
= - — Hr -l 5 —

3

egystgvektor. Az R szerintl

alir*, t- -p-‘-}
grodigg gt DAY

A magodllk tagban az R szerintl derlvalt aranyes a {t-Rsv) wvagy akar a

t szerintl derivaltial. Ar aranyossagl Lényezd a lanc szabdly értelmé-

ben = 1/v. Mindezekebt [lgyelembe vitve kapluk n kivelkezd eredményt.
A vonalszerd vezetdben folyd Aram altal létrehozott mAgneses Lér-
erésség kifejezése homogén linedris és izotrop kbzeg csetén (1, abral

: Li]
Hir, t) = jl_-[:[{r'l oy A 2 R
H W o
R
!
o B
R IE{_r ) avwcn? | (4.1-13)
A dal R !
¢ i
R=|r -rl ,R=-S2 50— v= R -
¥ocp ¥ p
=

Ez ar Bsszefliggés nevezhetd altaldnssitott Biet - Savart tHrvénynek.

hz elsf tap megepyerik a szakasz elején “megge Jtett” kifejezéssel. A

masodlk tag azenban ettdl teljesen eltérs! E szerint a magneses Lér-

erdsségnek van olyan Gsszelevd]e, amely nem az Arammal, hanem s furam

id8 szerinti derlvaltjival araoyos {(természelesen aw BAv  ldékbzzel

késleltetve), tovabba ez az dsszetevd nem a tdvolsag négyzetével,
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hanem a tévolsdesal forditotten ardnyos. Az &ramct wvivd vezetéktdl

kellden nagy tavolsdghan ezért a (13) masodik tagja joval pagyobb az
elstnél. A mdsodlk tag dltal leirt Gsszetewdt ezért téveli térnek is
nevezik, szemben az elsd tag altal leirt kizell térrel, amely a

vezetékhez elég kizel Joval napgyobb a tavoll térnél.

Az Aram 1dd szerint! derlvalt javal wald ardnyossagol ugy s
kifejezhet jilk, hogy adott nagysdgd aram &5 adott tavolsag esetén a
tdvoll tér annal nagyebb a kizellinél, minél nagyebb az aram 1dSfiigge-
sére jellemzd frekvencia, Eldirt erdteret anndl kisebb drammal tudunk
létrehoznl, mineél npagyobb frekvenclat (minél kisebb hullamhosszat)
valaszbunk = amint az kdzismertnek tekinkhetd,

4 magneses térerdsség ismerctében konkrét esetekben ar elektromes
térerdsseg rotacloképzésse]l szamithats (1. a kivetkezd szakeszt).
Megadhatd azonban az elekiromos térerdsségre epy altalénos, a (13)-hoz
hasenls  kifejezés |s. Ez azonban bonyolultabb, mint = magneses
térerdsségre vonatkozd, Az elekbromos térerdsségnek 1s van egy bavell
dsszetevdje (ez 8l/8t-vel ardnyos és 1/R szerint tdnik el), egy kéizell
deszetevije (ex I-vel ardnyos b6s Ifﬂz szerint Linlk el) és egy “mép
kbzelebbl" Baszetewdje (ex 1 1d¥ szerintl integral jdval, vagyis a 0Q
téltéssel ardnyos és I.fﬂ3 szerint binik el). Mig az 1 d1' dramelembez
tartozd dH mAgneses térertsség dl‘xﬁ) iranyt (vagyls merdleges e két
vektor Altal kifeszitett sikra), addig a dE elektromes térerdsség
diH-ra merdleges (vagyis benne van a dl’ éz aw HU vektorok altal kife-
szitett sikban, ezért fel is honhatd pl. e két, egymasra altalaban
nemn merdleges irany szerinti bsszetevére)

A kivetkezd szakaszban egy konkrét elrendezésre reszletesen is

megad juk a-mégreses &5 ar elekiromos térerdszég kifejezését,

&.1-4. A HERTZ DIPOLUS ELETROMAGMESES TERE
4.1-4.1. A Hertz dipélus
Az adott drameleoszléshoz Eartozd elektromigneses tér szamitasanak
modjat egy lgen egyszerd esetre, a Hertz dipalus [vapy elem! sugarzd
dipolus]  példajan  mutat juk  Be. A lerts dipdlus  a legegyszerihb
antenndnak teklnthetd,

A Hertz dipdlus epy (2 huulanhosszhosz képest) nagyon  révid

cgyenes vezetekdarab (1 ¢ A), amelynek minden pont aban ugyanakkorn oz

Falre R

J
| 7
o H
|_l : 2
¥ _f
é
L= F=¥)

4.1=2. abra. d{al A Hertz dlpdlus  elvl  kivitele. (bl Az  erdtér szamlta-
aanal hasznalt koordinabak

aram értéke (2a abral. A tovabbiakban ldfében szinuszos valtozas wizs-
galatara szoritkozunk:

jut

I(t) = Re { 1_ gy (4.1-14)

ahol | az aram kemplex amplitddsja, amelyet a2 tovabbiakban wvaldsnak
tekintink.

A helytdl nem flged Tiz,t) = I(t) drameloszlas feltételezése fi-
zikailag nem Indokelt, merl a vezebfdarab két végén az Aramnak (kidze-
litdleg) nullanak kell lennle. Mivel az egyenes antenna egy Lavve-
zoléksrakasznak tekinthetd, ezért elsd kizelitésben szinuszos
arameloszlas feltdbelezdése Jobb kizelitést jelentene. & legegyszerdbb
esetben ar antenna hossza a hullédmhossz Cele, Altalancsabban a hossz a
hul lamhossz felének epész Lobbszirsse, Szokisos azonban lineAris (azasz
"haromszdg alaka") Aramcloszlas felteételezése is.

A Hertz dip&lus wvizsgalatat egyrészt az indekolja, hogy ennek
szamitésza = legkdnnyebb. A kapobt eredmények masféle arameloszlas
esetere becslésként felhaszndlhatok, az Im ekkor az Aram komplex
amplitoda jéanak az antenna mentén vett kézépériékét Jelentl, Hasfelsl
béarmely egyenes - vagy akar pirbiilt - vonalszert vezelék feloszthatd
dl hossezisapd elemi szakaszokra, minden szakasz drama  Allanddnak
tekinthetd, Mas széval barmely  lsmert  Arameloszlds erdterének
szamitdsa wvisszavezethetd Herbtz dipdlusck erdterének szuperpo-
zieldjara, Ez néha elvégezheld zarl alakban, wvagvls az eldalld
Integral ismert filgpvényekkel klfejezhets. Tibbnylre azonban csak
véges szamd  rdvid szakaszra tdrbténd felesztashoz  tartozd  Usszog
szamibLhatd ki, Az lgazi nehézstépet az Arameloszlas meghatarozisa

Jelenti.
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A Hertz dipeius erdlerének ismeretében nem csak egy vonalszerd
anlenna erotere soam:c ! hanem ger jesztett és gerjesztetlen vonal=
szerd antennakbol Allé rendszer erdterének széamitdcinak ls rendelke-
zésre allnak az elvl alapjal (pl. dipdlus-sor, dipdlus-eszlop, dipd-
lug-figgtny). Ez azonban mar tdlnyillk keretelnken,

Lényegesen bonyolultabb feladatot Jelent a nem elhanyagolhatd
atmérd |0 és adott anyagl tulajdonsapgd (adott konduktivitésd] antenna
erdtertnek szimlitdsa, amivel 1tt még elvl szinten sem foplalkozunk,

Mogemlit jlk, hogy a Hertz dip&lus mellett értelmerzebt egy masik
elemi sughrzd, a kisméret( aramhurok is (sugarzéd magheses dipdlus).
Erfterének lényeges tulajdonségal hasonlitanak a Hertz dipélus megfe-

1eld tulajdonsagaira.

4.4-4.2. A tel jes erdtér

A Hertz dipolus magneses tere a (13) altalanositott Bleot - Savart tér-
wény felhasznfldsaval széamithatsd, Mivel a vezetékdarab rdvid, ezért az
Integranduszok Allanddnak tekinthetfk, gy a dipédlustél kelld tévol-
sAgban (R » 1] a migneses térertsség mint a hely és az idd Tlggvénye

0
Hir, t] = 'Rr;{ 1y et ~RA) 1 xR
da "m ]
R
1 Jlwt - RAv) 1 w g’
g 1 I € Tap A t4.1-15)

Lathatd, hogy a migneses térerdsség kizell &5 tavoll dsszetevd jénsk
egyarant csak azimutdlis (g iranvi) rendezSle wan. A tovabbiakban a
vektoroknak csak a

Hir,t) = Re { Hir) oVt 3} (4.1-18)

alakban ertelmezett Hir) komplex amplitudsjat adjuk meg. Hasonloképpen
pl. Hwtr] & ¢ lranyi rendezd komplex amplitodsjat Jeldll. Ezeket al;hb
az R, 4, ¢ pbmbkkordindtakban adjuk meg (2b abral. A forghs-szimmetria
miatt nem meglepd. hogy a mennylségek a ¢ koordinatatsl nem Fliggenek,
A (158) szerint a migneses térerdsség komplex amp!itids janak

4]

rendezdl 1 x R- = ¢ 5in ¢ felhaszndlasaval

ann,#] =0,
Hy(Ro9) =0,
i i -
Hp[il.ﬁ} gl [ T JL] sin ¢ o YUY (4, 1-17)
R vH
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Az elektromos térerdsség komplex ampllitiddjat &
ret H= Jwe E {4,1-18)

Bsszefigeésbd]l szamithat juk. A rothcidképzés plimkeordinatakban a

d(sin o H ) 8H

(rot W) = -t — - =
R R sln @ i e
aH 8(R H )
1 1 R _ &
(rot H]'ﬂ = [ sin 0 O¢ an ] v
8(R H,) aH

(rot H) = %— [Tﬂ ) _ﬁ‘i ] (4.1-18)

miiveletakkel végezhetd el. Esetlnkben révid szémoléssal kapjuk, hogy

EH&N-—*L-%l[JL—+ e ]cmﬂe1Mﬁ,

dne jwﬂ3 VHE
E (R.8) = —f 1 [ 13+ ‘2+ J;‘ ]smﬁe'd"’wv.
e ML R v VR
=0 . {4.1-20)

R, #
Ev[ . B)

A (10) &5 a (20) Gsszeflggésekbsl &1 lathats, hopgy H &5 E merd—

legesek egymasra, Megllgyelhet jik, hogy Hw bs Eﬂ tartalmazr téavoli
dsszetevit ([ Jw Imfﬁ tipusd), mindegylk Osszetevd tartalmaz kizell

G tipusal, E

deszetevit {Im/R 1 én B toartalmaz “még kiizelebbl' dsszete-

E o

wit is [Im/Jm R? bipusul). A 3. dbrdn felvazoltuk az elektromos és a
magneses térerdsséeg erdvonalalt egy rdgzitett iddpontra. A H-vonalak
kiirélk, amelyek kbzéppontja a z-tengelyen wan. Az E-vonalak alakja
vesére emlékeztet., Az erdtér, ill. =z erdvonalkép nagyjabsl gy
valtogik az ldfben, mint ha v sebességgel radidlisan tagulna. Az
dvatos fogalmazsst az indokolja, hogy & helytdl waléd fliggés honyolul-
tsbb: mint 2zt pl. & tavvezetskeknél 1attuk. cmert =g ed@lt Tvl
tényezd ellenére sem Allithatd, hogy a fézlssebesség (az azonos fazlsd
helyek ter jedési sebassége] mepegyerne a v sebességgel. A tévoli térre
egyszeribbek & viszonyok, ott wiszont az erdvonalkép felrajzolésa nem
problémamentes {1, a kivetkezd pontot).

A sughrzott tel jesitményt jellemzd S = -é~E » H* komplex Poynting
vektorral kapecsolatban o kBivetkezdket allapithat juk meg. () A tévell
bérre E ¢s H fazisban van, n szorzatukbsl adeds komplex Poyntling
veklor valds, aml hatdsos tellesitmény dramlasat Jelentl, a Poynting
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x

R W x

) bl

réigeliall

ardterénsk

4.1-3, Abra. A Hartz dlpolus axemléltaléas ey

fdaponthan

veklor I/th szerint csbkken. (b) A H tdvell é5 az E kiizel!l Hsszelevd e,
valamlnt a H kizell &5 az E Lavell bsszetevdje kizitt an” a
faziseltérés, a szorzabukbdl adédé Poynting vektor képzetes, amil meddd
tel jesitmény Aramlasat jelent, a Povnting vekbor lfIt:'l srerint oodkken.

(c] A H tavoll és az E "nagyon kizell" dssrebevd e farxisban van, az
ezekhez valas, tehat  hatdsos

tel jesitményt jelent, de EIH4 szerint csdkken. (d) A H kiizell és az E

tartozd Poyntlng wektor Ismét
“nagyon kizell" Osszetevije kizdtt lsmet a0’ a faziskilldnbseg, =
képzretes Poynling vekior medds tel jesitményt Jjelent és I/RE szerint
cetkken. A [(b), (c) &= (d) szerinti Poynting vekiornak nincs redlalis

dsszetevd je.

4.1-4.3. A tdvoli erftér

A Hertz dipblustdl kelld tévelsépgban (R 2 vAw = A2n) az 170 szerint
caikkend Gsazetevik mellebt s Lobbiek elbanvasolhatdk - kiwvév s az
antenni tengelyének kirnyeretét (gin ¢ = 0), ahol o LAdvell dsszebewvdl

Ezt a Lavell tereb leird tér-

nam tartalmaed IEHI nagyobb mint IEﬂl
erdsségek komplex amplitudé]a (F « A &3 R > £ A eselén) egy J srzorzd
elhagyasivel
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_ G u sin & =] 2r R-A
E&[H,ﬂ] e = e b I e '

I £ sin ¢ -} 2m RAA -
HP[R,ﬂ] = e - I m e (4.1-21)

2 e
ahol felhaszndltuk az w/v = 2n/A és5 o v = 1Jep Osszeflgpéseket.

szabadtéri hullamhossz helyett a A = w7

Szigoruan wvéve a A= o
valédl hullémhosszab kellepe irnit. Mivel aronban az antenna kérnyeze-
tében tébbnyire E:r‘ =1 é'S.j.l.r =1, ezért v = c &35 A = A helyettesithe-
t&. Az E &5 a H tébbl rendezfjének nince tavoli dsszetevdje.
A (21) kifejezésekbfl lathatd, hogy & tédvoll térre

Eﬁ{H,ﬂJ ~ "

W N &
a helytdl flggetlenil. Ezt a mennylséget szrokids a kizeg bullém-

[4,1-2z2)

ellendl lasanak (hullamimpedanciajanak, karakterisztikus impedancia ja-

Srasm e LT

nak) nevezrnl. Vakuumban vagy levegdben

Mo
— =377,0 0% (120 W) Q.

0
Hn tehit epgy ponbtban a migneses bérerdssép ampllitiddja H = 0,01 Adm

[4.1-23)

akkor ottt az olektromes térerdsség amplitdadé)a E = 3,77 Vim &5 a
Poynting veklor nagysaga S = 0,019 in'/m2

Felhivjuk a flgyelmel arra, hogy a “tavoll tér" nem valédl elektro-
magneses tér abban az értelemben, hogy a (21) szerinti E = Eﬁ eﬂ &5 a
H = H.? B e clégitik ki a Maxwell egyenleteket. Belathatd peldaul,
hogy div E nem nulla, wvagy hogy rot H-nak van radialie rendezdje is,
tehdt nem a (20) szerintil jwe E .

ig adjuk meg, lokilisan sikhullamnek tekinthetd [kivetkezd szakasz).

A tavell tér erdvonalképet czért nem

A tavoli tér Poynting wekbtoranak egyetlen, éspedig radialis ren-

dezdje van, amely valés értékd:

! L] - a
SR{H.ﬂ] = - Eﬁtﬁ.ﬂ] Halﬁ,ﬂ] = (4.1-22)

2

= I._/ e £ = ]?. .t'.ln?' o

K| ¢ | [ AT T

Egy, a sugirzé dipdlust koncentrikusan kéridlvevd R sugard génbdn atsu-
parzott komplex és egyittal hatasos tel jesitmény

231




P = § S dh = [ SH[H.ﬁ} 2R R sln ¢ déd =

b .
12 I :-.mR 4 8in & do |
-]
0
2

Felhasznialva a sﬁn2 # = 1 = cos” O azonossagot, kapjuk hogy

n 1
JsjnzﬂsinﬁdﬁEI{J -le dx = 2 = £ u %

3
o =1
A Hertz dipslus 4ltal elsugirzott tel jesitményt

_1 2 "
P = 5 RS Im {4.1-23)

alakban szokas kifejeznl. A (23) altal értelmezett R, sughreési
ellenallas (cugirzédsi rezisztencia) kifejezése az eldzdek szerint

2
_ Bm Fou £ "
RS il o = [T] . (4.1=-24)

Vakkumban vapy levegfben ennek numerlkus alak o

2 2
- 't 1 E 'E - Ii
ns-mn[T] Q= 80mn [T] . (4. 1-25)

Emlékeztetiink arra, hogy eredményeink csak £ « & &5 az £ hossz mentén
Allandd Aram esebén érvényesek,

A Poynting wektor (23] kifelezésébS] ldthatd, hogy a Hertz
diptlus teljesitményeének diéntd részét felezdsikjanak ktirnyezetében és
forgasszimmetrikusan sugarezze (sin # = 1), mig tengelye lranyaban nem
sugiroz. Az elsugdrzott teljesitmény majdnem 90 ¥H-a a w/d < & < Znd
szdpgtartomanyba esik.

Erdemes kifejezni az Em = |Eﬂ[R,wf2]] elekiromos Lérerdsséget a

e
P elsugdrzott teljesitménnyel. A (21}, (23) és (24) felhasznaldsaval

ridvid szédmolassal adédik, hogy

“ g
u o a H 1 /! _an
Lmak{“] = ) — il P (4. 1=-26)

aw
Levegd vagy wvakuum esetén o kivelkezd sziamérbték egvenlet adodik:
{ E (R} L BN T g (4.1-27})
Tk vem

- R} kW

m

Ha pl. P =1 kM ¢&= R = 300 m, akkor Erax =1 ¥sm oo A (2T) mas sugarad
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esetén is elfogadhatd nagysagrend] becslést ad.

A SUEArzAas térbell eloszlasat = sugarzds) karakterisztikaval
czokAs Jellemezni. Ez &8¥ olyan flggvény, 111, az azt Abrazeld polar-
diagram, amely rogzitett R tavelsdgban megadja |E| relabiv nagysagat =
o &5 o ¢ szbgek flggvényében, A Hertz dipélusra (és minden egyenes
antennaral) o sughrzas] karakteriszbika nem flgg n @ szbghdl, abrdaja

forgasfelillet, tehdl sikmetszetével teljesen abrazolhatéd. A (21)-bSl

kivetkezlk, hogy
IEﬂ{R.ﬂ‘}| = EWLRJ sln ¢ . (4.1-28)

A Hertz dipdlus sugarzas! karakterlsztikajanak wvezérgirbéle kir, =
feliilet egy "lyuk nélkuli” gyard (4. &bra). Az SR{H,EJ Poynting vektor

az |E| metszék négyzetével aranios a valasztott ¢ Iiranyban, Sok

feladatnal enns
rakterlisztikira van szikség.

1 élesebh meximummal biréd vagy mis alakd sugarzasl ka-

! % E(R)
Ewan R) = E(TR)

4.1-4. a&bra, A Hertz dipslus sugarzasl kearaklerisztikals
A sugarzas! karakterisztika irdnyltottsagat a

IS
max
C o= L [a.1-28)
i atl
dimenzié nélkilli mennyiségeel Jellemzlk, amit neveznek az antenna nys-

reségének is. Itt i11. lslatl = Pfin Hz a Poynting vekteor

151 i
legnagyobb, §11. at?aggzxértéke az R sugart gbimbén. A Hertz dipslus
nyereségére egyszerd szamitdssal G = 372 adédik, ami kis &srték.

Az antenndk Jellemzésére tovabbl mennyisépgeket s hasznélnak.
Ezek egy része a tavall térher kapesolédlk, de vannak olyanck s,
amelycket a kézell tér is befolyasol (pl. az antenna sughrzdsl és be-
meneti reaktanciala wvagy impedanciajal. Ezek targyalasa azonban
meghaladja keretelnket. Nem foplalkozunk az antennaval mint vevdvel

sem.
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4.2, STEMULLAMOK

i.2=1. ALAPEGYENLETEE

4.2-1.1. Altalénes deszefilggdsek

Ebben a fejezetben megvizsgdl juk o szabaden terjedd bullamok leg-
egyszerdbb Lipusat, a sikhullamokat. Az eréterat ger jesztd forrdsokiol
kellen tavel és kellden kis tartominyban a legtébb szabadon ter Jods
hullém sikhullémmal J§61 kdizelithets, A sikhulldmok vizsgalataval az
elektromagneses bhullémok sok fontos tula jdonsagaval {smerkedhetiink
meg. Mint mar omlitettlk, sikhullamok alkalmas szuperpoziclsjaval bar-
mely elekiromigneses hullam leirhata,

Jellemezze a teret kitslts kfizeget térrészenkent allandd © per-
mittivités, u permeabilités és o konduktivitas, vagyis legyen a kiizeg
térrészenként homogén, linedaris &g lzotrop. Olyan térrészek vizsgidla-
b heiktatott tér-
erdsség nines. A térjellemzs vektorak kapcsolatdt leird egyenlebek
tehét D=e E , B = pHeés J=gFE .

A Maxwell epvenletek ekkor a kivetkezd alakab S101k:

tara szoritkezunk, zhol = o tiltéssardsér nulla és F

(1.) rot H=¢ g+ SE
BTl
(IL;) rot E = - 2L
: ®
[II1.) divH=o0
[I%.]) div E=0 . [4.2~1)

Az £, p &5 o kizegjellemzdk minden térrésrben masok. Eziiksége esetén
ezeket Indexsze] killénbiztet jik me g,
Ha a kizeg ideslis szigeteld, akker benne o = 0 . tehdt vezetési

aram nincs. Ha a kiizeg ja vezetd, akkor az cltoléasi &ram elhanyagol -
haté, ami formalisan az e = 0 esetnek felel meg,

AH=Hrt) vagy az E = E{r,t) kikilszébiléstvel a nasik vektorea
egy mascdrendd parclalis differencialegyenlet allithatd ald. Neha az
dltaldnos  ldébelt valtozds  vizspalata replehetdsen  banyolult
matémntikak feladat, elészdr annak egyenletebt allit Juk eld, pruban
ratérink o szinuszos idébeld valtozhs alapegyenleteinek el&allftasara,
A fejezel tovabbl részelben ar utébbl esetpre Fogunk szoritkozni. A
Fourier transzforsacls midszerével ar Altalanos  1dSbell valtozas
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vizsgalata 2 szinuszos folyamatok szuperpozicidjara vissrzavezethets,

de ennek részletelvel nem foplalkozunk.

4.2-1.2. Tetszdlegea iddbeli wvAltozas

¥epezzik a, 11, Maxwell egyenlet rotaciojal és helyettesitsik rot H ki-

fejezéstt az . Maxwell egyenletbél:
grad div E- A E =

rot rot E

a i dE
u-Et—rotHn uuﬁ[u-tfeﬁ].

Mivel esetiinkben div E =0 , ezért az E = E(r,t) vektorra a

&E

dE
LE-po 5 - CH — =10 (4.2=-2)
dt 3tz

parcialis differencidlegyenlel adodik, Ennek speclalis esetei:
o =0 esetén (idedlis szigeteldben):

2
A E g ilé; =0, (4.2-3)
aL

ami a hullamegyenlet;
e = 0 esetén (Jé vezeldben)

4 aE .
AE=-ue S o, (4, 2=4]
amit neveznek diffdzidés egyenletnek 1s.

Ha o (2) megoldasdval meg tudjuk az El(r.t) elekiromos térerdsseée-
get hataroznl, akker a II. Maxwell egyvenlet alapjan kifejezheld a H
idd szerintl derivalt ja;

gH 1
T 3 (L.2-5}
At T rot E )

EbbSl a H = Hir, b) mégneses térerfsség egy idédben
trdektelen - helyfilgpd OsszetevdtsSl eltekintve 1dé =szerinti integ-

allands - &s ezért

ralassal meghatarozhatd,

Hasonlé médon lathatéd be, hogy a H vektorrn ugyancsak a (2) par-
clalis differenclalegyenlet vonatkozlk. A H lsmeretében E csak akker
szamlithatd cpyszerden, ha vagy o = 0 vagy £ = Q

A (2) parcialls differenclalegyenlel megoldasa altalanos idébell
valtozds esetén nagyen nehéz feladat, ha a ¢ = 0 kiizelltés nem elfo-

gadhatd, Ezt lathattuk a 3.3-3. szakaszban, ahel a taévvezetékre
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vonatkozd egyszerlbb egyenlet 1s csak (kizelitdleg) idealisnak tekint=
hetd esetben vezetett Adttekinthetsen kezelhetd feladatra.

4.2-1.3, Szrinuszos idfbell valtozds

Sripuszos 1débell vAltozds esetén az

Jut

E(r t) = ®Re { E(r) e 3, H(r,t) = Re { H(r) "} (4.2-6)

altal értelmezett E(r) és Hir) helyfiggt komplex ampllitudé wvekiorok
meghatérozisa a célunk. Itt w a szlnuszos gerjeszbtés kirfrekvencidja,
&2 az Allandésult allapotot wvizsgal juk.

A Maxwell egyenletek a bevezetésben leirt feltételek mellett a

kivetkezd egyenletekre vezetnek az E(r) és Hir) vektorokra:

B | rot H= (e + J wel E

(II.} ret E== jupH

(ITI.) div H =10

(IvV. ) div E=10 . (4.2-7)

A TI. egyenletbsl H kifejezhetd E seglitsépével:

Homs ot pbE E . (4.2-8)

Jup
Helyettesitslk ezt az 1. egyenletbe, Vezessik be o

¥o= ¥ Jup le o+ jJue) _1 (4. 2-9)

definiciéval a kiizeg é5 & frekvencia altal meghatdrozott §y terjedési

epyiitthatét, Ezezel az E(r) vekbtorra a

L_ 4 E - gz E=10

parclalis differenclalegyeniet, a Helmheltz egyenlet (idétdl filggetlen
hul lamegyenlet) adédik. Az E(r) ismeretében a H(r) = (8) alapjin mar

[4.2-10]

egysrerfen szamithaté,

A (10} é=s a (B) eldallithatd az Altalanosabb (2) és (3) alaplan
1s 870t = Ju helyettesitéssel.

A Hir) ugyancsak klelégitl a (10) Helmholtz egyenleteb. A Hir)
lsmeretében E(r) az [, Maxwell egyenletbél fejezhetd k1. Altalaban az
E é2 a H felcserédlése o o + Jue &5 a -y feleserdlését jelentl.

Még a Helmholtz ecgyenlet megolddsa ls nehéz feladatol  jelent,
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hiszen harom térbell koordinatatsdl fliggd wektort (vagyis barom skalar
fuggvényt} kell meghatéroznl. E fejlezet tovabbl részében ezért ennek
az egvenletnek csak a legegyszerdbhb, egydimenzléos  alak janak

megoldasaval foglalkozunk,

4,2-2. LINEARISAN POLARIZALT SIKHULLAM

4.2-2.1. Altaldnos dsuzefliggéuek

A szinuszos esetre vonatkozd Helmholtz egyenlet megoldasat keressik
elégzér abban a legegyszeribb esetben, amikor a térerdsségek csupan a
2 koordipatatal flggenek, vagyls egy-egy 2z = 4llandd sikban nagysaguk
éc iranyuk &llandé. Az fgy adadé sikhullamok a valésagban természete-
cen nem léteznek, de gyakran mégls elfogadhatéan leirjak az erdteret

egy tartomanyban.
A7 Elz)] komplex amplitodéra venatkozd Helmheltz egyenlet

2
d g - ?2 E=0; ¥ =V jup (¢ + juel (4.2-11)
dz
& Hiz] meghatarozasahoz képezzlk E(z) rotacisjat:
=)C ¥ y ﬂ‘Z e H c:f' ¢7
3 d d
rot E = ] i} E- -'d = 4] li] 1
E E E E E E
% ¥ z b ¥ Z

A mAsodik determinans az cz w» E wvektorialls szorzat. Ezek szerint

1 d

m 'd?[ﬂz e E] . ["1-2""12}

H=-

Ebbél az kévetkezik, hogy H merdleges a z-tengelyre és E-re, Ugyanigy
lathatd be, hogy E merdleges o z-tengelyre &5 természetescn H-ra is.
fsszefoglalva:

Ez =0, IE;= o, E-H=10, (4.2-13)
wvagyis az ilyen elektromigneses sikhullamok transzverzalisak. Ebbél

kivetkezfen az 5 = % E » H® komplex Poynting vektornak csak z lranyu

komponense van, vagyis
g = S? e (4.2-14)

__jwt:I

-

Altalancs esetben Elr,t) = Re{Elr) el ) 45 Hir, t) = Re{H(r) e
Iranya valtozhat, Szoritkezzunk srra a legegyszerdbb esebre, amlkor
Irdnyuk répzitett, E lincarisan polarizalt sikhullamokat leird egyen-

letek E = E, e, ,H= uy e, valasztassal (11) és (12) értelmében
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2
d Ex 5 1 dE
— - E =10, H & = ——— .
35 X Y Juu  d=z
¥ = v‘{,j:.u.: (e + jue) {4,2-15)

Az altaldnosabb (pl. a clrkularisan vagy az elliptikusan) polari-
=Alt sikhul lam eldallithatd ket egymhsra merdleges, llinedarlisan pola-
rizalt sikhullam szuperpozicldjaval. Ezt azonban nem részletezzik.

4.2-2.2. A téavvezcték analdgia
Lathaté, hogy & linearisan pelarizalt sikhullamra vonatkozd egvenletek
analégak a tavvezetékekre vonatkozbkkal, amelyek (3.2, felezet)

d;U 2 i Al

-y U=40, I== e -,
- R+ gul’ dz

y= v (R o+ Jul )G+ JuC) . (4.2-16)

Az analopg mennyleégek ebbdl kbvetkezfen:
tavveretdk - U 1 R* L' G'  id
sikhul lam: E H O I o C (4.2-17)
x ¥

Erdekes, hogy @ bdvvezreték sores veszbeségl  ellepal lasanak nlnos
hul lamtani meglfeld e, Az analdglabdl ls kivetkezlk - de természelesen
a (15) aAltaléncs megoldisaként kézvetlenil is felirhato - hogy a
sikhullam eldallithatéd a z-tengely pozitiv, 111. nepativ iranyaban
Ler jedd hullamok szuperpozicld jaként:

i _ + -7z - +7Z
Ex(z] E1 = E1 & :
; i
E E
I e R Oy - G e o (4. 2-18)
¥ %y 0

ahol ¥ = o« + 8 a terjedési egyltthaté, mig a ED hul léminpedancia

kifejezése az analdgia alapjan

_ / Jun
zﬂ_ e (4.2-13)

i + +
A ['.1. ill. mz E]/ZG = HJ a z=tengely pozlitiv Iranyaban csillapodva

haladd sikhullam  térerdsségelének komplex amplitidéda a z = 0 helyen,

Mig a téavvezetékntl =z = 0 a vezeték elejél  jelélte, most o
“tavvezetéket" mindkébt lranyban végtelen hosszioak kell bekintenink.
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A LAvvezetslk analégia felhasznalasdval megoldhate pl. az 1. abran
warolt kivetkezd egyszerd feladet. Egy leveglben terjedd, linearisan
polarizalt sikhullém Gt Jaban egy (végtelen nagy klter Jedésinek tekint-
hetd] szigeteld wvagy wvezetd fal helyvezkedlk el amelynek  sikja
merdleges o hullam  terjedésl lIranydra, Adotinak tekinthetd az 1.
kizegben a beesé hullamot leird (E)), térerssség. Keresett a 3. kézeg-

bon tovabbter jedd hulldamet leird {E;J3 térerdsstég, Ezek nem egyveznek
meg, mert mindkét elvalaszto felilleten reflexidk lépnek fel, tovabba a
falban a hullam csillapodhat 1s.

‘E';_{:n &= & E, grtfa
< Arzpe L fa = p He= Ho
& Eu=0 €y £. E7=10

2 +:7
&

= T >
A, Sy t, Sz T

Bz Gy, D

-:?‘F’—a-
—— e n,_z
VP Zordon P PP Bido
0 =
4.2-1, Abra, Folarizall #lkhul lam athaladasa Eor Jedés ) Lranyara

merdleges falon
Az 1. kizegben [leveg$) az erdtér Ggy szamithatsd, mint ha az ana-

lég tavvezetékel egy olyan 2 impedancia zarnd le, amely a 2. kKézeg-

nek mepfeleld hosszdsagd, EDzzimpedanciﬁval lezart tavvcﬁiffk.szak?fﬁ
bemencil impedanciaja. Ennsk ismeretében szamithatd az rl = - PE
reflexlos tényezd, majd E_es H;.r a 2. kizeg mindkét végén é&s a 3. ki-
zeghen is, A levegd idedllis szigeteldként, a fal ideAlls vagy veszie-
séges szlpeteldként, 11, wezetdként irhatd le (1. a kivetkezd
szakaszokat ).

A vizsgalt elrendezés természetesen nagyon specidalis. A feladatot
valamlvel Altaldncsabban a 4,2-3.4. pontban fogjuk Largyalnl, ahol nem
fogluk feltdteleznl, hogy az elvalaszté felllet merdleges a sikhul lam

tar jedési irdanyara,
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(I.) rot H= ) »w e E egyenletek koordinstakra beontott alak]a ezek D i diesverais smienlst: mAlY WEAE S TECRRLE S
alapjan egyszerden lelirhatd: Bl 1) 1e0st & es 8 nennylségek kaposolntat adsti frelvenclan. Az
JBE =-JupH , JAH = jweE , {dealls vezetékre vonatkozo (3.2-22) szerint! B = w v L'C'  wvagy az
y % v X jdealls szlipetelSben terjedd sikhulldmra vonatkezd (4.2-20) szerlnti

T Jk Ez -JB Ex == Jup Hy ) ¥k “-.:_ -1 ][x = Jwe Ey . g = w v cp Gsszeflggés 15 (megoldott) diszperzlés egyenlet.
Flk E&’ R T Hz : FJk !{}r = |lwe Ez A A két mbdusra az 5 = %E » H® komplex Poyntlng vektor rendezéi

Az elsd &s harmadik sor alaplan Hx &5 ]{z klfe jezhetd Ey segitségével, kifejezhetdk E:“rr 111. Eiy segitséghével:

: tek kévek-
111. Ex és E:f kifeJezhetd H}' segitségével. Ezek az egyenletek a kive TE tipus Ty
kezé két ceoportra bonthaték (més elnevezések is hasznalatosak):

ST 2 _ 3k 2
TE tipus ™ tipus S el Sy Smaw MHAT S
O - B gy s =0 S =0
B W Byt T B Ty ¥ . V¥ '
¥ : . k
H =% E E =g ot (4.2-28) S -2 B 2
z wpoy z wy oy Sz“Zwu iE:yI ; Brasige fHFI : {4.2-32)
] itése 1 tal, . .
A5 a tronggyecadlis aleitromos. clnevezes rOvigitese, am a_-r:rva“u A Az 5, rendezd valts és pozitiv, tehdt a z-tengely lrdny4ban csak
hogy az elektromos térerfsségnek esak az ¥,z sikra merdleges hy GEEE0- hatésos teljesitmény aramlik. Az y-tengely iranyaban nines teljesit-
5 + rfsstg benne v bt sikban, mind- " ;
tevdje van, mig & magneses Lererdseég benne van o SR BIERRI, M Tl ménydramlas. Az S wvalés, ha k valés, ekkor az x-tengely 1ranyaban
kettd merdleges a Poynting wvektor lrdnyara, A TM a transzverzalls cslllapitatlan hullém helad és csak hotéses tel Jesitmény aramlik. Az
mhgneses elnevezés rividitése, omelynek Jelentése az ol8zOkbdl mar S, képzetes, ha k = FJa  képzetes; ckkor az x-tengely lrdnyAban eltUnd
kitvatkezlk. Az elektromipneses tér o TE é3 o TH tipusd dsszebewvd dseo- elektromigneses tér lép fel és amelyhez meddd teljesitmény tartozik,
szegeként irhatd fel. Mindkét tlpusban E é5 H egyarant merdleges a amely oda-vissza lengs teljesitményt jelent, vagyls az Py
terjedés irdnyira. lranyaban nincs energlaatvitel,
Helyettesitsill Hx g Hz' L11. Ex 3= Ez most kapott kifejezéset a Homogén kiizeg esetén @ tetszdleges érték, k a (30)-bol szamithats
még fel nem hasrnalt masodik egyenletekbe. Mindkét tipusra az kKapjuk, B B lsmeretében. A B =wvep =N kg vhlssitfshoz o s 0 L aF G R
nogy (miutan a 'P';-..-’ i1l. ]-[y tényerdvel egyszerdsitettiink) Ekkor az eldézd pontokban targyalt , a z-tengely Irdnyaban terieds sik-
hullém adédik, amelynél a TE és TM tipusok megkillénbiiztetésének nincs
{ K 6= e po N k2, | (4.2-30] ertelme, az ilyen hullémot TEM tipusdnak ls nevezik.

4.2-3.5. Sikhullamok visszaverddése &g Lirésge
Vizsgal juk meg, hogvan terjed egy z iranyban haladé sikhullam egy
olyan kizegben, amelyet az % = 0 koordinata i sik két homogén részre

ahol kl:l a frekvencia Altal meghatarozott szabadbtérl fasisepyilithatd

[mids néven a szabadtérl clrkularis hul lamszam) és N a kirepre Jollemzd

(de rendszerint frakvenclafilged) szdam, amely a tipikus ‘“r = 1 esethen
P e OSZt (3. dbra). Az 1. Jeld kiizeghbl érkezé hullam E' = E'(r.t) elek-
megegyezlk az n = £ térésmutatoval: tromos és W' + 1 1
' : e g Hi{l‘.t} mhgneses  Lérerfsstgének ¥y rendezéje a
- = e —— T Im- |
l'llﬂ'r‘__ i In =L Lar f‘ﬂlulﬂttﬁl pérl:.uzdm!! :a. 3. abra BikJ&r‘a mﬂrﬁlﬂ'gﬂS] ﬁ‘SGZEtEVIﬁ-t
= n - [ P 1 B
e Y e -t T jlllllr':r~ e (4.2-31) Jelenti. A hullam 5, Poynting vektora és a hatarfelllet e, normalisa
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altal kifeszitett beesesi sik (a 3. 4bra sikja) normalisa ey i A TR

Lipusd dsszetevire E: B EI}; ey (és ”::-c' H:z ezalkal mAr
meghatarozott), a TH tipusd dsszetevire hasonléd médon II;r = ]I;y cy (6
I-_'* i E,_ ezaltal meghathrozatbt ],

1x 1z

Az 1. kizegben o z-tengely és az x=tengely pozitiv irdnyaban
terjedS beest hullam részben tovabbhalad a 2, kizegben - oz a pegtirt

hulléam, amelyet E; &5 I-l; ir le - részben wvisszaverddik a z-tengely

pozitiv és ax x—tengely negativ iranyaban - ez a wisszavert hullém,

amelyel E; b5 HI ir le.

X

™ % &

#.d2=3. abra. TE tipurd  éx TH L} puwsd cikhullam  vieszaverddése eo bbredes
slk hatarfeluleten

Valdjaban nem sikhullamet, hanem hullamnyalabol kellene vizs-
ghlnunk, Ennek téargyalésa azonban talnyalik kereleinken, ezért g
sikhulldmid kizelites vizsgalatara szoritkozunk,

Az adottnak tekintebt mennyisémelk: g by 2] £, W, vagy az Zak-

b3l képzett N] = Wil &z N_ =+ ¢ Ho (ill. By = = 1 ese-

iIr "1r 2 ar Hor

tén az n, = £, €sn, = "HEEr tirésmutatok) a vizsgalt Crekvencifn,

1 2
Lovabba a TE tipusra E:y‘ a TH tipusra H

+

ly

kérfrekvencia, Meghatarozandsk a Ler jedésre jellemzs ﬁ!, k

o - 13! beesési szip és az w

p 88 By Ky

értékek, a ﬂ[. il o, visszaverddési, 111, Lérési sxdg,  towabba TE

tipusra az E. , E. . TM Lipus = L . . i -
F 1y' Eay M tipusra a H]y. sz rendeedk, A Libbl rendezd

a (29) alapjin mar egyszerten szamlthats,
A ktelégitonds Folytonossagl feltételek: az x = O halarfeldleten
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E &s H tangenclalis komponensének, wvagyis y és z lranyd rendezd jénak

folytonosnak kell lennie.

A z lranyd terjedésre jellemzd B fazisegyiitthats (vagy a fazis-
gebesség Z lranyd rendezd Je: v, = f/w ) a két kizegben nem lehet
kllédnbizd, tehat ,|'31 = r32 = (3 . A beesd és n visszavert hul lamra az
franyd terjedésre jellemzd k] fazisegylitthatsd ugyancsak kitziis, ezért
ﬂ-]. = ﬂl. vagyls a visszaverddésl szig megegyezlk a beesési szbggel. A

(30) alapjan k, és k., kifelezheld a még ismeretlen B segitségével:

I ) o e SR = oy
k= VN G- &, eV - =y,
(4.2-33)

ahol N? AS = wz TR A tovibblakban arra az esetre szoritkozunk,
amikor a beesd hullém csillapitatlan, tehit amiker kl valds, wapyisz

amikor g < NI ko =wv¥ ou. A7 E::‘f ag Hz , 111, =& H:,.r &5 Ez folytonos-

saganak feltételel a (29) felhasznalasdval:

TE tipus TH tipus (4.2-34)
o + +
E] + Elb" = I'_:E:,r , Hl;.'.r + "11-,-" - "23«' i
k] - k! o HH 3 kl. " k] i I-:E v
By TRyt By cM, v oM, e - EHy
Mg ¥ By WKy ey 1 ¥ b i

Az egyenletrendszer megeldasaval adodnak a reflexlds ténvezdk (lUgyel-
Junk az eltérd értelmezésre e két tipusnal!):

TE tipus TH tipus (4.2=35)
N S L Loyt
b w e W My v oo B 2
o By ol B B ST R
Hy ! %4 2

Idedalls vezetd felilletén Léirténd visszaverddésnsl az Ei:.r = 0 fel-
té a] @& - =
telbsl rrp 1, Ty +1 adadik.
Ha 5-:2 valés (g < Hz kﬂl. vagyls ha a 2, kbzegben gslllapitatlan
hullém terjed, akkor - mivel k, valés - ezért Prp €5 ro. egyarant

valos, -1 < Frg <+l dg =1 < e < +1

Hi k, képzetes ( § > N, ky &s k., = = Jx,, ahol K, valés], vagyls
ha a 2. kiizegben az erdlér az x Iranyban elt0ndg, akkor g a5 oy p

=Eyarant komplex, a szamlaléd a nevezd konjugdltis és ezért I:-TE[ = ]
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| = 1 . Ekker teljes visszaverSdés #&11 eld: a 2. kizegben x

ég IFTH
iranyban nem #ramllk hatises teljesitmény. A = Irdnyban azonban

mindkét kdzegben Aramllk hetasos tel jesitmény. Megjopyezzilk, hogy a
peometrial opbika kiézelitésében telles visszaverddés eselén a Fénysiu-
par egyaltaldban nem lép at o 2. kizegbe.

A reflexids tényezd lsmeretében kifejezhetd a megtért &5 a vissza-

vert hullamot jellemzd térerdsség:

TE tipus TH tipus [4.2-36G)
E;, = r. El H = o HY
1y = TTE Cly 1y - TTM Ty
+ - + +
Ezy = (1 + FTE] Ely i HEy = [1 + rTHJ HlY

A beesd hullamhoz tartozd S: Poynting wekter €5 = felilleti
normaliz Altal bezart ﬁ1 széig szinusza [32) értelmében

-

= iz = g E]
. }{s" %o HaT T Vi« g Ny Ky
1x iz 1

Ennek alaplan az eddlg lsmeretlen [ fAzlsepyltthatd kifejozhetd az

=]

adottnak tekintett mennylségekkel:

f=HN k slndé . (4.2=-37)

Ezeket az eredményeket a 4.3-2. szakaszban, a szigeteld réteg
hul lamvezetd tarzvaldsanal fel fogjuk hasznalnil. Most még megvizsgal-
Juk, hogy hullamtani megiontelasalnk alapjan kapott Osszefiggéselink
hogyan kaposolédnak 2 geomeirial optika nébany torvényéhez,

A [37) alapjsn & tel jes visszaverddés B » N2 kﬂ feltételérs

sin ¢, > = (4.2-38)
1 W
adédllk (a ¢, beesés) szép "elég napy™). Ez természetesen csak akkor

1

tel jesiilhet, ha N:—: < H]. vagyls ha L < g My ami  tdbbnylre

o
azt Jelentl, hogy € < ¢, VBEY N, “ng .

Helyettesitstk f-nak (37) szerintl nlok)at 5:] b5 k-?. [33) szerintd
klfejezésébe:

= i o a .
k] =N, kg VI sifi 8, = Hl kg cos 9, {4.2-39)
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= e T T 2 B 2
kz = -f’fh'z kU N] "‘u:r sin ¢, = Nl ko #”rmzml] sin ﬂ']
Ha MZ/NI > sin o akkor (37) mintalara sin ﬂz = E/NE kﬂ &5 ebbal
adédik, hogy

sln 4 N M

i 2 1 i 2 2

7Y = 5 ha sin ﬂ‘l < o (4, 2-40)

1 2 1

Ha My " Hyo ® 1, akkor ez a sin ﬂz S 8ln Gl - nlfn2 alakra egyszer(-

stidlk, ami a Snellius - Descartes tirvény. A (35) felhasznalaséval
néml rendezés utan adédnak a Fresnel képletek:

2 2
_— cos & - {utrfpzp} ff{NEKNI} = sin 2,
TE :
2 ]
cos ﬁ1 + (ulrfpzr] J{NEKNIII sin oy
cos #, - (e, /e_ 1 J(N #N ]'2 - sinzé
1 Ir 2r 2 1 1
r = (4.2-41)
ja o+ e, se, ) ¥ (NN )2 - sine
ot R 1 o 2”1 1

Hem lép fel visszavert hulldm, ha r,. =0, 111. ha e =0 . Az
ennck megieleld ﬂTF' i1l ﬂTH beesés] szigre (A Brewster szégre) némi

rendezds utéan kapjuk, hogy

: 2 ]
= n/cpm,xu,rr (N /N)
E Y5

2
lefﬂll I |

z z
(e /e, )% = (NN, )
Ll L (4.2-42)

tg 4., =
™ z
{NEKNI} 1

i = = = = T
A leggyakoribb u, o 1 esctben N'i n, Es NE n,. Ekkor TE
tipusd hullémra = Brewster széig nem értelmezett (mindig wvan vissza-

verddés), mig a TH tipusd hulldm nem verddik vissza a
i
tg ﬁTM = 1{;- (4.2=-43)

altal meghatarczott ﬂTH beestsl szig esetén, Ha tehat egy TE é#s TH
modusy Hsszetevdl egyarant tartalmazd hulldm beesés) szége a Hrewster
szdg, nakkor a wvisszavert hullam TE tipusd pelarizdalt hullam lesz,

Belathatd, hogy ekkor @ 9 0, = m/2 érvényes.
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4, 2-4. STKHULLAMOK VEZETOREN
4.2-4.1. Altaldncs dsszeflggések
Yizspal juk meg a vezetédben terjedd =sikhullémok Altalanos tula)don-
sagalt., Vezetdnek ebben az értelemben az olyan kidzepget nevezzilk,
amelyben az eltolas] aramsirlség elhanyagolhabd a vezebés| dramstrisép
mellett. Szinuszos lddbell valtozas esetén ez azt Jjelentl, hogy

[J] = ¢ |E| » |JDI = |Jwe E|, vagyls hogy ¢ » w € .
Az w e = 0 kilzelités akkor megengedett, ha

o

T
& 25 i ol oo 3
7] = vagyls [ « g (4, 2-a4]
5
Fémekre o = 107 5/m nagysagrendd (pl. rézre o = E']'*ll:lE Sm), £ = &£,

or
=11
ahol £, ® 10

visszatérink., Az eltolasi Aramsirdség elhanyagolasanak feltétele fémes

vezetdre ezek szerint

F/m, mig £, értelmszdsére e pont  veégén  még

1UIB

r
aml mindig tel jesill, barmekkora wépes érték is Er

f &

Hz ,
A talajra ezzel

szemben ¢ = IG_E S4m o, lgy a feltélel
B
fog 20 Hz ,
£
™
aml  még  kbzepes radléfrekvenclara 1s ki van elégitve, de nagyobb
frekvenclakra mar nem. A tengervizre vonabkozd feltétel az elézd kebts
kiizé eslk. A tovabblakban arra az csetre szoritkozunk, smiker ax elto-
lasil aramsdrdség elhanyagolhats.,
A wvezetdben terjeds sikhul lamnak olyan tawvvezebték felel meg,
amelyre C' = 0 &z természebesen R° = O .

A vezeldben terjeds sikhullémra = ¢ terjedési epylibthabd (15) és
a 2, hullémimpedancia (19) szerinti kifejezése a

=Y Jepe=1(1+]J) f
fﬁf____h__ Gl Jb o f

alakra epyszerlsidik, Vezesslk be a

/ | |
W y T e

frn LT

(4, 2-45)
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definiciéval = & behatolasi mélysepet (szkinmélységet), amelynek

&rtelmeiémﬂ- hemarosan laeni [‘OS'J'L!R. Ezzel ¥ = {1 + J]/Er vagylis

(4.2-46)

adfa a esillapitasl egylitthats, a fazlsegylitthats, 111, a hullamimps-
. B "
dancia kifejezését. Réz esetén p = u, , ¢ = 57107 S/m, amivel rdvid

szamolassal a kivetkezs szamértékegyenletet kapjuk:

{5} . 666
Cu
mm H{f}Hz

A hullamterjedésre jellemzd értékeket néhény jellegzetes frekvenciira

[4.2-47)

a kiivetkezd tablézatba foglaltuk réz esetére.

T = o Hx 1 kHz 1 Hdz 1 GH=
& = 3,4 mm 2.1 mm BT pm 2,1 pm
- - =1 . B |

o= f e 106 m . 474 m ! 15'103 m 474107 m
A= 59,3 mm 13,2 mm 0,42 mm 13,2 pm

v = 2,97 mis 13,2 m/'s 420 mss 13,2 km/s
nu = Xu n 1,86 ui H, 14 b 264 pf 8,14 =m0
ITDI = 2,63 uf 11,5 &2 A73 pfd 11,5 mid

& v = w/f fazissebessép erdsen frekvenclafipggd és meg nagy frekven- |
ciakon is Jéval kisebh c-nél, mint ahogy a A = 2m / § hullamhossz 1s
javal kisebb a A = o/ szabadbérl hullémhossznal. Mig az idealis vagy
a kis wveszheségd szigeteldben a vg = (dBsdw) = csoportsebesség
megegyverik a v fazlssshességmel, Jé& wvezetdre Vg i 2 v érvényes, mint
az kdnnyen belathaté. A hulléamimpedancla valés része Joval kisebb, =
csillapitas! egyitthatd viszont nagysigrendekkel nagyobb a szigeteld-
anyagokndl vagy a Lavvezetékekneél fellépd értékénel.

A kivetkezé ponlokban néhany egyszerl esetre megvizsgal juk a
vezetdben kimlakuld elekiromipneses teret olyan esebtekben, amikor &z
sikhullammal kizelithets. Az erStér vagy az Adramstriség eleszlasa
mellett o vesztestgre Jellemzs R ovaltakozdarami rezlsztencla, Lovabba
az L, belsd Sninduklivités meghatarozbsa is fontos feladal. Ezek n

P+ Q= %- (R + Jw [.EJIJmIE [4.2—&815
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daszeflggésbd]l szamithatdk, ahol P a hatdsos, O a meddd tel jesitmény,
I a8z &ram komplex amplitidéja. A tellesitmények a komplex Poynting
vektor lsmeretében szamithatdk.

Térjink még vissza az w « ofc feltételre. J& vezetfSkre a o kon-
duktancia a frekvenclatol flggetlennek tekinthetd &5 igy megegyezlk
egyendrand értékével. A vezeld permittlvitasa azonban nem értelmezhetd
a szipgeteldknél megszokott médon . (Pl. hinyszorosiara niivekszlk egy
kondenzdtor kapaclitéasa, ha levegd helyett a vizsgalt kizeget helyezzlk
pz elektrdoddk kiizé - ha ez a kizeg réz vagy aluminlum?l)

A vezetd permlttivitdsdnak értelmezéséhez irjuk fel a folytonos-
sagi egyenletet és a IY. Haxwell egyenletet ¢ &5 £ anyagallandokkal
Jellemzett homogén kizeg esetére:

diviaE}+g—f=n, div (£ E} = p .

A div E klkiszibilédsével a toltéssidriségre &

dp T 2 o
ﬁ"'?p—ﬂ (4.2-29)

differencialegyenlethez jutunk. Ennck a ple,0) kezdeti leltételt ki-
elégitd megoldisa kéinnyen belathatéan

plet) = plr,01 6 2T . 1. £, (4.2-30)

A ot 1dballandd megmérésével és o lsmeretében ¢ = ¢ 1 szanithaléd. Fémes
verzebtikre azonban a felbalmozott téltés eltinése olyan gvors, hogy T
mérése a mal technikaval nem lehetsépges, Ha ennek alaplan felté-
Fetanslic: Beay e an™ & aky ancel 1S kisdbh, skier 2= 160 &/
esetén g = IB-H Féim . £, = !DE vagy ennél 1z kisebb., A vezetdre
vonatkozo [ « {lﬂjsfer] Hz feltétel tehat valdbhan ki wan elégitve

fémes vezetfkre minden eldforduléd frekvencian.

4.2-4.2. Sikhullém vastag hasabban
Tekintslnk epy d vastagsigt vezetd hasabok, amelynek feliletére merd-
legesen sikhulldm esik be (d4s abra). E sikhullamaot létrehozhat ja vala=
milyen kUlsé forras, de létrehozhatja a hasabban Folys fram is (4b
fbral. A valdsfges erftér természetesen nem sikhul lam, tovabbi a hasidb
¥ &5 ¥ lranyd méretel 1s végesek a valdsagban,

Ebben a pontban a hasab d wvastagsfgat olyan nagynak teklnt ik,
hogy a z = d helyen az erdtér mar elhanyagolbaté, Ez a feltétel wd > 5
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&'=0
L
d €
e
4.2-4. Abra. Vezets hamibban  terjeds sikhullam . {al Az Altalanss  el-

rendezés. (b Eet hassb mint kettdsvezeték
vagyis d > 53 esetén gyakorlatilag kielégitettnek tekinthetd. (Az al-
talancsabb esetet =& kivetkezd pontban térgyaljuk.] Ekker nincs
vizszavert hullam, a (18) m kivetkezd alakra egyszerdstdik:

¥z £

E(z] = E e ; Hy{zl = o

|

g J(2) = o E e ¥, [4.2-51)

=1

ahol E1 a beesd hullam elekbromes térerdasépinel komplex amplitadéja a
z =0 gikban., A lemezben folyd dramra a gerjesziés] tdrvény értelmében

Hy{ﬂ}-b = Im vonatkozlik, ahol Im nz aram komplex amplitddsja. Ezzel E1

kifejezheld:
E = Z_U_i'ﬂ , {4.2-52)
1 =]
Az dramsOriseg komplex amplltddsjénak, 111, amplitaddjanak helyflggése
az Aram valosnak teklintett amplituddjival kifejezve

I

JErsag B eglAe (4.2-53]

I
Nz} = V2 L (4.2-54)

Az Aramstriség amplltadsdjanak vaAltozAsadt szemléltet! az 5. dbra. Ebbél
lathaté, hogy ez exponencialisan csbkken, z = & mélységhen az aram-

slriseég feliilletl értckénck e-edrészére csbkken, z > 5 & mélysépgben az
aramsdriség elhanyagolhatd, Ezek szerint “ﬁrumkiazaritasi Jelenség”
lép fel. Ha d > 53, akkor a hasib vastagsaga mar érdektelen. Az Sb
abra az dramsOrdség komplex ampllitidéjanak Nyquist diagramjat mutat ja
A mélység (nem a frekvencial) flggvényeként, Az -abrabsl lathatsd, hogy

253




4.2-85. Abra. AT AT amsiir Gség nagysdganak L komplex ampl 1Ldds Janak val =

tozara vastag hasdbban & me|yaég foggvényebsn
ar aramsirdsép a feliilleten 45 =kal siet az aramhoz képest, = » 2,68 &

mélységhoen mar  tibb mint ao°-kal késik az Aramhoz képest, tehat

mintegy “visszafeld" folylk
A Poynbtlng vekbtor o fellleten [52) és (46) felhaszndldsaval
2
IE, 1
1 i 1 2 2 o 8
s (0} = = E_(0) H®(O) = : e I T ——
z 2 X ¥ 2 %D F] (¢ & b}z ] 1 J

Ha a2 hasab h hossza és b szélessépe elég nagy, akkor a szélhatascok e1-
hanyagolhatdk, A haséb Altal felwvetl komplex tel jeslitmény ckkor

- PSS SOt h e
P*JQ—SZ{O]!'I.E}— Z ﬁ“ml .

Az R+ Jw L'E = (P + '1],1/2|1'm|E taszefiggés alapjan

R=swl = — , d>5&, (4,2-55)

Ezek szerint a wvastapg hasdb vAltakozddramd rezisztenclidja megegyerik
egy olyan hasab egyendramd reziszlencidjdval, amelynek vastapsdga &,
az adott frekvenciahoz tartozd behatolas! mélysdég, A valtakozddrami
értékek viszonya az egyonaramdy reziszlencidhoz

R w L,

_ il d _ _n gzt
= + » 9288 Rj= —pe . {4.2-55)
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AT R/RD viszony adott aram esetén megadja a tel jesitmény &s az
egyenletes eloszlashoer tartozd tel Jesitmény viszonyat.

Egyes feladatoknal a wveszteségl teljesitményl nem az Arammal,
hanem Bz IE!I fellilet] elektromos térerdssépgegel vagy a JH]r = |E]/2U|
feltletl magneses térerdsséggel wvagyls o felllet! Aramsdriségpel
eélszert kifejeznl (pl. csdtapvenal wvagy Uregrezonator vesztestginek

szamitasakeor).

4,2-4.3, Sikhulldm wékony hasdabban

Vegyilk most flgyelembe az eldzd pontban targyalt elerendezésben =
hasab d wvastagsagat. A z = d sikban a migneses térerdsség nullanak
tekinthetd, mivel a hasdbbal analsg tavvezetéket lezars sZigetels
kizeg (tdbbnyire levegs) hulldmimpedancisja joval nagyobb a wvezetd
hullamimpedanciajanal, tehat jo kizellitéssel a lezdras szakadisnak
felel meg. (Nincs akaddlya a pontosabb modell szdmitisénak sem. | A
reflexids tényezd a ¢ = d helyen ezek szerint r = +1. A térerdssédpak

komplex amplitdds janak helyllggése ennek megfelelfien  (wi, 3, 2-5.

szakasz)
5 1 yld=z] —yld-z) ;
EK{A} e E2 [ e + @ ] = EE ch yld=z) , (4.2-57)
1 %2 1 gtd-z) {d-2) Ey
v = - =
i[y[z.:l S ? [{‘! =il ¥ } = —:}_E']— sh yl(d-z) .

Az EE allandd ismét a H&fﬂ) b = Im dsszeflpgpesbd]l hatdarozhats meg,
hiszen Hy{d} =0 . A Poynting vektor a z = 0 sikban &5 n felwvett komp—
lex teljesitmény l= ax elfzd pentban l&tott médon szémithats. & ch ad
&5 sh pd flggvényekel valés és képzetes részre bontva (3. 2-7.1. pont)
neéml szdmelés utdn a kivetkezd deszeflggések adédnak:

R _ sh 2v + sin 2v “Lg _ shav - sin 2v
R ch 2v - cos 2v ' .~ eh 2v - cos 2v
[=r]
2 h d 1
Rm i | v om o e D o e [4.2-58)

L B T ;-

Az ﬂw a véptelenill vastag hasab val Lakozdarami rezisztenclajat Jelsldl.

Ha d elég nagy, pl. ha v > 5 akkor & # R, mert ekkor a hiperbol ikus
(=]

fligavények mellett a trigonometrikusck elhanyagolhatok és th yd = 1

A mennyiségek vonatkoztathatok az Ry = R /v egyendrami rezisztenciara
m

255




L
R/R. | R »
Rik, Re /
'3 Y
14 [ r———
-
4
<
e
s
s
g
i
Iy
S E—
1 { 7 U=/f
4.2-8. abwra, A hagat waltakozddramd rezlaztens |4 Janak Fugodees a d
vaptagnagatal,

1z, A flggvénygirbeket a 6, abra mutat ja. Lathatd, hogy kelléien nagy d
vagy v eseten H - Rm &s W LE -+ Rm . Hatarértékszamitissal wvagy sorba-
fejtéssel az is belathatd, hopgy 4 - 0, 111, v + 0 esetén B -+ Hm/v = H0
helyesen kladddik.

Filgyelemre meltd, hogy R nem monoton csékken a  vastagshs
névelésével. Szélgdértékszamitiacsal (v szerinti differenciélissal)
egyszerden belathatd, hopy ar H/Hw filggvénynek a ki T T2 helyen wan
[az elsd) minlmumhelye. Ha d = &-m/2 & hasab vastapsdga, akkor

Hmin sh o
ﬂm B th 5 = 0,017 . (4, 2-539)

Ezek szerint alkalmas vastagsag esetén n hasabban klsebh veszbesés lép
fel, mint ha nagyon vastag lenne! Ezx az arameloszlasnak az Sbh o abrabdl

kiolvashatd fazlsviszonyalval mapyardazhats,
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A d wvastagsaga hasdb arpvékolja a polarizalt sikhullémot. Az
Arnyékold hatast a

IE. | :
K= _IF_I]__ = | ¢ch yd| = c]‘na'-f;—{msa*-' ¥ v om .g_ [4.2-80)
K-

arnyékolas)l tényezdvel fejezhet ik ki. Ha v > 2, akkor 1%-nal kilsebb
hibaval K = e'/2 . Erednénylink az érnyékolé hatas szamitasara csak
korlatozottan alkalmazhatd, hiszen a hatéarfelilet ritkan meréleges a
hulldm terjedési lrdnyara. Az mindenesetre lathaté, hogy a nagy-
permeabllitasa  kSzeg Arnyékold hatédsa erdtel jesebb, még s
konduktivitasa kisebb is.

4.2-4.4, Eirkeresztmetszetd vezetd kizelitése

A gyakorlatban elsfsorban kirkeresztmetszetd vezetdket alkalmazunk, A
feladat erre az esetre Is megoldhaté, de nagyobb matematika! asppara-
tust fgényel. Az elfzdek alapjin a kBvetkezd két beecslést adhat juk.

Ha a & behatolasl mélység sokkal nagyobb a vezetd r. sugaranal

(ez r "kisfrekvenclids esetl") ar Arameloszlas egvenletesnek aekintheté_
a rezlsztencliat ax Rﬂ = h/(e rg m) epyenarami Artékével egvenldnek
wvehet jilk, Ha a & behatolds] mélysdg sokkal kisebb a vezebd To
sugaranal (ez a “nagyfrekvencids eset”) a veretd girblltségé elha-
nyagolhatd, s valtakozdarami rezlsztencla megegvezlk egy b = 2 « Ty
exélességl hasabéval, vagyis R = h/{e-2 g me8) , tehat R/R, = r,/25

A kérkeresztmetszetd vezetdben az elektromignesces bér eloszlasal
¢s az impedanciat a pontos szamitds szerint komplex argumentumt Bessel
flgevények irjak le. ETzek kizelitésével a kbvetkeazd, igen kis hibaju

eredmények adddnak:

L T
R 1 4 g 2 i
SRR e g —_— =T o 21, (a.2-81]
R, a Ry 23 :
FRER 1 3 wly 3 "o ;
Hc' x o+ i + T ---FTC;- =R = R HE H5 > 1 .(4,.2-62)

AZ elad kdzelités alapjan Ly = p hBr (az egyendramd érték) adédik,

mig & masodik kfzelitésbél L, + 0, ha w + w . Fz ar oka annak, hogy

B
nagy frekvenciakon a belst bnduktivitast rendszerint elhanyagol Jak, az

dninduklivitast a killsé dnbndukt ivi tassal egyerdnek tekintik,




A koaxialls kdbel ry belsd sugara és d = e vastagsagl kipe-
nyenek belsd rezisztencldja kellden nagy frekvencian Ggy szamithatsé,
mint egy b = 2 & r, szélessépd &5 d vastagsagy hasabé.

KettSsvezeték vesztestégének szamitasdndl tovabbl  korrekclékat
kell flgyelembe vennl, ha azok sugarukkal Gsszemérhetd tfvolsagban he-
lyezkednek el egymisisl, mert ekkor az egylk vezetdben klalakuld ero-
teret a mésikban folyd dram (s8t annak eloszlésa is | befolydsol ja.
Ezekre nehéz eleml flggvényekkel leirhaté elfopadhatd kiizelitéseket
megadni. Az llyen feladatokat numerikusan célszert megoldani konkrét

méretek &5 anyagjellemzék esetéare.

4,2-4.5. Orvényaramek vékony lemezben

Vizsgal juk meg egy wvékony lemszben kialakuls grvényaramokat &s az
altaluk létrehozott tel jesitményt, amelyet 1dSben szinuszosan valtozs
kiilsd magneses Lér hoz létre. Ezzel modellezhetd a transzformibtorckban,
villames fergégépekben &5 maz lemezelt vasmagy elrendezésokben kiala-
kuld elekbromigneses Lér, ha a kiizegp lloedrisnak és izotropnak
tekinthetd, vagyls allandé p permeabllitdssal Jellemezhetd, Ennek az a
feltétele, hogy o telitésl hatds, a hlszterérls és a hengerlds albal
okozobt anizotropla hatfasa elhanyagolhaté legyen,

A wvlzsgalt lemez a 7. abran lathatd: a d szélességl maéreb  jowval
klsebb o masik ketiéngl (£ &5 h). A migneses térerdsodg és  indukcid
legyen parhuzames a lemez hosszi élelvel, a 7. abran ezt valasztobtuk
¥ tengelynek, & révid élekkel pérhuzamos a z tengsly. Az orlgdt a
lemez kizepére helyeziilk, & 7. abréan felvazolbuk 4z aramsirdség és az
elektromos férerdsség vonalainak vazisios menetet is. Ebbdl lathata,
hopy a lemezben kb. a -(h-ds/2) < x ¢ (h-ds/2) tartomanyban - wvagyls a
szeleltdl eltekintve - az elektromes tererdssdgnek csak x lranyd, a
magneses térerdssépnek csak ¥ lranyd rendezéje van, ezek csak a z ko-
ordinatatsl fiiggenek, A kialakuld erdtér abben a k#zelitésben sik-
hul lamnak Ltekinthets,

A viszonyok tehat hagonléak, mint a 4.2-4.3, ponbban targyalt ha-
sabnal, csok most az elektromes Lérerdssépel a z-ben pares, n migneses
térerisséget a w-ben paratlan figpvény irja le a valaszbtott koordl-
natarendszerben:
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s ] = h iy (4.2-B3)
Ex[ZJ = 20 HU sh ¥z , Hy(‘J Hﬂ ch ¥z

a4 P k - f- .
a1+ J) K. 2, = (1 + 3 — . k nfopoe

yes imség komplex amplitdddla a lemez kiizéppont jé-
ahol HQ a migneses Lérerdsség p

pan, k 2 behatolésl mélység reclproka.
tolasl mélységet rltkan hasznaljak.) A haszndlatos vaslemezekre tipl-
¢ = 10? S/m, igy f = 50 Hz esetén kapjuk, hogy

(Ennél a feladatkérnél a beha-

kus eridkek i = 3000

3

e o= 2,4:10 mFi = 2,4 mm_] Ha d = 0,5 mn [egy szabvinyos méret],

akkor kd = 1,2

Rf‘___T
x 2 JTLth
T :: i

:hi 11 E

__..-/../ f‘l 4!,| ' ‘IF:P_JJ-

| g e

™ B

e WY
.-""--. . t. l.

__b / = o | I ?’;ﬂ-
| 2 [t
a > A
d , e
/ :|| ! I
ol :IT _:_" 'IJ.

d 4
q'_,_*.-z
i la
4.8-T Abra Vekony | emezben kil st nAgneses L hatésira kialaku

BrvanyAramak
A tavvezeték analagla nyelwén s lemez olyan tavvereléknek felel

meg, =mely mindkét wvegdn fesziltségiorrassal vagy aramforréassal  van
lezarva. A lemez [ele olyan tavvezetéknek is tekinthetd, amelynek
egyik oldala forr#éssal, mésik - a szimmelrisiknak megfeleld - cldals
riavidzarral wvan lezadrva. A ]% ch {yds2] jJelentl a feorrasaramol.

Az adottnak tekinthets mennylstg a lemez & magneses [luxiss vagy

= §/hd kiizepes magneses lndukcis, amelyet n tovabblakban valésnak

i Hk
tekintUnk., A Fluxus kétféle kifelezése
; d/2
" ] gz = 2 4l H. h :H:-?g-
Bk hde= J m Hy[z] hde = p WJ h | ch ¥z o= 9 5
-ds 2 ~ds/ 2
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EbbS1l & Iﬂj allands klfejerhetd:

H o= . 2d B

0" Zush a2y B - (icdetal
Az dramsdrdség J{z) = ¢ Elz) komplex amplitadéja a (63) felhasz-
ndlasaval

g e ) P
Iz = ek Trar B sh (4.2-68)
Az aramsiriség amplitddoja ebbdl y = (1 +jlk felhasznalasaval

[4.2-66)

2
|Jiz)) = £ 4 g /ch 2kz - cos 2kz
¥ H k ch kd - cos kd

Ennek menetét mutatja a 8. dbra, Lathatés, hogy ha kd < 1, akkor a mag-
neses térerdsség vagy Indukcid allg figg z-tél, az dramsirdseg 1inea-
risan valtozlk z flggvényében. Magyobb kd (pl. nagyobb lemezvastapgsag
vagy negychb frekvencial esetén a migneses tér egyre kevésbé lesz
homogén, az dramsiriség helyfiiggése erdsen elbtér a linearistal],

B rzri A
2 |
fio 1o
B, I 1
o
7 fdg2
T hd = {0
0] el 1 e el
%5 95 %
L 4.%=8. &bra, A Bdgneses Indulkc la 4% az Aramsdrigég azpl buodi janak

sloskldsa vékany lereazben

A legfontosabb jellemzé a lemezben fellépd P veszteségl tel jesit-
mény. Ez szamithaté pl. a Poynting vektorral

ok W et e ;
P 5 fRe{EH{T]![y{TJ}ﬂ&h.

Ennek kifejtését az Olvaséra blzzuk, A Lellesitmény szamithaté a

; 2,
plz) = |J(z)|"/2¢ tel Jesitmtnysdrdstég térfogatl Integral jaként is:
; s
T 1
e THk Th %d - 05 B J. lch 2kz - cos 2kz) £ b dz .
=dsE
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A ¥ = £ h d térfogatra vonatkeztatett atlages tel Jesitménysdrdsépgre
rivid szdmolassal a kivetkezrd kifejezést kapjuk:

P . 1.2 2.2. S
Ap Hd W Hk Fiv} , (4. 2-88)

ahal v = k d & normallizalt lemezvastagsag és

3 shv =-glnv e
- e L8anBad

Amig v € 2 , addig 2,5 ¥-nal kisebb hibdval Flv) = 1 vehetS. Ilyenkor

Flv) =

tehat a veszteség a lemezvastagsagtol, a frekvenclatél és a kdzepes
magneses Indukelétd]l egyarant négyzetesen filgg. Mint lattuk 50 Hz
ezetén v < 2 Altaldban teljeslil. Ha viszont v > 4, akker Fiv] = 3/ v as

3
p v 2 / e
2w 2y . aﬁ % 5 (4.2-78)

Ilyenkor a veszteség slrisége kevésbé Tiigg a lemez vastagsagatdl és =

ekkor

frekvenciatél, erdsebben figg viszont a lemez anyagjellemz&ltal,
amelyek az eldzd kdzelitésben nem is Jatszobtak szerepet,

Az alkalmazasck sordn meg  kell még pondolnunk & lemez
ferromigneses  jellegének kivetkezményelt. Ha a mégneses indukeld
legnagyobb értéke akkora, hogy a Lellbés nem hagyhatd flegyvelmen kiwiil,
akkor a kdzeg nem tekinthetd linearlsnok, tehat mar kiindulé egyenle-
teink sem érvényesek (pl. az ldibell valtozds nem lehet szinuszos).
Ennck kévetkeztében a wvalamblyen Atlagos permeabllitédssal szamitobtt
erednényeink legfel jebb tdjékozlats jellegliek, Fellép tovabbd a hisz-
terézlisveszteség, amely a frekvencidval ardnvos és a kézepes indukcio-
tal nagylabsl négyzetesen figg. Az Grvényframveszieség és a hlszberé-
zls veszheség mellett tovabbi veszteségek Isg fallépnek,

Az drvenyaramok kKévetkezbében felléps tel jesitmény nem mindig
veszieség, lehet eldérendd cél is. Ez a helyzet pl. az indukelds
hevitésnél, Az drvényaramokat hasznositja a legtibb fogyasrticmérd
("villanyéra"), amelynél az Grvényaranck tel jesitménye nem kivant cel,
de nem is tekinthebd veszlesépnek. Az emlitett feladatok a bonyolul-
tabb geometria miatt nem kizelithebok slkhul ldmmal, széamitédsuk kKivéte-
les esetekt8l (pl. hengeres test hevitése) eltekintve csak numerikusan
reménytel jes,
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4.3. VEZETETT HULLAMOK
4.3-1. CSOTAPVONALAK
4.9-1.1. Alapegyenletek
Kellfien noagy frekvenclaja (kellden kls hullamhosszasapl) elekbro-
mAigneses hulldmok berjedhetnek egy fémfald csd belsejében. Szemlélete-
sen dgy magyardzhat Juk a Jelenséget, hogy a os8 Falaban oz egyik
iranyban folyo aramot a szigeteldben fellépd eltolasi aAram vezetl
vissza, nincs  szikség a  visszavezebést blztositd  érre. E
csﬁtabvnhalakat régebben ezért neverték érnékill kabeleknek is. A
caditapvonael elénye a koaxiélis kibelhezr képest az, hogy egyszerdbb
szerkezetl, mig 2 kettésvezetékhez képest az, hogy nem sugdros,
mizaltz] jobb a hatdsfok és kisebb a kiirnyezetetet zavard hatas,

Részletesebben csak a2 téglalap kereszlmetszetd, homogén szigste-
lﬁveﬁ kitdltott esStapvonalakban terjedd hullamok tulajdonsigaii fog-
Juk wvizsgalnl, A fémfalrol feltételezzlk, hogy ldesalls wvezetd, mig a
cedtapvonalat kKitoltd kdzeprdl, hogy ldedlls szlgeteld, Csak vazlato-
san foglalkezunk azzal a kérdéssel, hogy miként lebet az elekbtromig-
neses hullamot a esdtapvonalba bejuttabnl é5 oonan kivezetni.

Wz oo permibtivitasd 6s ) permeabllitdsd linedrls, lzotrop ldealls
sxlgobelében szlnuszos ldibell valbtozds eselén fellépd térordsségek-
nek az E(r,t) = Re {E(r) %), 111, a H(r,t) = Re {H(r) '} altal
értelmezett El(r), 111. Hir) komplex amplitdddjara vonatkozo Maxwea]]

egyenletek:
(1.1 rot H=JjweE, (1r1.}y div H=10
(E1.]) ret E=-jwp®, [(IV.) div E=10 . (4,3-1)

A csdtdpvonalak szamitésat a vektorpotencidl bevesetésével fogjuk
targyalni (1. a 4.1-1. szakaszt), noha ennek bevezetése nem okvetlenil

szlikséges. A mignesos indukcid kife jezése ar A wvektorpotenciallal

B=rot A. (4. 3-2]
Helyettesitsilk ezt a (11.) Maxwell egyenlelbe:
rot E= = J wrot A, vapyls rob (E + J wA) =0,
Ebbsl kidvelkezden bevezetheld az E + Jw A = - pgrad ¢ deflnleloval epy

¢ skaliar poltencial, vapyis
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E=-pgrad ¢ - JuwaAh. {d4.3-3)
Ezt az (I.) Maxwell egyenletbe helyettesitve
rnL[~ﬁ=roL A) = %r{grad div A = 8 A) = - J welgrad ¢ + | w A)
Valasszuk A divergenciajara a mar meglsmert Lorentz mértéket
divA=-jwepgrad ¢ . (4.3-4)

Ezzel az A vektorpotenclalra a Helmholtz epyvenlet adddik:

P
QA+t wEpDA=D, l (4.3-5)

Az 1tt szerepld allandd mis alakokban 1= felirhata, mint pelddul
2 a
B W 2 m
wsp—erurc—z_er.ur[ PL] .

A frekvencla helyett gyakran a A = o/f szabadléri hul lamhosszat te-

kint jiik adetbnak, mivel az jobban érzékelhetd nagysiprendd,
Ha az (5) megoldasaként A = Alr) mar ismert, akkor ezzel Hir)
majd ebbdl El{r) kifejezhetbs:

HE%r'ot.{, Em

Tae rot H . {4.3=6)

A g skalér potencidlra nincs is srikségiink.
Az (1) egyenletek szimmetriaja miath egy mésik utat iz valassztho-
tunk, hiszen ar elektromos térerdssdy is divergenclamentes, ezért

kifejezhetd egy  =2(r) glektromos vektorpotencial rotédcleo jaként:
E=rot 2. (£.3-7)

A Lovabbi Bsszelfllgpések £ és ~H feleserélésével adbdnak. Az elektromos

vektorpotencidlra is a Helmholtz egyenlet wvonatkomik:

A Z+ u?c EZ=4, (4.3=-8)

Ha  ennek megolddsaként  Zir) mar  1smert, akkor a térerdssegek
kifejeztse a (6) minta jara

263




E=rot 2, L R (4.3-9)
J w o

A vizsgalt elrendezés az 1. abran lathatd., E szerint a Ler jedés
iranya a z-btengely. Az ldedlls szigeteldanyagol az e é5 p anyagil lan-
dok Jellemzlk. A hatdrolt fémfalat ldedlls vezeldnek tekint juk, ezert
a kielépitendd peremfeltétel Et = 0, vagyls részletesebben felirva:

E =0, E =0, ha x =0 &8 x =a ,
¥

z

I
1

E =0, E =0, ha y =0 &g v = b , (4.3-10]

X z
A migneses vagy az elektromes vektorpotenclalra kdzvetlenill nem vonat-

kozik peremfeltétel.

z
o X,
L -
ﬁﬁ,ﬁrﬂ
g2 b = wa
yv

4.3-1. Abra. Teéglalap kereszimebszebd cadbtipvonal

4.3-1.2. A TH mddusck

Vizsgal juk meg, van-e g2z eldzd poniban kitdzStt feladatnak olyan
megoldasz, amikor a migneses vektorpotencialnak csak egyetlen, éspedlg
z-iranyd rendezdje van., A z-iranyban terjedd holldmot leird vekborpo-
tencial rendezélt a kdvetkezd alakban keressik:

i ~¥Z
= i = 4.3-11)
A, o, Ay n I hzfx.y.z] Flx, vl & i [

ahol Fix,y) ismerellen flggvény, mig vy = « + J 8 8 z-lranyd, ugyancsak
ismeret len terjedés] epylbthatd, o &5 F a z-iranyd csillapitast &5
fazgisepylltthata, Az (5] vektorlalls Helmholtz egyenlet egyetlen, ox A?

rendezdre vonatkozd egyenletre egyseerOssdik:
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E ah &
z = Z 2 -
+_,'.>"'+ 5 +wﬂp.ﬁ.?—0.
ax ay” az” '
A megoldas (11) szerintl feltételezett alakjal behelyettesitwve:

2 Zr ; s i
8 E P fi%;. 2 ¥ . FR Fa it 4 u;u uFe 2 ag,
P ay”

e tényezdvel. Az lsmeretlen F [Uggvényre ugyan-

Egyszerdsitsink az .
ceak a (kétdimenzlos) Helmholtz egyenlet vonatkozllk:

2 2 s

BEZ ! ag c¥Fe0, Padlepsd, (4.3-12)
dx ay
& terjedés] egyiitthatd jellegd k mennyiség egyelére ismeretlen.
A magneses térerisseg, ill. p H kifejezése (6] ertslmében
e ey e,
- = |asa 3 = R £ GF -we
u H=rot A= |d78x a4 3y ﬂ/ﬁfz e:-\: Ay = Ey e ° 5
] 0 Fe 7 |

A mAgneses térerdsség rendezéinek kifeezése ezek szerint

1 OF oz S i Ho=0. (4.3-13)

”x = Ty : “y = ey : 2
A (11) szerintl mipneses wvektorpotencial esebtén a magneses Lérnek
nincs a terjedés iranyaba esd komponense, ezért ez a hullam transzvcrf
galis mapneses vagy roviden TH tipusd, Az elektromos térerdsség, 111.I

Jwe E kKifelezége (6) szerlint

@ o o
¥ ¥ z
JweE=rot H= |88 asay 3/52: =
1 W K g
Hogy TRT |
- 2 FLER
e BT, T E L, L[ ey
[ Y Iy v K e fy
A {12} értelmében a zardjeles kife jozés kzF , BZérL
Erm gt o o
* Jweu dx
. aF  -yz
E: i, LR
¥ Jwep dy 4
4
S k r g FE B
E, " o _ {a4.3-14}




Ezek szerint E, arényos az A_ = F e 72 Lendezdvel. EbbS] kivetkezik,
hopy = (12) Helmholix egyenlet olyan megoldasabt keressilk, amely a
peremen nulla érbdékd,
Keressilk a (12) parcialls differencialegyvenlet megoldasal
Fix,y) = X{x}-Yiy) (a.3-1%)
an. szorzatszeparaclos alakban, ahol X csak az x, mig Y csak y flggvd-
nye. Helyettesitslk ezt a (12)-be:

2 2

d ? ¥ o+ K .Eu; + K XY =0,
dx dy
Osszuk ezt =l X-Y-nal. Alrendezés utéan a kivetkezd egyenletet kapjuk:
LI S U i SR
x de Y dyz

A csak x-tdl flpggd =158 tag &3 a csak y-i0l filged misedlk fag dsszege
csak akkor lehebt egyenld egy allandoval, ha mindkettd maga iz allands.

JﬂﬁUee]mt1mmthnﬁHmmm.¢i,11L %3. ahol

R S z
kY * ﬁy =k =uwep+y (4.3-161]
Az lemereblen Xix) és Yiy) Clgpvényckre vonalkozd kbzisépes differen-

clalepyenletek

2 i -
iigﬂ L ke X=0, —'j—§—+ Ky =0, (4.3-17)
dx” ¥ dy” ¥

A sajatertekek fj ko, 111 % ky A megoldasok tehat sin k x , 11l
sin kyy alakdak, mert a cos tipusd dsszebevd nem nulla az = = 0, ill.

¥ = 0 peremen. Az ismerellen F = XY flggvény kifcjezése ezek szerinl
Fix,¥) = p M sin kxx sin kyy , (4.3-18)

ahol M ismérct]en allandd. Ez a linearitas miatt tetszdleges, &rtéke
pl. =&z Atvikt teljesiimény ismeretében hatarozhatéd meg. A Qo STOrzd &
késtbblekben egyszerisiti H klfe jesésat.

Elztositanunk kell még, hogy E7, 111. a vele ardnyos F Az x = a
65 BZ ¥ = b peremen 1s nulla legven. A =in kxa =0, 111 a sin kyh =
feltétel ki van elégitve, ha
k, =m— , - P o - : 4, 3-15
i 5 m = § : ky Rt 1 1, 2, ... . [(4.3=19)

Az m &5 n mbdusindexek betszélegesok, epgyikiik sem lehet nulla, mert az
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az F = 0 trivizlis megoldast eredményezi (az idealls vezetd [fémfalon

beliill nincs erdtér). Egy rdgzitett m,n indexparhoz tartozd hul lamot

™ mbdusinak neveznek (pl. THII modusd hullam). Helyettesitsik (191-
M1

et a (16)-ba:
bi§ 2 m 2 2
[n,:] * [n —1_;-] I T [I'-'lmn + ﬁmn

EbbS1 kifejezhetd az m.n indexpirheoz tartoed umn csillapitasi egyltt-

=

hate es B fazisegyiltthatd, A A = off szabadiéri  hulldmhossz
m

beverelésével

Jf m 2 [ 2 2& 2
T Bt e [mEf] g l T;] " Er”r[_Tf] - (4.3-20)

Az Geszefiigges értelmezésével a 4.3-1.4. pontban foglalkezunk. Az

azonban mariz lathatd, hogy & terjedési egylUtthatd wvagy wvalds (ha A
vagy m, iil. n viszonylag nmagyl, vagy képzeles (ha A kellfen kicsi,
vagyls ha a frekvencia kellden nagy). ULébbl eselben a z-tengely
iranyaban esillapitatian hullém terjed. Az eldbbl eselben viszont az
elektromagneses tér a z-lengely irdnyaban exponenclallisan eltilnd,
ennck az "allahullamnak" a FAzisepyltthatéja nulla, hulléamhossza nem
érielmezebt.

A TH modusd magneses Lérerdsség komplex amplitods janek rendezdl a
(13) felhaszndlasaval nehézség nélkill fellrhaték

-3z

Hx[x,y,z] =k Hsln kxx cos kyy o ‘
3z
Hy[x,y.c] = —kx M cos kxx sin kyy & ;
Hz[x,y.zl i) (§.3-21)

Hasonléképpen adédnak [14) alapjén az slektromos térerdsseg komplew
ampl itidd jinak rendezdi
k, ¥

b -2
= | He ;in k .
Ex{x.y.ZJ —— M cos kxx sin yy e
koow
; = i_ ~¥E
Ey{x.y,zj S M sin kxx Cos kyy e ;
ki g kf’ . i 4 2
. PR (. — 5 gl : 9, 3=-22
Ezfx.y,4} J M sin k x sin kyy o . i

It nem jJeldltUk, hogy ke k, s ¥ = a+ JBazmeésn méelus | ndexek

dltal meghatérozott. LAthatjuk, hogy nem csak E_ = 0 a peremen, hanem
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Ex=ﬂazy'=lﬂlé5}f=bper‘cmcn, ¢s|—:y=nazx=uésx=apcremn.
vagyls a (18) szerintl Bsszes peremfeltétel ki wvan elégilve. Ha ez nem

tel jeslilne, akkor a feladatnek nem lenne (11} alakd mego ldasa,

4.3-1.4. A TE médusck

A transzverzialls elekiromos vagy rividen a TE médusd hul lamokat nyll-
van tgy kapjuk, hogy olyan megoldast kereslnk, amelyre az elekiromes
vektorpotencidlnak csak z-iranyd rendezdje van:

—yz
= . 2 V¥ Fix,¥] & ; {4,3-23)
Ex =0, EF 0 z[x v, 2} = Fix, ¥

Az (1) szerinti kiindulé egvenletek szimmetrikus jellege kivetkeztében
az eldz§ pont eredményelt E é&s H, ill £ &3 -p felegerélésével
atvehet jilk ket midositéssal. 4z egylk az, hogy mivel a peremfeltételek

mosk iz E-re [&s nem H-ra) vonatkoznak, ezért
Flw,¥) = M cos kxx o5 kyy (4.3-24)

a peremfeltételeknek is eleget tewd flgevény. A masik, ebbdl kivetkezi
médositas az, hogy az m és n modusindexek egylke nulla ls lehet. Ez
azt Jelentl, hogy m = O esetén kx = (1, tehit az erdtér az x-tengely
tranyaban nem valtozlk, mig n = 0 esetén ky = (3, tLehat az erdtér az
y-tengely lranyaban nem valtozlk.

Ezekel flpyelembe wéve az elekbromos térerdsség komplex amplita-
dé Janak rendezdire (9] alapjan kapjuk, hogy

S g -rZ
Ex(x.y.z] Ky M cos kxx =ln kyy @ ;

- -
Ey(x,y.z} kx M sin hxx cos kyy @ P

Ez{x,y,zl 0. [4.3-25)

Lathat juk, hogy a (10) szerinti E =0, E =0, hay=0¢ésy = b oes
Ey =0, E, =0 ,hax=0egs x=a perenfeltételek ki vannak clégitve.

A magneses térerdsseg rendezé!l rot E= - | £ ¢ H alapjén
H [x,y,2) = J-;?;— M sin ko cos ky Pt Sl
Kk ¥ )
Hy[x,y,z] = J-aiﬁ_ M cos kx sin kyy &
h& + kz
H(x,y,2) = —“F”—"’ M cos k x cos ky L (4.3-26)

268

Most 1s kx = masa ky = nnsh , mig T + 1 Hmn kifejezésat a (20)
adja. Ha speclalisan m = 0 | akkor E? = 0 &5 Hx =0, ha pedign = 0 |
akkor EK = 0 és HF =0, Az m=n=0 eset a trividlis megoldist Je-
lenti.

4.3-1.4. A tel jesitoednydraml ds

Az elézd két pont eredményelbdl kévetkezik, hogy mind a TH mddusa,

mind a TE médusd hul lamoknil az Ex &5 A Hy v d L. B2 E? &5 3 Hx rende—
z6t ugvanolyan tipust figgvény irja le a hely flggvényében, Iddben
T = esetén negyedperiéddusnyl (fazisban a0’} eltéres van kizst tiik,
mig W J ﬁmn esetén fazisban vannak. Az lc kiinnyen belathats, hogy

mindket hullamtipusra
ER= ExHx + EFHY + EZHz =0, (4,3-27)
ami azt Jelenti, hogy E és H mindeniitt és nindlg merdleges egymasra.
A& teljesitményaramléas vizsgalatahoz hatarozzuk meg az
1 L]
5= EFE x H [4.3-28)
komplex Foyntling vektor kife|ezését. A TH modust hul lamokra

] = ] =8 E I+
® ¥ z ® T ¥
ExH = | E E E |=+e E H +
L z ¥ ke
HI H' D F‘ H‘ -
& y + ﬂz['x o - E Hx]

Hasonld médon kapjuk a TE médusd hul lamokra
- - - - -
ExH =e E H -e E H +e [E H =-E HJ¥.
o ¥ = ¥ z = = 4 ¥ :r" b4

A Poynting vektor rendezfinek kifejezése =z eldzd két pontban kapott

eredmenyer felhasznalisaval -
TH médus: ' (4.3-23]
ki WK 2 2
S (x.y,2) = § _E_E_EE__kk M sin k % cos k x sin kyy P Al
= ki * "i - A 2
(%, v, z) = § o & * ml & . gl
v VM Z) J T ky sin kxx sin kyy cog kyy & .
5 : =¥ S - i 8 2 2 2 =14
z(“~?.£] = | 3;7;—E-Hp[kx cos”k x sin kyy . ky sin"k x cos kyy]e .

2%




TE médus: (4.3-30]
2 2
kl+k
s L . - s -2&Z
S!‘:[x_:,r,z] = j—?: — kx Mz sin kxx Cos kk:.q cos kyy & i
2 2
kW + k F
. b ¥ HA 2 ; i 20z
z] = =) —m——k g k x 8ln k s k yoe ;
Eytx.y.ﬂl J CRTET ¢ cosk x sln yy Cos yy
¥ 1 - L z _2
gz[x_ylz] = J'EEE_E_HA{Ri sinﬁkxx cosekyy +* ki cﬂszkxx sin kyy}e e,

A Poynting wvektor klfejezésébdl a  kévetkezdk olvashaték ki
figyelembe véve a ¥ = a + j f terjedés] egyltthatd {20) szerinti kife-

Jezeset 1s,
Amely modusra ¥ o= & valés, az hatases teljesitményt nem

szallit, mert S minden rendezéje képzetes, = meddd teljesitmény
exponenciallisan csikken a haladas iranyaban.

Anely médusra y = J ﬂmn (tehat B 0), az = terjedés iranyaban
hatases telJesitményt szallit, mert Sz valéds (&8s a keresztmetszel
minden pont jaban ugyanolyan eldjeld), arra merdlegesen hatasos telje-
sitményaramlas nincs [Sx it Sy képzetes), Mind a hatdses, mind a meddd
tel jesitmény z-t8l figgetlen, A esillapitatlan hullam altal o z-ten-
pely iranyaban szallitolt P hatésos Lel Jesitinény Sz—uck B kereszimet=
grebre vett Intepral jaként (fejben 1s) szamithabd;

(4.3-31)

Ha csak egyetlen csillapitablan médus terjed, akkor a teljesitmeny

izmeretbében az M allandd kifejezhaetd.

4.3-1.5. A csillapitallan médusck
Hohe az elitnd méduseknak is wvan blzenyos gyskorlati jelentdsegik, a
tovabbiakban osek sz energiasziallitasra  alkalmas csillapitatlan
madusokkal foglalkozunk.

A csillapitatlan hulléamok terjedésénck feltétele LI 0, ami a

(22] értelmében akkor tel jeshl, ha

[mg] : [ 1] ¢ ,[i; ]2 . 12 l";]? :

ahal a Liplkus M. o= 1 eselén N oa Lirdsmutabd a vizsgalt frekvenclan

2 2

(4.3=32)
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Az m,n médusszamokhoz tartozs, csillapitas nélkill még éppen Atviheis
hul tam szabadbérl hullamhossza, az Un, hatéarhul lamhossz (Nz =€m i
-

e Oyl 2, ] (4.3-233)

2 H
X ] e ——
h, mn —_ e A
PR R RO B
n b

ahol TH médusra m &5 n egyike sem lehet nulla, TE médusra egylkilk
nulla is lehet., Csillapitatlanul terjedhetnek azok a mddusaok, ame | yek
A szabadtérl hullamhossza kisebb a hatarhulléamhossznal, wvagyls frek-

venciala nagyobb az fh,mn = cjhh,mn hatérfrekvencianal (mas néven:
vagisl frekvencidnal)
RN g, DEERR (4.3-34)

A hatarhullamhosse a (33)-b&l lathatéan annal nagyobb, mindl nagyobbek
a kereszliranyd a es b méretek, minél nagyobb a szigeteldanyag Er re-
lativ permittivitésa (és [ relativ permeabllitdsa, azonban tébbnyirs
(P 1}, tovabbi minél kisebbek az m ¢ n médusindexek,

A csillapitatlan hulldm ﬂmn fazisepyltthatdja kife jezhets (200-
bdl. Ebbél addcdlk o osdben mért 'h'mn = Zﬂ/ﬂmn hul lamhossz kdvetkezd ki-

fejertsn:
A
P (4.3-35]
me fr__._. z =—
N = Eh/hhlmnj
Ha e = =1 i i o = 5.
i i , akkor )";I_m A A hullam farzissehessége vmn f hm.n
v = . i
BEY vmn hmn sk, vagyis
v o= : i, (4.3-38)
mr =
N1 - (A )
h, mn

A Tazlssebssstg mindig nagyobb a kBzegben ter jedd fény sebességéndl,
levegd esetén v e Ez nines ellentmondésban a relativitas-
elmélettel, mert a fazissebesség [(a véptelen szimuszhullam azonos
fazist pentjainek sebessége) Altalaban nem bir flzikal tartalommal.
Némi szamolassal belathatd, hogy a csoportsebesség kifejezdse

dp -1 ]
=i ¢ A
Ye.mn " ['JE.T""] W /' B ['33_ ]

b, mny

(4,3=37)

A Ris sdvszélességn, A kilzepes szabadierl hullamhosszusaga Jel kizeli-
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tdleg vg sebességge]l terjed. A& (37)-b&1 lathats, hogy vg == <o . Meg-

Jegyezzilk, hogy anrvg,mn = c/N, aml fénysebesség a kizegben.

Ha A » A , akkor A S LT3R
T, mn Mo mn g.mn

mindegyike képzetes. Ebbal
is kivetkezik, hogy a2z ekkor kialakulé eltind médusok nem esillapitot-
tan terjedd hullamok.

Az energlastvitel szempontjabél = legfontosabbak a legkisebb
Indexd médusek. A legnagyobb hullémhosszdségi (legkisebb frekvencidja)
eslllapitatlan hullam a TE 5 médussal vihets at. (A TE;; médus ebbdl
indexcserével adddik, ezzel a tovabbiakban nem foglalkozunk. ) Ennek

natarhul lamhossza (33) értelmében

i [

TE;=: ih.lﬂ =2 Ha=3 | } (4.3-38)

Ez - ¢5 valamennyi TEmn midus hatérhullimhossza - figgetlen az x—ira-
nyd a mérettél. A kivetkezd leghosszabb hatarhul lamhessza vagyY a TEQQ

vagy a TEII ill. TH]I mbdusnak van:

ol
TE T Nl - P (4.3-33)

TE;, » TH), ¢ 1h.11 = -———-__————;; Ay [4.3=-40)
¥ 1+ (a/B)

Tetszdleges m.n médusindexekre a hatarhullamhossz kife joezése

1
= - I (4.3-41)
m2 + nz[a/b]2

hh.mn

Hindebbdl az kivetkezik, hogy = csdtapvonalon olyan hullamok
ter jedhetnek csillapitatlanul, amelyek szabadtéri hullambhossza a osd
keresztmetszotl méreteinelk nagysagrend jébe esik, Ez A = 10 com k8rdli
hullamhosszat, vagyls £ = 3-10° Hz = 3 GHz ksrdli frekvencidt jelent.
Ennel lényegesen “hesszabb™, 111, "lomhabb" hullamok csillapitetlan
atviteldére a ceftapvonal nem alkalmas.

A 2. dbran lathat juk a hatarhul lamhosszakat h!ka gz bsa fliggve-
nyeben, A hatargirbetsl balres ess pontoknak megfeleld médusaok ter=
Jedhetnek csillapitatlanul. Ha rl. b/a = 0,8 , akkor a frekveneci-
atél, ill. a A szabadtéri hullémhosszhél flggden = kivetkezd médusok

terjedhetnek csillapitatlanul
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Ly TE T TEp
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} - = - } + » Ei_
0 02 54 06 0¢ 47 e
¢ I [}
4.3-2. A cedtapvonalon oslllapltatlanul Atvlhetd sedusok
ASA, < 1,000
TEIO g [H
ASh < 0,800
T5l4 0
- "'t'
Bt T 3 Ak < 0,625
o x: £ | G
T_Ei s IHEE : A &U < 0,530

Tovabb csékkentve a hul l&mhosszat [ndvelve a frekvencigt]l a TEEU’ ma jd

a_TE52 to TH1E [az #bran nincs Teltintetvel, majd = TEDZ és igy tovabb
modusok terjedhetnek csillapitatlanul.

A méreteket rendszerint Ggy valasztjak meg, hogy az adott frek-
vencign & kivant tel jesitmény Atvihstd legyven agy, hogy az elekiromos

térerdsség maximuma ne legyen nagyobb egy megengedeti értéknél, és
Az utdbbi fTelbtétel

[beosatolas,

csak egyetlen médus berjedhessen csillapitatianul
art bizte=itja, hogy a kilénbizéd inhomogenitasoktol
kiczatoldas, egyenetlenség a kizeghen vagy = méretben) Lavel csak ez &

médus terjedjen, mert a fellépd parazitz médusok nullava valtak.
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A negyszigleles kereszimetszetn csdtipvonalra a hullémimpedanciat
a kivetkxezf modon szokds értelmezonl TH és TE médusokra egyvarant :
]._' n
T T E& sz
g gL ; (4.3-42)

0 H I
¥ ®

A 20 flhggetlen az x,y és 2 koordinataktol. Konkrét kifelezése mas nz
egyes modusokra. A (21) és (22), 111, a (25) és (26) ssszeflggésckbél
kvetkezlk, hogy

[
iU Ny
ZyMTM ) = = Zy(TE ) = 7 : (4.3-43)

mn
Felhasznalva a ﬂmn = anﬁm dgszefilggést és a (35)-5t, azt kapjuk
elem! atalakitésok utén, hogy

JES T

h, moy

Felfia T T

n A

= /1 & [l—] . (4, 3=44)
b, mry

A 'l‘fp_.l./i.' mennylsép a csfitApvonnlat kKILBILS kiizepnek o sikhul lAmhoz

ED I:THmn]'

ED ( TEan

kapesolddd hullamellendlldasa, A A < & seabadbér] hul lamhosszakon

I, mn
(ecslllapitatlan médus) a ZG' bullamimpedancia valas, a A > J.h hul -
, I
lamhosszakon {elling médus) a hullamimpedancin képzetes.,
Erdekességként megemlit jik, hogy o EE + nz = | egységsugari kir

alsd negyede irja le a kivebkezd mennyiségek kaposolatat:

s A fh.mn
A ) o
. M7
foas ) W 20TH ) £
o 181 mn w0} ‘0 L
o i ) E, mn i a
1)) AO) u‘m_n ' LTI ) : TZD{TEM)

ahol B(O) = mv'{‘:, AlO) = Erz/r.u\v"';:, wil) = vg[uj = 1/¥ep , 2!3 = vesu a

kizeg 65 a8 frekvencia dltal meghatérozott Jellemzdlk, amelyeknek
sikhul lam esetén vap cgyszertd fizikal Jelentésik: fazisepylibthabd,
hul lamhossz, fazls- és csoportsebesség, 111, hul lAmlmpedancia,
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4.3-1.8B. Az erfvonalkép

A cedtapvonalban kialakuld epdtér abrazoldsa nehéz feladat, mert noha
a TH modusok eselén s H-vonalak, & TE médusok esetén az E-vonalak =z
kereszimetszet sikjaban vannak,a maslk vektornak van z-lranyl dssyete-
viije ls. Cslllapitatlan moduscok esetén z-liranyban minden mennylstg
eloszlasa egy régzitetl ldépontban szinuszos, az ldd  Flgpvényében
haladd hullam. A térerdsségek x é5 ¥y rendezdl Taxisban vagy ellenfa-
zisban vannak, a ¥ rendezd ezekhez képest negyed periéddussal siet vagy
késik, Mindez a (21),(22) &5 a (25),(26) Gsszeflggésekbsl kivetkezik,
amelyekben most jy = -B valds érték.

A tovibbiakban =z erdtérnek a  kereszimetszetben  kimlakuld
eloszlasdnak vizsgilatara szoritkozunk. Az dbrdrolast megkBnnyiti,
hogy osak harcem modussal kell feoglalkoznunk (TEID, TEII it THIIJ’ 2
EEbbi erxekbd]l mdr egyvszerlien adéodik.

Az erdvonalak vazlatos meprajrelézinal a kivetkezdket vegyiik
flgyelembs, A H-vonalak zéartak, Az E-vonalek vapy zéartak, vagy a falon
erednek és végeidnek a falra merdlegesen. Az E- é3 a H-venalak minde-
niitt merdlegesek epymdsra, irdnyuk olyan, hogy a Poynbing vektor 5“
rondezd jo mindenlibt pozltiv. A mar hivatkozolt megoldisokbél lathatd,

hogy mindkédt modusf jtara

[
|
I

g

E =0, H =0, hax=0, L
* m

[}
=
e =z|e

E =0, H =0, hay %% . 2 pod =, ... D

Ezek jelentik a csomosikekat, amelyek mentén az erdStér olyan, mint ha
oLl fémfal lenne. A csomdsikok mentén - a rd merdleges ket csomosik
kBzdtt - minden térerdsség-rendezd eloszlasat egy fél szinusrhulliam
vagy egy &l koszinuszhul lam irja le.

Mindezek alapjan a 3. abran felvdroltuk & harom alapvetd mbdus
erdvonalképét a kereszimelszet sikjaban, Az E-vonalakat folylonos, a
H-vonalakat szagealoti wvonald girbék dbrazel Jak. A TE-médusoknal a
megszakads H-vonalak kilépnek a kereszimetszet silkjabsl. majd .-'-.mn/.?
tavolsagon belill visszalépnek és forditott Iranyitassal zarddnak,
Hasonld a helyzel a THM méduspal az E-vonalakkal, esak azok a falon Us
végzodhetnek, Az erdvonalak sOrdsége érzékeltetl a btérerdssép rendezd-

inek szinuszos eloszlasal.
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I -
| I =
> Fj . >
A
p— e - | e =
— - by
-
| o -
rEfD TEH
4,3-3. abra. A cettapronal haran alapveld rdusanak keresztoebezet)
erdvonal kepe

4 nagyobb indexd médusek erdvonalképe a harom glapveld erd-
vonalkepos] épitdkocka-szerden felépithetd., A 4. abrén az m = 2 eset
vazlatal lathaték, Ezeknek az x tengely lranydban |1 balsf cgomosikjuk
{#sszesen m + 1 = 3 csomésikjuk] van. Javasol juk az Olvesonak = TEEE

ée @ TH.. médus erdvonalképének felvazolasat,

22

_i:;“idﬁ';l’fj:’{
ﬁ-:w.f'ﬂ-ﬁj?‘:_,

Baye

TEsn T ?qﬁdia

4,9-4, Abra. A csakapyonal harom Lovalll werdusanak erdvonal keps

Az erévonalkép alapjan ar elektromdgneses tér kialakuldsa szemle-
letesen kivethetd: a migneses erévonalakal kirilveszik az indukalas
révén kialakulé elekiromos tér (zart vagy a falon wégzddd) erdvonalal,
Az eltolds! Aramsirdséget is jelentd elektromos tér erdvonalalt kiril-
veszlk a midgneses tér zart erSvonalal. A TE modusoknal a EH-vonalak, &
TH modusckndl az E-vonalak a keresztemetszebbdl kilépve, majd epy masik
kereszimelszetben visszatérve zarddpak,

Az erfvonalkép segit annak ez elképrelésében is, hogy mikénl
lahet n cedtapvonmlban valaml lyen modust lélrehoznl vagy egy médusban

Lo jedd hullam hatdsat kicsatolni. Példaul o TE mddust egy, DI

1
elektromes térerdsséggel (az y tengellyel) parhuzamos, szinuszos idd-
filggvényd vezetékkel ["boltal') howsik létre. A kézenfekwinek tidnd
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cikelektrédas gerjesztés a gyakerlatban nem haszndlatos. A TH,, modust
a z-iranyban benyilé rod és a fal kézé kaposell fesziillatgpel szokas
létrehozni. Megfelelfen elhelyezett drammal At jart hurkekkal az
alkalmas magneses teret lehet létpehozni, 111, annak Indukdldé hatasat
lehet felhasznalnl, A be- &5 kicsatolas médszereivel azonben nem
foglakozunk részletesebben,

A hatarolé fémfal és a szlgeteltanyag nem  ldedalls vella a
kialakuléd eréteret alig befolyhselja. A fellépl veszleségek elsd
kizelitésben 0gy szamithaték, hogy az (ismert veszleségl teényezd jd)
szigetelfanyagban az elektromos térerfsséget, az [ismert kenduktivita-
gu) wezets feliletén a migneses Lérerdsséget az idedlis esetben
felléptvel megegyezének tekintjik. A veszteség tovabbl szamitasat

azonban nem részletezzilk.

4.3-1.7. Uregrezendtorck

Egy mindkét wégén fémlenezekke! lezdrt csétiapvonalban ugyvanigy alld-
hullamek alakulhatnak ki, mint & mindkét wépén révidrezart idealls
tavvezetéken (3.2-7.4., pont). Az iregben oclyan hul ldmok alakulhalnak
ki, amelyek &1 hullamhosszanak egész szami Lébbszdrdse egyenld az
Ureg h hosszaval. Az m,n modusindexckhez tartozd hul lamhesszal ki fe je
ve € = = | eselén a (35) értelmében a kialakuléd rezgés A

(v r mrg
szabadtérl hullamheosszara felirhaté a kivetkezd dsszeflgpés:

A A
mop o _ mrig

i A S s

= P T T
v"1 - =
mnp H I
Helyettesitellk ebbe a hatéarhullamhossz (33) szerinti kifejezéset,
akkor rendezés utan megkapjuk a felléps TErn

lam lehstsépes hmnp ﬁZ?hEQFEP! Egglﬁmhossg@pgg kife jeséset:

Vagy !Hmn modusd allahul-

2

T z E;
[ T:.'] + [h] {4,3-45)

ahal m, n és p egyike nulla 1s lehet. A TE

101 mddust rezgés szabadbéri
L]

hul 1amhossza
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e p— T (4.3-46)

e [1_—1_ |
az T

hZ:lE‘;‘J;HZr"“ i

Fbbdl kévetkezik, hogy az Uregrezonator cent iméteres hul lamhosszasagd, " r——~
fy= i ';“1‘-*:"1
vagyls glgahertz frekvenciali rezgések  rezglkiireként hasznalhnt, /
Ilyen frekvenclajo "ngyoma:n.;.fos" rezgikirok  kezelhetetlenll kis ="
z
meratiek lennének &5 nagy sughrzasl veszleséglk lenne,
Ny=n,

Az Gregrezomdtor veszteségenck szamitasa, a be- &5 kicsatolds

niz{g ra‘k""“”

megvalaszidsa hasonlé modon wégezhetd el, mint azt az elézd ponthban

vhzoltuk.
Az egyvik lezars fal h&l}'ZEtéﬂ&k valtoztatsaval az i.]r‘&grezuné.t.nr :;f-bl;. “Ll‘.::ra;ckt Szlgetelas réteg hul amveratdban kialakuld elekbromagneges
oy ara
sa jatfrekvencidja kénnyen és pontosan szabalyozhatd, Technikallag ez Az 5. abra szerintl elrendezésben a mag e irdnyban 2d
. gy x-ir an E -
kirkereszimelezetd lreg esetén valosithats mes egyszerden csavarral Aeid e
sagdl réteg, emelynek y-irdnyd méretét wvégtelen nagynak tekint jik
moxgathatd dugattyoval . A kirkeresztmelszetd Uregrezonator ardterénsk Olyan megoldast keresiink amely z-iranyb 111 I
v =iranyban cs apitatlan h
cramitasa és sajitfrekvenclainak kifejezédse azonban nagyohb mateme- nullam f fazisegyitthatéval, az wx-lirényban a maghan i1 tﬂladé
E v ghs csillapitatlan
Likal apparditust igényel, ezért ennek targyalasat ls melldzzik. alléhullam (valds fazlsegyiilthats), mig a heéjban x-irényba ) 1tufr
rle : *~iranyban e né
Jellegd (képzetes Tazisegyiibthats),
4.3-2, SZIGETELO RETEG HULLAMVEZETO llyen erdtér kialakuldsinek egy feltétele az, hopy a mag mindkét
4.9-2.1. A feladatl wegfogalmazdsa hatarfelilletén (x = kd) tel jes visszaverfdés kbvetkezzék be, amlhesz
Vigsgal Juk meg, hogy mblyen feltéetelek mellett terjedhel e i, = M. Ty B d o
gal) I S ¥ © J 2Y My o n, < n, szilkséges (4.2-3.5. pont ). A feltételezett hullamforma kiala-
£, = €€ Com anyaglellemzd jd ldealis szlgeteld {dielektronos) kulasdhoz ehher thlmenden az s szlikséges, hogy kébt Lol Jes vissza-
hengerben vagy hasibban, Az 4. magban adett frekvencla)d elektromag- verGdés utan a  hul lamot . " )
ban 5 n leird i) & - 7 ey hear
neses hullam gy, hogy a p, = K BT ELE = & I‘L2 anyagjellemzd,jd szhmi  tdbbsziris L CRENC U e
v o n o+ Ea ofom o'z i zirdse legyen. Ebbd]l mar sejthetd, hogy osak birzonyos
idealis szigetels kérnyezebébe, az dn. héjba nem lép ki hatdsos tel Je- beesési szégld hul lamok terjedhetnek a leirt modo h
Th.
sitmény, az utébbi kiwegben az elekiromignsses Ler 2 ter jedésre matd- Hem foglalkozunk azzal a kérdéssel, hogy miként lehet I
. s 2 ehet a meglfeld
leges iranyban eltiing, A gyakorlatl alkalmazés sordn az ivegszal magol hullamot létrehozni (becsatolds), 111. miként lehet a terjedd hullamot
; _ 2Ll terje ullamot
borité héjat védéréteg (azt pedig levegd) veszi kirll. A héj azonban -2 szigeteld hullamvezetdbdl klcsatolni
kis hibaval végtelen vastagedgtinak tekinthetd. Egyes kiviteleknel = ' A kfvetkezd pontokban tiébbszér fogunk hivatkezni a 4.2-3.4, &2 5
.2-3.4, &3 5,
tirésmutaté valtozdsa nem ugrasszerd, hanem folytonos (a kizépvonalban nt
1 b :
_ pontban térgyaltakra. Az ott szerepld N = vV e p anyagjellemzé helyére
N, @ szélénél n,). A tovabbiakban azonban ezzel az esettel nem = v’l’_ e ARl
(a1 azF I = . N
1 £, térésmutatst irjuk, hiszen kikbtésiink értelmében

foplalkozunk, e¢sak Az ugrdsszerden valtozd tirésmutatsd  esetét e
. o
8ylk kiizeg sem ferromigneses. A szigeteld hullamvezetdket a (lathats)

tarpgyal juk, &
ny Larto : .

A wvarolt feladab matematikal Larpyalasi nagyon bonyalull., & manyéban hasznal Jak, a forrds egy lézer vagy egy LED.

lényeges  Jelenségek Jelentds része azonban meglemerhetd az S, Abran

vazoll egyszerdbb (habar abszirakbtabb) modell alapjan is.
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4,3.2,2. Alapegyenletek
Tekintsink elészér TE tipusd hullémokal, amelyeknél az elektromos tér-

srassstonek csak y-iranyl Komponpense Van. A magban, 111, a héjban as

eleklpomos bérerdsség komplex amplitdddja (4.2-2,4, pont)

+ - Jk x - *Jk % -JBz
p o = e 9 8 } . |)C| -
1.}_[.-:.:} “'ly 2 i+ Lly [
oty e, e dhglRli i x| >d . (4,3-47)
P 2y
ahol kl valés, kz = —Juz képzetes [—sz = oKy, ahol £y azr eltinési

cgviilthateé a magban]. A hatarfeliileteken a beesti &5 B visszaverl

tererdsség kapocsolata

= jkd +  —jed
w=d Ely v = Top Ely & 1,
+ Gkd _ 2=k =k
w = =d Ely el = Pop Ely e K §
-j2k d = _
A masodik bSsszeliggésbdl hly = Mg E1y [ 1 . Ert az elsd fssze

fliggtshe helyettesitve, felhasznalva Trp (4.2-95) szerint] kifejezésél
és hogy 1y = My kapjuk hogy

2 2
- ¢ k., - k
Jakd 2 _[.]_‘_’jllj..... “fﬁ“f’} IRy o B (4,48
B B TTE Uk, 7m0+ (/i) R, K,

A bennlinket érdekld esetben [4.2-30) értelmében

T o R ) .
RI = f{nf kg = Bz z k., = -j Ky K, =¥ B = o, kﬂ , [4%.3-49]

2 2
ahol k, ¥ 20/ = wie . A (48) jobb oldalan szerepld komplex (1] szam
abgzolol értéke | , sedge egyenld a szamlalé szogénsk négyszeresével

Ebpsl kévelkezden

(TN S N | T HyKo
c.i‘Ikld:[%] \ .|'|,k_1d=43_r'{: thlk +2mm .
MoKy T J Ky 21

Mivel & H? iy “0 esetre szoribkoztunk, ezért végeredményben
N T
e B- ., l(O
TE H -/;‘J' - {3(? d = 54 = arc L —
m 1 70 2 gf-?“ 5 5
(o PR Ao -
1 0
m=0, 2, (4,3

adedlk a @ = fsm fazlsegylitbhald meghatiarozasara,
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A TH tipust hulldmokra (H-nak csak y-1ranyi Komponense van) wvonat

kozd Ssszeflggések ar e]dzdkbal plfpa -+ g FE, = nafng helyetitesitécse

1
adodnak
? J ? E
- T 2 bid iy 2 n
T n, ke = d=m= = ars Lg — :
m 170 2 =
0 v/ o
"3
me=0Q, I, 2 ... (4.3-51)
Az (50), 111, az (51) a diszperzios egyenlet, amcly a TED - TEI
111. a TH. , TH! v oe.. mhdusa bullédmekra Implicit alakban

0
megadja a B = Blw] figgvényt. Az w ismeretében § meghatérozhaté, majd

(49) alap- Jjan kl és Ky is szamithatd,
Szemléletesebb lehet a kbvetkezd maslk utat kiivetni. A (S0)-nez

visszaterve, az felirhats a kivetkezd alakban is:

T
TEm £ kld = m% = arc tg lkE—
Ha%
Fejezzilk ki ebbdl wapy ar (51)1-kil a Ko 111. a n?d mennylstémat
i "
TE_ K, d = l-c]d tg[kld - m?] pom= 01,02, ., (4,3-52)
My v 2
Tl oo [ | e gk w B ¢ oo T
i e oyl 1 - O By ogrer B INNGSH

Ez egy-egy girbesereg a {kld]. [k?dl Sikon, amely a 6. Abran lathaté.
A [43)-b8]l népyzetre emcldssel &s Gsszeadissal meg epy kitést kapunk

ktd =43 x?d kapesalatdra:

(k,dla + [sz}z = (n° - nZ) [kdds (4.3-547

1 27 T0 ;
anl egy adott sugard kér egyenlele. & kir sugardnak clterjedl jele ¥V .
4 EOr &3 a girbesersg metszéspont jai adak k,d és wod erisket. A k£
K, lsmeretében o 2 irényd fazisepyitthatd ketféle mbdon is skamithatés
e o 2
= n k 5 I.-c vamY \«"rr 2 2 S i S
A két fazisegyiitthats ismeretében kifejezhetd az a

ﬂl = Baro bg

xl'm

{4.3=56)
i ; !
esésl s2ig, amely mellett = viesgalt middus létrején: = iranyban

haladé hullam @ faxis cpylitthatéval, = iranyban &l18hullam ky fazis
epylitthatoval a magban és K, ellinés] egylilthatéval a bé jban.

A B, dbra ax {nzfn]]- = 52/31 = 01 f”g = 0,049 n]? SR
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vonatkozik, Ebb&l lAthatd, hogy = TF‘,U é5 a THM. medus barmilyen Trek-

4]
venclan ecsillapitatlanul terjedhet & magban, wvapyls czeknek nincs

hatarhul lamhossza, Minél nagyobb k.d értéke imindl nagyobb a frekvens
midus  ter Jedhet

vapy mingl wvastagabb a rétegl, annal  Libb
= 0,89 és n1kﬂd = 4, akkor csak cpy-

cla
2

ceillapitatlanul. Ha pl. [n?fnll

egy ¢sillapitatlan médus terled, amelyre az dbra alapjan k,d = 0,83 ,

111. 0,87 s kd = 9,895 , 1l11. 0,92, Az (S5) alapjan g = 3,81/d , L1l

3,90/d adédik. EbbSl 0, = 77,8°, 1l1. 77,5 az a becsési szég (a ten-

gellyel majdnem pérhuzases), amelyre = berjedés blztositott. A

veszteségek miatt a valésagos hulldm mindig esillapitetl.

,P;.Zi‘] | gy et

1]
" i 1
. - g
g + 5t 2 L 4 ki
i <
4.3-8. Abra. Szigeteld réteq bl lamwezeld Jellemed Inek grad lkus
magqhatarozaga

4.3-2.3. Az egymddusd ter jedés feltétele
A szlgeteld tapwonal mépeteit, 111, a frekvenciat gyakran coélszerd
5 a TH“ médus  ter Jedhessen

gy megvalaszliani, hogy csak n TEO
szerintl kir

csillapitatlanul, Ennck az a feltétele, hogy az [54)
sugara m'2 -nél kisebb legyen. Ebbtil
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_ T
(kyd) S e A (4.3-586)

07 "max ff;ﬁ—j—gz-
1 2

BETomen ~ ;
Ha “‘2/“1} = 0,9, akker n,fkud}m“ = 4,87 .

Altalénosnbban: az *"::: > nﬁ kod = m 12 feltételbs) ko = 21 fre

felhaszndlasaval az m-edlk médus hatarfeekvenciafa (vagdsl Frekven-

ciaja) amely alatt a médus nem csillapitatlan

rh,m = = pomeRil, E L. (4, 2-58)
4 cd n2 ~Re
y TR

Fzen a frekvencian kld = w2 és Ky = T, igy B = kl = nzkﬁ LA K, = 0
azt jelenti. hogy ekkor a hijban a térerdsségek x tengely iranydban
nem valtoznak (elméletileg nem “Ldnnsk e17).

Rogzitett méretek eés anyagjellemzdk cselén a frekvencia, 111, a
vele ardnyos k, ndvelésavel az m = 0 indexd médus utan sorra megjelen-
hetnek az m = 1, 2, ... indexd médusck. & 6. dbra alaplan ez agy ér-
telmezhetd, hogy a kiirdk sugara cgyre nagyobb, tehadt a kar SR

LEbb ghrbél metsz.

4.3-2.4. Az erftér eloszléon o magban
Ha a TEn modusra a cslllapitatlan terjedés feltételel ki vonnok

elégitve, akkor (48) ¢s (49) értelmében r_ = e°¥ | ano) ¢ a Ky o+ xy

TE

komplex szam szige. Ervel a jeldléssel Ek]d = 29 + mn , Ebb&l kivetke-

Zden

AT L —JEk d 4 —jmm _+ M
=r.. e L, = & * =i - By

ly TE * Ly Ely (-1) Lly'

E
Az eleklromos  térerdssép closzlasa o magban ezek szerint
Ey[x.z] = E;y{e_"lkiLK + (=" e_Jk!x ) i 1

Az eloszlas w-ben paros, ha m paros és x-ben paratlan, ha m paratlan:

. 5l -Jjfz
B Elaiz) = B cos kox et o Il <d, m=0, 2 4
(4.3-59)
P Ec: > G A [i7:4
IE, hyfx.zj = Ey sin k;x e J lxl < d, m=., 3, 5,
ahol A = Hrn az (50) megoldasa, majd Rl = k] a [49)-bS)1 szamithabd,
m

Analég a TM modusra Hytx,z! kKifejozdse. A kipenyben a torerdsséegek
Exponencialisan csdkkenneck. Keét TE médusra Ey valtozast rédpgzitett =z
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mellett (pl. z = O esetére) szemléltetl a 7. 4bra. B S iy e dess epyaeaiyl, & IAsedtl exeks

ben csak & 0 < % < d tartoményt kell tekintenink (az % = 0 siken van a

= My &5 cnf.t:

fémbevonat ), csak a paratlan indexi TEm &5 a paros lndexd TH  modusok
m

Ej; Eyt Ehl‘ léphetnek fel, az elektromos térerdsség E}_, i11. E, rendezéjét y-ban

x paratlan (sin k]x] flggvény irJa le. Ezek blztositjak, hogy az =% = 0

\\M siken az elekiromes térerdsség tangencldlls Ssszetevdle nulla legyen

- 1\\.,‘% | ’é . Az Llyen tipusd tdpvonalakat néhdny GHz frekvenclian {centiméteres hul-

o 4 % d o o r,'( lamhosszon) szokas hasznalnd.
¢
4
4.4, FELADATOE
TE, TEy T&, 4,4-1. A HERTZ DIPOLUS
n bod =4 ny kod =12 nybod =12 4.4-1.1. Fgy ¢ hossziségh Hertz dipdlus idedlis vezetdnel

tekintett sik foldin all e sikra merdlegesan,

4.9=7, abra. &z E rendszd helypfiggese ket egyszerl pares madusTa

¥ . ?
& TE modusra s migneses térerdsség rendezélnek komplex amplitoddja Lassa be, hogy a létrehozett erdtér a szigeteldben (levepdben)
megegyezik egy 2 hosszisagh Hertz dlpélus erdterének a szimmetriassik

a jwpH=rot Ebaszefligeés alapjan a magban (x| < d):
rolitti felével, igy a klsugarzott teljesitményre jellemz# sugarzds!

= —ﬂ . - 5 i _JIBZ o = 2 2
H}{tx.z]' s (B cos kx + Esin kxl e . rezisztencla R = 160 o7 (/)7 0, ahol £ ¢ A .
H(xz) =0,
¥ 5 x 4.4-1.2. Egy £ hesszasagld Hertz dlipdlus  ldedlis  vezetdnck
- iz A
H,(x,z) = — “_’ (E, sin kx - E_ cos kx) e 2 (4.3-60) tekintett sik fold felett m magassagban helyezkedik el, iranya a felii-

letre merdleges.
Az (59)=b51 mar lathatd, hogy az § = %E « H* komplex Poynbting wekbtor Lassa be, hogy a szigetlfiben az crétér tiikrézéssel szamithats: a

z-lranyn rendezdje valés és pozltiv (egyiranyd hatasos tel jesitményl, Likrézitt (fiktiv) Hertz dipélusban az 4ram irénya az eredetivel meg-

w-lrényl rendezdje képzetes (nem &ramlik hatésos Leljesitmény], ami egyezd. (Az eldzd feladat ennek specialis esete. ] Ennek alapjan fejez-
ze kl az elekiromos 45 2 migneses bérerdsseg tdvoll Hsszetevdjst a

meglfelel eldzetes varakozasalinknak.
tukh Féld feliiletén,

A kirkeresztmetszelld opbikail szdlban ugyvancsak egy Vagy
cslllapitatlan médus terjedhet, A modusck szamitédsa, de akir csak
leirdsa is sokkal bonyolultabh, = TEmn &5 Tr{mn madusok mellett masféle
mbdusok 1s felléphetnek. A tipikusan alkalmazott szabadtéri hullam-

hossz 1 pm = 1000 pm kiérdli, a frekvencla mlntegy !I:IHI Hz = 100 THz

1.4-1.3. Egy ¢ hesszisags Hertz dipélus  idealls wvezstének
tekintett sik f&ld felett = magassaekan helyezkedik eol, lranyva a
filddel parhuzamos.

a 5zA4l atmérdje tipikusan § pm |, az ivegszal (& mag) n &5 a kbpeny Lassa bs, hogy a szlgetelében az erétér tlikrézésae]l sramithabd: =@

(a héJ) n, toérésmutatsjanak ardnya rendszerint n,/n, = 0,85 és 0,99 tikrBz6tt (fiktiv) Mertz dipélusban az &ram iranya az eredetivel
kézBLE] értek, ellentétes. Ennek alapjan fejezze ki az elektromos ¢s a nagneses
Megeml it jik, hegy & kapobtt  eredmények  drtelem  szerint térersség Lavall dsszetevd ot a £81d felitlobén.

alkalmazhaték a héd) nélkili szigeteld réteg hul lamvezelSre, tovabbd az
"alaplapJan” fémrétegpel  bevent  felbilell  hul lamvezetdre. Mindkét

285
284




4.4-1.4. Egy £ hosszusagd  Hertz  dipdlus idealis wvezetdnek

bekintett sik Fold feletl m magassagban helyezkedik el, tengelye a SLX
normilisaval adott & seipet zar be.

a szigetelibeon az erd
geszetevi Jél & féld

llogyan hatarozhatt meg vep? Fejezze ki A2
mAgneEses Lhrordssig
Fel nz elozd ket feladat erodniényét! ]

eleklromos €5 & Lavoll

relileten, {Utmutatas, Hasznal ja

4116 Hertz dipalus Altal létreho-

4.4-1.5. A #-tengely iranyaban

zott elekbromos tererdsség Lavoll Heszetevd jének komplex ampl 1todo ja
_ - _wpvgt . sind SIPR O pofpoe) =0

E (R, #) =0, E (R.8) = 1 3¢ I —g ¢ i Egth .

shol B = w/v = 2 WA
Ellenérizze ezt 2 4.1=4,3. ponthan megadotiak alapjan. LAassa be
(pl. peomstrial médszerekkel], hogy 22 w-tengely Lranyaban 4116 Hertz
elekiromos bérerdsség rendezdinek kompled

terére az

dipolus Laveli
kiivetkezd boszeflggesek ad jak meg:

amplituddjat a

EHtR,ﬂ} 2 0,
4 LoV gt nuq_g-gqﬁ_p_x-JBH
I'ﬂtn-"}] g an ]I'I'I 3 i LY ¥
4 = wv B £ shn ¢ - JBER

t.f_l[n.ﬂ] e e ol R

4.4-1.6. Egy Hertz dipolus az erigbban a z-tengely iranyaban, CgY
masik Hertz dipdlus az arigoban az x-Lengely iranydban helyezkedik el
amplitudd ju  es frekvencidjo,

Sripuszos  gerjeszid  aramuk  RZONOS

fazickilénbsegik 50°
Hatédrozze meg 2z elekiromos tererdsstg  tavell sosretevd jének

adéjat az ¥,z sikban! Lagsa be, hogy 22
g az elektromos térerGsgeg tavoll

mentén! [Celgzeri

komplex amplit coak ap origotol
méri tavelsagtél fige! Halarozza me
szelevd jének  komplex amplltadd jat az w=tengsely

[escartes roordlnadtakra. } ULSbbl
n polarizalt clektromos

e

attérni deréksziigl

esetre irja fel az
Ll lpgvtnyekel 1. Lassa be, hogy clrkularisa
Léererisstg adbdik,

4, 4-2. STEHULLAMOK
q.4-2.1. Siknhullam trolitulban terjed 18 =

venclaja I = 100 Miz .
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Hatarozza meg = :
e & a8 terjedésl egylitthatst, a hullamimpedanciag
Issebességet, a hul lamho an
lambosszt &s ennek ardnyat b 1
hosszhoz, ha g T4 TR
(a) a szipeteldt idedllspak tekint jik
[(b) a vesztesdég]l Lényeozd 1&“ Lo & = 4

4.4-2.2. sl | ;
2.2, A sikhullamol irjuk le E elekbromes Lérerdssteesve] ¢
magneses 1ndukeidjaval, e
Igazol Ja, hogy ekkor a ki
i e E /| Y i
e B E, BF hullamimpedancia jdra” a
ssebesede (vakuumban ¢) adéadik,

5 4.4-2.3. A Naprdl a Féldre érkezd elektromagnescs SUghrizas tel j
silményenek atlages feliillet szerintl sGrdsége 1300 'n‘/m2 ; o
Batarozza meg azt az elekiromos és migneses térerdsségel, amel
“FVaHEKFDFa Poynting vektor tartozik. Fellép-e a Fdld FE]HL;t&L o
sikhullam, amelyet ekkora térerfissdgek jellemeznek? {GﬁndaTj::ya:

srivarvanyra! )

4.4—2-4. EP -11‘-{5”1'-“-’!3-]{ i z=te '-J- p'i}ii 5" &
. 1!|-. 1¢gat by

branyals Ler SEEF
yaban  Lerjedd  daszetevd Jéhez  barbord komplex  Poyntln }
Jeldlye st = L E' ()", ni.sT = L oy e
P - B L B gk B {Hy]
FelJezze k1 S és 5 kape :
; 28 5, aposelatit az 1lletd helyre vonatkozd ref
A af-

lexlos tényezé r = £ /B |
yezd r Ex /Ex ismeretében. A kivetkezd allitasck kéziil:

[1 =gt =
JSZ Sz+5z

(11) ® - 3 =
e Sz = Re Sz + Re Sz
f111) $m S, = $m S + $m 5.
melyik & : -
¥ rvényes, 111, melyek frvényesek, ha a kizepget

{a dea =3 (= L Jiik?
} i lis ._..213 t'E'll'}]'lE'k tekin J k
3 i
[ ] V&SztﬂhéaﬁE Ezigetelﬁmﬁk tEkI]ItJLﬂL.

1,.4.2.5 Eg
ol ¥ haladd elektroms
i 48 BOeses . o
Lérerdsség kife jeztse FMERIIEATY, SR SIEEToNGE

E{z,t) = E : :
foz.L? L Eyiz,t] 8, =

=E cos (et - g ;
G iz} e, E':.-’m cos (wt = @2 + 9) o
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Igazol ja. hogy Ex = Ex{z,t] g Ey = Ey[z.t} kaposolata

E E
() @ = 0 esetén: —E{— - fi - = 0 [linearis pnlurizﬁcld]
wm wm
E 2 E 2
(b} ¢ = an” esetén [-Eg- ] + [-Exu-] = 1 f(elliptikus polarizhcld;
®m v

i rkulart larlzaclid;
speclallsan Exm = Eym esetén: clrku 5 po

a vektor végpontja minden 2 helyen ellipszisen, 111 kHrHn moEog

az idé Flggvényében)
E 2 E 2 E o
(c] Altalaban: [ELJ + [EL} =2 ?x“_ EY cos # = sin ¢, aml
®I Y& ®m o ym
ugyancsak elliptikus polarizaciét  jelent, ami  pl. koordinata-

forgatéssal lathaté be.

4.4-2.6. Levegdben adott irdnyban ter jedf sikhullém Poynting wek-

A sikhul lam terjedésére merfleges sik

2
toranak napgysiga SCI = 2 mHdm
ame L ynek

Felilettel elvalasztott idedlis szigeteld kizeghez érkezik,
hullamel lendl 1asa ZD? = 200 @
Hatarczze meg = Poynllng wvekbor,

Lérordsetg nagyshgat s hatarfelilet ktizeléebon o

ax eclekiromes 45 A mAgneses

levegtiben 65 n masik
jdeflis szlgeteldben

4.4-2.7. A tengervizre [ = 10 Mz frekvencian e = 76, tg & = EO

&g T 1 (tajekoziatd értekek).
lgazclja, hogy & tengerviz ezen a frekvencian ©js" vezetdnck te-
razizs egyiitthatol, =2

kinthets. Hatérozza meg a csillapitasl &5 a
Tekintse

hullamhosszat, & fadzlssebességet &2 a hul lamimpedanclat.
adotbtnak a levegibdl érkezd sikhullam elektromos Lérerfsségének ampli-
Lids Jat, Hatdrorza meg a heesd és a visszavert elektromos €5 MAENOESES

térerdsség komplex ampllitidéjat a levepd és & viz hatarfeliiletén, ha a

peosés] szig
{a) 90" .
(b) 45° .
(el 307 .

288

4.4-2.8. 5 :

Levegiben tLerjedd, linedrisan pelarizalt sikhullan
idealis szlgeteldnek t B =

e ekinthetd kizeg [er = 4, M, = 1} hatarfelilletére
eslk. Az elvalaszid sik merdleges a hullam lerjedés] iranyéara, Adovr g

beesd sikhullam elektromns Lérerdsségének E = 20 Vom  bé g
; 1 2 rerdssége bg
£ = 150 MHz frekvenciaja,
Hatarozza meg az elekbromes 65 o magneses Ltérorfsségat
§ ] S SSega weE
elvalasztsd Felidlet mindkét oldalan, tovabba az elvalaszbd feliletis)
) S5E st bt &
Al 65 ASE thAvolsapban mindkét irdnyban., frja fel a térerdssege
: j - =l =
komplex amplitids janak helyflggeset., Irja fel a térerdsségek hely-idé-

fliggvenyét mindkét kiizegben.

4.4-2.9. Llevegdben terjedd, llnsarisan prlarizdlt sikhullam idesa-
lisnak tekinthetd wvezetd felilelére eslk az elvdlaszté sikra merdlege-
gsen. Adott a2 beesd sikhullém elektromes térerfsségének £ amplitodsja
¢s5 o kirfrekvenciaja, :

Hatarozza meg az elektromos és a migneses  Lérerdssopget  az
elvalasztsd feliilet mindkét oldalan, tovabbs ax elvidlasztd feliilebts]
ASd &8 AS2 LAvolsarban  mindket tranyban,

4.4-2.10, Levegiben terjedd 1inearisan polarlzalt sikhul 1am Ldes-
Il szlgeteldnek Leklintherd, o vasbogsigl falra eslk, amelyre ¢ o= 4
= Hi . .r.
[Te8 1. A fal maslk oldalan ls levegth van, Az elvalaszié slkek

T
parhuzamosak az E és H vektorokkal
rkt - Adoti B beesd sikhull ;
téreréssegenek £ = ita e
gé 20 ¥/moamplitidda és § = 2 MHz Frekvencid la.

Hatdrozza meg az elekiromos &3 a migheses térerdsség komplex
anplitids JAt o fal midket gzilénél, ha a ral vasbtagsdgas (a) d = Asg
() d = Av2 ; () a tetszdleges érték, shol A a falban érlelmezett
hullémhossz,

4.4.2.11, didja meg az eldzs feladatot, ha a fal masik oldalan
idealis
Henak tekinlhetd vezetd helyezkedlk el. Milyen feltételek mellebt

nem kell lsmernl a wvezeld bevonat vastaggipdt?

4.4-2.12. = 95
2. Egv 2{“ 250 0 hullamellenal 14sa ldealis szlpeteldben

!' - oy -
= 120 MHz frekvenciaji 1lncarlsan pelarizdalt sikhullam terjed a
Szlgeteld hatarfelitletére m avi
# sbere merdlegesen, A szlgeteld ks : x
i dreget  levegd
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Hatarozza meg a reflexiés tényezét o hatarfelilleten. HelyezZzZzen
egy d vastagsagl. £, = e, permittivitasa, Y Oy permeabl 1ILAs0
tdedlis srigebeld rétepet a hatdrfellletre. Valassza meg d &8 Eap

artékét Ggy, bhogy
{a) az 1. &5 a 2, kizep hataran a reflexids ténvezd nulla legyen.

(b) o levegSbdl érkezd hullam esetén n levepd &5 a 2, réleg hatardn o

reflexlos tényezd nulla legyen.

4.4-2.13. Lineadrisan polarlzalt sikhullam levepdbdl merdlegesen
d2 vastagsagd szlgeteld rétegre eslk, amelynek masik oldalan levegs

van, a szigeteld komplex permittivitasa £, = (g5 = j 0,03) £y - A beesd
terepdsség amplitadd ja E; =3 kV/m , frekvencidala £ = 2,5 GHz .
Hatdrozza meg = Poynting wvektort = réteg egylk, ill. masik

aldalan, ha (a) d = ,"'.2 (& hullémhossz a szigeteldben); (o) d = 21"'.2 :
{c) d = 2 em . Hatérozea meg a hasdb egy A = 26 crn?' alapteriiletd
részében a hivé valé teljesitményt. [(Mikrohullémid hevités erdsen

epysrertisitett modell je. )

4.4-2.14. Az eldzd Celadat elrendezésében o réteg maslk oldalatol
rJO = 2 em Ltavelsagban ldeallis vezetdnek teklinbhebd Lest van,
Hatdrozza meg o hasabban héveé wals tel jesitményt, Vizsgal ja meg

mindkét elrendezdsben o beesd hatases tel jesitmény ecloszlasat.

4.4-2.15, Polarizalt sikhullam vissraverddését és  ticéset nem

csak az r reflexids btényerdvel, hanem a t transemisszlids tényexdvel Is

szokas jellemezni. Ennek deflnicioja TE, {11, TH tipusd hul lamra
E, H,,
b e iy s
E1 : H'I.
1 - = e = ,--k,
gazal ja, hogy typ = 1 % rpp st =1 +_ FT*M : EMegjegyez:u .
h o c E. a1 = r !
ogy a TH tipusra haszodlatosak az Py E.I./EE 5 tTH = E./E,
definicidék ls, Ek 4 b WL
efinic s kor t‘TH do 1+ oy hem egyeznek meg. )
4.4-2.16. Linedrisan polarizalt sikhullam ¢ = 2,5 € 1 1) = Hy

anyaglellemzs 0 kizepghd) o anyaglel lemzd J0 kdzeg sik hatdrahoz

&rkezlk.

'”'D

Hatarozya meg a ¢, beesési szégek azon értéktartominyat, amelyre

1
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tel jes visszaverddés lép fel. Felléphet-e teljes visszaverddés Topdi-

tott iranyo ter jedés esetén?

4.4-2.17. Két klizeg egylke levegd, a masik is ldealls szlipgeteld,
ame L yre B 3 és “r‘ = 1o,

Lassa be, hogy a Brewster szig 60°, 111, 30" attél flgadien, hogy
a hulldm a levegd feldl, 111. a levegh felé esik be. Hilyen tipusg
polarlzalt bullamra értclmezett ez a feladat?

4.4-2.18. Eét kiizeg egylke levegd, a maslk s idealis szigetels,
ame lyre Cr = 3 &g J.:r =1

Hatdrozza meg a teljes reflexidra a boesés hatarszégsat, Milwen
tipusd polarizalt huliamra értelmezett ez a feladat?

1.4-2.18. Egy lveglemez felllletére levegdbdl sikhullam érkezilk &
1

beesési szigpel, ahol ﬂl & Brewster szdg.
Igazelja, hogy az ivegleme: masik felilletén a levegibe kilepd

hul lamra a reflexios tényezd nulla,

4.4-20. Egy eluminium hasab (o = :iﬂ-lﬂﬁ S/m) szélessépe 2 com,
hossza 3 m

Hatarozza meg a hasab rezlsztenclaal a hossziranyban faolys
arammal szemben [0 kH: frekvenclan, ha
(al a haséb végleleniil vastagnak tekinthets.
[b) 2 hasab vastagsaga 2 mm .
{c) a hasab vastagsaga 0,2 mm .
(4] a hasab vastagsapgs olyan, hogy B minimalis.

4.4-2.21, Végtelen wvastagnak tekinthetf fémhasabban epyirdnyban
sZinuszocan valtozrs aram falyik.

Hatarozza meg & felléps vesziesép eloszlasat a  mélység
flggvienyében. Milyen mélységl rétegben lép fel a tel jesitmény fele?

4.4-2.22, Hézbdl készilt vezeldk (g = {?'}'-106 S/m) Atmérdje 2 mm .

hossza 2 km, a benne Felyd szinuszos dram amplitaddja 5 A, frekvencla-
Ja 25 kHx |
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Hatdrozza meg = vezetékben Telléps veszicséget. Mekkora a hiba,

ha a veszteséget cgyenleles arameloszlas feltételezésével széamit juk?

4.4-2.23. Egy transzformatorlemezre o = 7,2 S-mmzfm P 3000,
n vagtagsag d = 0,5 mm

Hatarozza meg o bérfopategységre vonmtkoztalott atlagos vesztestg-
siridséget, ha a migneses indukcidé térbell kézépértékének ampl L Eodd ju,

i11. frekvenclala
[a}BEHIT.f
[B) Bk =1,2T, f =850Hsz
() B =1T, f=5k.

n

50 Hz

4.4-2.24, 0ldja meg az eldzd feladatot, ha 4 = 0,35 mm .,

4.4-3, VEZETETT HULLAMOE

4,4-3.1. Levegfivel KkIt&1tdct, téglalap kereszhtmetszeld
12 GHz

ced-

tapvonal méretel & = 2 em , b = 1 em . A frekvencia [ =

Hatdrozza meg a TE . modusra a hatarhullashosszat, a hatarfrek-

venclat, a Mazisepyiitlhalel, n fazissebességet, n csoporkschessépel &5
a hullamimpedanciab, Hatidrezza mep az Aldramléd hatasos teljesiiménytl,

ha rElmaK = 10 k¥scm . Oldja meg a megadott méretekkel a leladabot
b= 2 cm. MI a

TEUI madusra is, L11. TEID madusra, ha a = 1 om &5
kapcsolat e két utdbbl feladat kozgbt?

4,4-3.2. levegivel kitdltdtt, téglalap kereszhmetszeld csd-

tapvonal méretel a =2 ¢cm ., b =1 cm .
Milyen frekvencidkon laszralhats e csdtapvenal gy, hogy osak
epgystlen csillapitatlan rédus lépjen fel benne? Dldja meg a feladatot,

ha a esbStapvonalat kitélts idealis szipeteldrs e =4,k =1

4.4-3.3. Téglalap keresztmelszeld esdbapvonal méretel a = 1 com
b=2cm, A csdben I = 6 GHz frekvenclajy, P = 200 W hatdses tel Je-
sitményl eslllapitatlan elektromagneses hul lanot akarunk atvinn

Hatérozza meg az eleklromos és a magneses bérerdsség rendezélt, a
fazisegyiltthalol es a Mazlssebességet

(a) TEDI médusera.

[b) TElﬂ médusra.

Melylk modust dtvitel a kedvezdbh?

4.4-3.4. Téglalap keresztmetszeln csitapvonalra adott s TE
modusban atviendd P hatdsos tel Jesitményg, o tapvonal ban megengede bt ﬁ]
maximialls elekiromos térerfsség, a A szabadter) hul lamhossz, towvabba :
p = hh.Ot/A * 1 arany.
Fejezze ki exekkel a keresztmetszet irdnyu a és b méreteket .
{Dtmutatis, Az cldézd Teladathoz hasenldan meg kell hatdroznl F es E,

kapcsolatat, )

4.4-3.5. Egy téglalap keresztmetszetd kizlekedési aleglit méretei.
szélessége 12 m ., magassdga 5 om . Feltetelezziik, hogy minden aldala
ldealls vezetének Ltekinthets,

Hilyen médusa &g frekvencldjn az a leghos=szabh radiahul iam, ame ]y
az alagiton cslllapitatlanul &t tud haladni? (Tajékoztatas., Az AM
adasok Trekvencidja 550 kHz és 1600 kHz kizBttl, az FM addscké BR Mz
&5 108 MHz kdzsttl, )

4.4-3.6.  Levegfivel  kitdlLsty, teglalap  kereszimetszeto  cod-
tapvonalon adobl A szabadier] hul lamhosszosag) elektromigneses hul la-

mot akarunk atvinni TE médusbarn.

Hatdrozza meg a tdpvonal a és b méreteit Ugy, hogy 1h g = BrA és

ah,ll = A/ legyen, ahol p = g = fr;

4.4-3.7. Oidja meg az elfzd feladatol 4ltaléncs p>1és gq =
paraméierekke!l. Megoldhaté-e a feladat barmely p és g e=eién?

4.4-3.8. Fgy teglalap kereszimetszetd csdtdpvonal hatarhul lamhosz-
sza : 5

valamely médushan hh - A cslben mért A hullamhossz e médusra
megepyerik a A srabndrér) hulldmhosszal

Fejorze ki a szlgetels Er relal b permibtIvibadsat, ha Moo= 1

4.4-3.9, Leveptivel EILBEILELL, hasab alaka Uregrezondtor  méretel
A=dem, b=B en . b= 8 am.

293




Hatdrozza meg mindazokat a moduzckat, amelyekre a sajathul ldmhossz

A e %)
i 5om . (Otmutatas, A harom Indexnek s O, 1 é&s 2 értékelt ele-
gendd megvlzsgalnl, am] 17 - &5 nem 27 - trielmes lehatdatpat Jelent

ezek kizll 8§ tesz eleget a feltételnek, 10 madus = nem 16 - létezik, )

q4.4-3.10. Srigetelds réteg  hul lamvezet @ relativ permittivitasal
€ ™ 2,280 &5 Con ™ 2,205 .

Hatdrozza meg az eEymidusd ter jedes feltételét A = 1500 nm Szabad-
térl hullamhossz esotén,

4.4-3.11. Egy szlgetels réteg hullapvezets adatal d = 1000 nm |
Cin = 2,250 és EEP = 2,205 . A szabadiar] hullémhossz 4 = 1000 np . Az

erdtér a héjban 2830 hm melysegben csikkan m-sd részére,

Hatarozza meg a terjedes irdnyaban g hullamhosszat

4.4-3.12. Tekltnse az eldzd feladal ban sZerepld hul ladmvezetst
Hany mbdys ter jedhet esillapitatlanul ebben = hullamvezetdben?

4.4-3.13. Viazal ja fel o Srlgeteld réteg hul limvezeld  eleklromes

Ltérerdsstptnek eloszlasat m = | madus | ndexre g hatarfrekvenc! an,
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