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1. fejezet

Bevezető

Preisach Ferenc az egyik legjelentősebb és legelterjedtebb hiszterézismodell megalkotója.
1905. március 10-én született Budapesten. Érettségi után, Svájcban, a Zürichi Műszaki
Egyetemen 1927-ben szerzett villamosmérnöki oklevelet. Doktorátusát a Drezdai Műsza-
ki Egyetemen késźıti. Utána 1934-ig a berlini Siemens műveknél mint villamosmérnök
nyert alkalmazást, utánna viszont a náci törvények alapján kiutaśıtják Németországból.
Hazatérése után az Egyesült Izzó kutatólaboratóriumában Bay Zoltán mellett dolgozott.
A ferromágnesesség, majd az ultrarövid hullámok tárgykörében végzett kutatásokat. A
háború kitörése után beh́ıvják munkaszolgálatra. Orosz hadifogságban halt meg 1943-
ban [1]. 1935-ben jelenik meg a Zeitschrift für Physik-ben az Über die magnetische Nach-
wirkung ćımű cikke. Ma talán ez a legtöbbet idézett mágnesességgel foglalkozó cikk.
Számos fizikus, matematikus, mérnök fejlesztette tovább Preisach eredeti ötletét. A
Preisach-modell ma már egymástól többé-kevésbé eltérő hiszterézismodellek gyűjteménye.
[1]

Hiszterézis jelenséget leginkább a ferromágneses anyagok hiszteréziseként ismerjük,
de ezen ḱıvül a biológiában, a közgazdaságtanban és szinte az élet minden terültén
találkozhatunk hiszterézissel. Ebben a dolgozatban a ferromágneses anyagok hiszterézisé-
vel foglalkozom.

A ferromágneses anyagoknak a mágneses tuljadonsága az anyagok szerkezetével van
kapcsolatban. Az anyagok egy csoportjánál az atomi szintű kvantummechanikai kölcsön-
hatások miatt a külső elektronhéjon elhelyezkedő nagyszámú kompenzálatlan spinü elek-
tron van, ezek mágneses kölcsönhatásban állnak egymással és ı́gy mágneses tartományok,
domének keletkeznek. A domén mérete az anyagtól és a mágneses tértől függően cm-es
nagyságrendű is lehet. A doménszerkezet kialakulásával a teljes szabadenergia mágneses-
ség szempontjából minimális. A ferromágneses hiszterézis oka a doménszerkezet irrever-
zibilis változásai és a kristályszerkezeti anizotrópia [1–3].

Ha az anyag még nem volt mágneses térben, akkor a szomszédos domének úgy
helyezkednek el, hogy az erővonalak egy doméncsoporton belül záródnak. Ez látható
az 1.1-es ábrán, négy doménből álló csoport estén sematikusan a 0 pontban. Ennek
megfelelően a testnek kifelé nincs mágneses hatása. Emiatt, igazolhatóan ez a legkisebb
energiájú állapota is. A ferromágneses anyagot mágneses térbe helyezve, és növelve a
mágneses tér nagyságát, a mágnesezettség növekedése az irreverzibilis doménfal-elmozdu-
lások következménye. Azok a domének, amelyeknek a mágnesezettsége eredendően a
mágneses tér irányába mutat, elkezdenek növekedni a többi domén rovására. A telités
közelében a mágnesezettség növekedését főleg a domének mágneses momentumainak
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1.1. ábra. A ferromágneses anyag első mágnesezési görbéje és a doménfal változása.

mágneses tér irányába való elfordulásai okozzák [1–3].
Az 1.1-es ábrán látható görbe végeredményben az eredő momentumot vagy az ezzel

arányos (M) mágnesezettséget adja meg a (H) mágneses térerősség függvényében. Mivel

azonban ferromágneses közegben M � H , ı́gy ~B = µ0( ~H + ~M) ≈ µ0
~M vagyis a szokásos

B − H görbe (mágnesezési görbe) az M − H görbével gyakorlatilag megegyezik [1–3].
Az első mágnesezési görbe (szűzgörbe) alsó része (A szakasz) tehát a reverzibilis

faleltolódásokkal, a közel lineáris szakasz (B szakasz) az irreverzibilis faleltolódásokkal, a
teĺıtési tartomány (C szakasz) pedig a momentumok elfordulásával hozható kapcsolatba.

1.2. ábra. A ferromágneses anyag B − H és M − H karakterisztikája.
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A 1.2-es ábrán a teljes hiszterézishurok látható, ahol Bm, Mm és Hm a maximális
mágneses indukció, mágnesezettség és mágneses térerősség. Az irreverzibilis faleltolódá-
sok érthetővé teszik a hiszterézis jelenséget is. Ha a külső mágneses tér csökken, a
mágnesezettség szintén csökken, azonban a rendeződött doménszerkezet miatt a mágnese-
zési görbe alakja nem követi az első mágnesezési görbét. Ha a külső mágneses tér
megszűnik, nullától különböző mágnesezettség értéket kapunk, ezt nevezzük remanens
vagy megmaradó mágnesezettségnek, aminek megfelel a Br = µ0Mr remanens indukció.
Azt a mágneses térerősségértéket, ahol a mágnesezettség vagy indukció nulla (Hc) ko-
ercit́ıv térnek nevezzük. Tovább csökkentve a mágneses térerősség értékét, a ferromágne-
ses anyag karakterisztikája ellenkező irányba eltolódik [1–4].

Kinagýıtva a hiszteréziskarakterisztika egy kis részét, megfigyelhetjük, hogy a mágne-
sezési folyamat során a mágnesezettség apró ugrások során változik, nem folytonos a
görbe, hanem kvantált (ezt lehet látni a 1.1-es ábrán) [1, 2]. Ezt a jelenséget Hein-
rich Barkhausen (német fizikus) 1919-ben fedezte fel a következő kisérlettel. Egy fer-
romágneses rúdra egy tekercset helyezve, azt egy erőśıtőn keresztül egy hangszoróra
kötve, lassan változó folyamatosan növekvő külső mágneses tér hatására apró pattogások
hallhatók. A pattogásokat a doménfalak irreverzibilis elmozdulásai és a domének mágne-
sezettségeinek ugrásszerű, szintén irreverzibilis, külső tér irányába való elfordulásai okoz-
zák. A Barkhausen-jelenség volt az első bizonýıték a doménszerkezet létezésére, amit
előzőleg elméletileg megjósoltak. Preisach Ferenc a mágnesezettség ugrásszerű változásait
elemi operátorok fel- és lekapcsolódásaként értelmezte [1, 4].

A Preisach-modell a skaláris és statikus hiszterézis jelenséget ı́rja le. A modell kap-
csolatot teremt a mágneses térerősség nagysága és az irányába eső mágnesezettség vagy
mágneses indukció értéke között. Olyan mágnesezési folyamatokat modellez, ahol a
hiszterézis nem függ a változás sebességétől [1, 3,4].

A dolgozatban bemutatásra kerül az előbbiekben már megemĺıtett Preisach-hiszteré-
zismodell, és annak numerikus megvalóśıtása MATLAB [5] seǵıtségével, valamint a
numerikus Preisach-modell működése [1, 3, 4]. Ezután a fixpont iterációs módszer [4]
rövid ismertetése, és végeselem-módszerrel [4] való összekapcsolása kerül bemutatásra.
Végül egy nemlineáris alkalmazáson keresztül mutatom be az eddig felsoroltak gyakorlati
hasznát, miért is kell figyelembe venni egyes szimulációknál a nemlinearitást.

A nemlineáris alkalmazás, az International Compumag Society honlapján közzétett
TEAM Workshops (Testing Electromagnetic Analysis Methods Workshops) 32 feladatból
[6] az első rész.

A feladat maga egy egyszerű geometriájú nemlineáris transzformátor, melynek adott
pontjain megmérték az időben változó mágneses fluxus egy periódusát. Ezt a nem-
lineáris transzformátort szimulációját kell elvégezni valamilyen numerikus térszámı́tási
elárással, és az eljárással kapott időben változó mágneses fluxut összevetni a mérési ada-
tokkal. Ebben a dolgozatban a végeselem-módszert alkalmazom és kapcsolom össze a
fixpont iterációs módszerrel és a numerikus Preisach-modellel. A szimulációt két- és
háromdimenzióban is elvégeztem, majd az ı́gy kapott eredményeket hasonĺıtottam össze
a méréssel kapott eredményekhez.
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2. fejezet

A Preisach-modell

Mint már a bevezetőben is emĺıtettem, ma már a Preisach-modell nem egy modellt takar,
hanem egymástól többé-kevésbé eltérő hiszterézismodellek gyűjtőneve. A Preisach-mo-
dell a leggyakrabban használt hiszterézismodell különféle alkalmazások esetén, mivel
hatékony és robusztus. Ezen ḱıvül van még más hiszterézismodell is, mint például a
Jiles-Atherton modell [3], de itt csak a Preisach-modellel foglalkozunk.

A következőkben bemutatom az elemi Preisach-operátort, majd az ezekből felépülő
Preisach-modellt, és ennek a numerikus megvalóśıtását.

2.1. Az elemi Preisach-operátor

A Preisach-modellnél feltételezzük hogy minden doménnek megfeleltethető egy memóriá-
val rendelkező, elemi Barkhausen-ugrásra képes operátor [1, 4],

m(H(t)/Hm) =







−1, ha H/Hm < h1,
+1, ha H/Hm > h2,
m(H(t−)/Hm), ha h1 < H/Hm < h2,

(2.1)

ahol H/Hm a normalizált mágneses térerősség értéke, m = M/Ms egy operátor elemi
mágnesezettsége [4]. A Hm a maximális mágneses térerősség, és Ms pedig a mágnesezett-

2.1. ábra. Egy γ(h1, h2) elemi hiszterézisoperátor mágnesezési görbéje.
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ség értéke teĺıtődés (szaturáció) estén. Ez az operátor egy négyszögletes hiszterézis hurok,
ahol a h1, h2 fel- és lekapcsolási tér, melyek normalizált mágnesezési felugrások -1-től
+1-ig, vagy leugrás +1-től -1-ig. Ez az elemi hiszterézishurok látható a 2.1-es ábrán.
Ezt ez elemi hiszterézishurkot a γ(h1, h2) hiszterézis operátorral jellemezhetünk, ami
a következőképpen viselkedik. Az operátor kimenete az M/Ms elemi mágnesezettség
értéke, ami mindig -1, ha a H/Hm mágneses térerősség kisebb mint h1, az elemi operátor
lekapcsolt állapotban található. Ha M/Ms = +1, akkor a mágneses térerősség értéke
nagyobb mint H/Hm > h2, ilyenkor az elemi operátor felkapcsolt állapotban van. A h1 és
h2 értékek közötti mágneses térerősségre a mágnesezettség függ az előélettől. Az operátor
megtartja az előző időpillanatban lévő mágnesezettség értékét, lokális memóriaként mű-
ködik [1, 4].

Az opoerátor egy adott időpontbeli értéke egyértelműen megadható a h1 és h2 fel- és
lekapcsolási terek, valamint a mágnesezettség előző időpontban lévő értéke ismeretében.
A fel- és lekapcsolási terekkel egyenértékű módon jellemezhető az operátor a hc koercit́ıv
tér, valamint a hm eltolási vagy kölcsönhatási térértékkel [1, 3, 4],

hc =
h2 − h1

2
, hm =

h1 + h2

2
. (2.2)

2.2. Elemi Preisach-operátorokból feléṕıtett

Preisach-modell

A Perisach-modell a ferromágneses anyagot a fentebb bevezetett elemi operátorok összes-
ségének tekitjük. Minden operátornak eleget kell tennie a következő feltételnek: h1 ≤ h2

[1].
A h1 és h2 fel- és lekapcsolási mágneses térerősségek meghatároznak egy śıkot. Ezen

a śıkon az előbbi feltétel szerint az operátorok h1 = h2 egyenes alatti h1 ≥ h2 félśıkon
helyezkednek el. Ezt a félśıkot nevezzük Preisach-háromszögnek. Az γ(h1, h2) elemi
hiszterézisoperátorokat csak ezen a részen definiáljuk, és ezeknek az operátoroknak a
±H/Hm-nél nagyobb fel- vagy lekapcsolási tere nem lehet. A Preisach-háromszögön
belül még megkülönböztetünk két részt, ahol γ(h1, h2) = −1 és γ(h1, h2) = +1. A két
rész közötti vonalat nevezzük L(t) lépcsős görbének. Az előbb felsoroltakat lehet látni a
2.2-es ábrán [1, 3].

Kezdeti állapotban, mikor M = 0, a lépcsős görbe alatti tartományban az összes
elemi operátor felkapcsolt állapotban található, a görbe alatti tartományban pedig az
összes operátor lekapcsolt állapotban van. A lépcsős görbe balról jobbra mozog ha a
mágneses térerősséget növeljük, és fentről lefele ha csökkentjük. A ferromágneses anyag
pozit́ıv teĺıtése esetén minden elemi operátor felkapcsolt állapotban található. Negat́ıv
teĺıtés esetén minden egyes operátor lekapcsolt állapotban van [1, 4].

Különböző ferromágneses anyagok esetén változik a Hs és az Ms, valamit a hiszterézis-
karakterisztika alakja. Ahhoz hogy különböző alakú, és teĺıtésű ferromágneses anyagokat
tudjunk léırni, minden egyes operátorhoz egy számot kell hozzárendelni, ami meghatároz-
za, hogy az adott elemi operátor milyen súllyal vesz részt a teljes mágnesezettség kialaku-
lásában. A Preisach-háromszögön a súlyokat egy µ(h1, h2) kétváltozós eloszlás adja,
amely jellemző az anyagra. A Preisach-eloszlásfüggvény szimmetrikus a h1 = −h2 egye-
nesre, ezért feĺırható két egyváltozós eloszlás szorzataként, µ(h1, h2) = ϕ(h1) · ϕ(−h2)
[1, 4].
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2.2. ábra. A Preisach-háromszög és a lépcsős görbe.

Az egyváltozós Preisach-eloszlásfüggvény számos esetben, a hiszteréziskarakterisztika
alakjától függően Gauss, Lorentz, logaritmikus vagy egyéb anaĺıtikusan kifejezhető elosz-
lás seǵıtségével közeĺıthető [1].

Preisach-eloszlásfüggvény és a Preisach-háromszög együtt egyértelműen meghatároz-
nak egy ferromágneses anyagot. A Preisach-háromszög tárolja a maximális mágnesezett-
ségnek megfelelő normalizált mágneses térerősséget, valamint az eloszlásfüggvény tárolja
a maximális mágnesezettség értékét és a hiszterézisgörbe alakját. A Preisach-eloszlás
mindenütt véges és a Preisach-háromszögön ḱıvül az értéke nulla [1].

A mágnesezettség integrál alakban a következőképpen néz ki [1, 3, 4],

M(t) = Ms

∫∫

h1≥h2

µ(h1, h2)γ(h1, h2)H(t)/Hm dh1dh2 (2.3)

ahol µ(h1, h2) jelöli a Preisach-eloszlásfüggvényt, γ az elemi hiszterézisoperátort és h1 ≥
h2 pedig a Preisach-háromszöget.

2.3. A Preisach-modell numerikus megvalóśıtása

A (2.4)-es összefüggés integráljának kiszámı́tása hosszadalmas a mágnesezési folyamat
során. A következő eljárás seǵıtségével elkerülhetjük a tényleges számı́tás során való
integrálást, ı́gy a Preisach-modell alkalmassá válik mérnöki számı́tások elvégézésére [4].

A Preisach-háromszög két tartománya közötti lépcsős görbe fordulópontjai tartal-
mazzák a mágnesezési folyamatok során alkalmazott mágneses térerősség domináns szél-
sőértékeit. A numerikus megvalóśıtása során a lépcsősgörbe fordulópontjait tároljuk.
Ismerve a lépcsősgörbe alakját, a mágnesezettség egyértelműen meghatározható [4, 7].

A (2.4)-es egyenletet az elemi operátorok súlyozott összegeként közeĺıtjük [4, 7],

7



Marcsa Dániel, TDK dolgozat 2009

−1 −0.5 0 0.5 1
−1

−0.5

0

0.5

1

h
1

h 2

γ=−1

γ=+1

2.3. ábra. A L(t) lépcsős görbe a kezdeti állapotban.

M(t) ' Ms

N+1
∑

i=1

N+1
∑

j=N+2−i

µ(h1i, h2j)γ(h1i, h2j)H(t)/Hm, (2.4)

ahol N a Preisach-háromszögön belüli felosztások száma.
A fentiek alapján egy ferromágneses anyag léırásához ismerni kell a Preisach-három-

szögön a Preisach-eloszlást. A lépcsős görbe ismeretében meghatározható a mágnesezett-
ség.

A következő ábrákon különböző mágneses térerősségek esetén a lépcsős görbét és a
hozzá tartozó hiszterézis görbét lehet látni. A 2.3-as képen a kezdeti állapotot lehet látni,
mikot H = 0, M = 0 és B = 0, a pozit́ıvan és negat́ıvan mágnesezett rész egyensúlyban
van, vagyis az a rész ahol γ(h1, h2) = −1 és ahol γ(h1, h2) = +1 egyenlőek. Ha növeljük
a mágneses térerősséget, a lépcsős görbe balról jobbra mozog, és ezzel együtt a pozit́ıvan
mágnesezett részek aránya nő. Ezt mutatja a 2.4-es ábra, mellette pedig a hozzá tar-
tozó első mágnesezési görbe, a szűzgörbe. A következő ábrán (2.5-ös árba) a mágneses
térerősséget csökkentjük, azaz a lépcsős görbe fentről lefele mozog, és az eddig pozit́ıv
elemi operátorok negat́ıvak lesznek. Továbbá ha jól megfigyeljük, a hiszterézishurokról
lelehet olvasni a +Mr pozit́ıv remanens (megmaradó) mágnesesség értékét is. A 2.6-os
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(a) Szűzgörbéhez tartozó lépcsős görbe.

−1 −0.5 0 0.5 1
−1

−0.5

0

0.5

1

H/H
s

M
/M

s

(b) Az első mágnesezési görbe (szűzgörbe).

2.4. ábra. A Preisach-háromszög és az első mágnesezési görbe (szűzgörbe).
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(a) A hiszterézishurok felső részéhez tartozó
lépcsős görbe.
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(b) A hiszterézishurok felső része, és a pizit́ıv re-
manens mágnesesség.

2.5. ábra. A hiszterézishurok felső része és a lépcsős görbéje.
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(a) A Preisach-háromszög és a lépcsős görbe.

−1 −0.5 0 0.5 1
−1

−0.5

0

0.5

1

H/H
s

M
/M

s

(b) A negat́ıv remanens mágnesezettség.

2.6. ábra. A hiszterézishurok alsó része a negat́ıv remanens mágnesezettséggel.
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(a) Preisach-háromszög pozit́ıv teĺıtődés estén.
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(b) A teljes hiszterézishurok a szűzgörbével.

2.7. ábra. A teljes hiszterézishurok és pozit́ıv teĺıtődés esetén a Preisach-háromszög.

ábrán a mágneses térerősséget növeljük, ı́gy a lépcsős görbe ismér balról jobbra mo-
zog, és a M/Ms mágnesezettség nő. Ezen az ábrán pedig a −Mr negat́ıv megmaradó
mágnesességet lehet látni. A 2.7-es képen pedig a teljes hiszterézishurkot a szűzgörbével.
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A lépcsős görbe azért nem látszik, mert pozit́ıv teĺıtésben van, ı́gy az össze elemi operátor
felkapcsolt állapotban van.
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3. fejezet

Nemlineáris végeselem-módszerben

A hiszterézisjelenség fontos szerepet játszik nagyon sok elektromos berendezés működésé-
ben. Nem csak a mágneses térerősség eloszlásában játszott szerepére gondolok, hanem
a kapcsolódó villamos mennyiségek hullámalakjára is. A villamosmérnöki alkalmazások
tervezésébe és a szimulációjába gyakran előfordul, hogy nemlineáris, hiszterézissel ren-
delkező anyagot tartalmaz a feladat. Ilyen esetben a pontos szimuláció érdekében fi-
gyelembe kell venni a ferromágneses anyag viselkedését is. Vagyis az anyag hiszterézis
karakterisztikájának pontos modellezése és annak implementálása a használt numerikus
eljárásba.

A dolgozatban használt numerikus számı́tási eljárás a végeselem-módszer (Finite E-
lement Method - FEM) [3, 4, 8, 9], mely seǵıtségével parciális differenciálegyenleteket
oldunk meg. Azonban a ferromágneses anyag nemlineáris karakterisztikája miatt nem-
lineáris parciális differenciálegyenleteket kapunk, és ezeknek keressük valamilyen közeĺıtő
megoldását. A nemlineáris egyenletek miatt kell a végeselem-módszeren ḱıvül még
valamilyen nemlineáris egyenletmegoldót alkalmazni. Ilyen például a fixpont iterációs
módszer. Ha összekapcsoljuk a végeselem-módszert és a fixpont iterációs módszert [4,9]
már találunk közeĺıtő megoldását a nemlinerási parciális differeciálegyenletrendszernek.

Az itt bemutatott feladat egy egyszerű geometriájú, de nagyon hasonló viselkedésű
példa mint az elektromos berendezések nagy többsége. Itt a hangsúly a szimulációs
eljáráson van, mellyel könnyedén lehet szimulálni különböző feladatokat a hiszterézisje-
lenség figyelembevételével.

3.1. A mintafeladat

A feladat, mint már emĺıtettem egy transzformátor nemlineáris vasmaggal, melyet há-
romdimenzióban a 3.1-es ábrán lehet látni. Alatta a feladat keresztmetsztét (3.2. ábra)
lehet látni [6]. A 3.1-es ábráról jól lehet látni hogy a feladat egy mag t́ıpusú tran-
szformátor háromoszlopos vasmaggal, amely vasmag nemlineáris mágneses karakter-
isztikával rendelkezik. A vasmag öt darab Fe-Si 3,2% wt (3,2% sziliciummal ötvözött
transzformátorlemez) 0.48 mm vastag transzformátorlemezből áll. A vasmag vezetőké-
pessége σ = 1, 78 MS/m. A képeken jól láthatóak a két szélső oszlopon elhelyezkedő tek-
ercsek, melyeknek menetszáma 90. A táplálásuk 13,5 V csúcsértékű szinuszos feszültség,
úgy hogy egyirányú fluxust hozzanak létre a vasmagban. Továbbá kis frekvencián, 10
Hz-en szimulálom a feladatot, a skin hatás kiküszöbölése miatt [6]. A 3.2-es képen jelölt
C1-es és C2-es pontok azt a helyet jelölik ahol mérték az időben változó mágneses fluxust.
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3.1. ábra. A ferromágneses vasmag a tekercsekkel.

3.2. ábra. A ferromágneses vasmag keresztmetszete.

A következő képen (3.3-as ábra) a mért ferromágneses vasmag hiszteréziskarakterisz-
tikáit lehet látni különböző mágneses fluxus értékek mellett.

Ahhoz viszont hogy a mért karakterisztikákat használni tudjuk illeszteni kell hozzá
egy eloszlásfüggvényt. Ahogy már az előzőekben léırtuk, a karakterisztika alakját a
Preisach-eloszlásfüggvény tartalmazza. Továbbá a µ(h1, h2) kétváltozós Preisach-eloszlás
szimmetrikus a h1 = −h2 egyenesre, ezért feĺırható két egyváltozós eloszlásfüggvény
szorzataként, µ(h1, h2) = ϕ(h1) · ϕ(−h2) [6]. Ezen egyváltozós eloszlásfüggvényeket
pedig tudjuk már valamilyen eloszlásfüggvénnyel közeĺıteni. Azt viszont nem szabad
elfelejteni hogy ı́gy csak a skalár hiszterézismodellt lehet közeĺıteni.
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3.3. ábra. A vasmag mért hiszterézisgörbéi.

Ennél a feladatnál a kétváltozós Preisach-eloszlást a következő egyváltozós Lorentz-
eloszlásfüggvénnyel közeĺıtették [6],

ϕ(x) =
C1

C2 · C3

√

π

(

π
2

+ tan−1

(

1

C2

)

)

1

1 +

(

x−C3

C2·C3

)2
. (3.1)

A mégpontosabb illeszkedés miatt ehhez még hozzá kell adni egy reverzibilis részt, ami
a következőképpen néz ki [6],

Brev(x) = D3 · x + D1 · D2 tan−1 x

D2

. (3.2)

A következő táblázatban (3.1. táblázat) pedig a C1, C2, C3 és D1, D2, D3 paraméterek
értékei találhatók, melyek mellett a legjobban illeszkedik a hiszterézisgörbe a mért hiszte-
rézisgörbéhez [6].

3.1. táblázat. A Lorentz-eloszlás és a reverzibilis rész paramétereinek értékei.

C1 [T 1/2] C2 C3 [Am−1] D1 [TmA−1] D2 [Am−1] D3 [TmA−1]
1,17 0,79 59,78 1,86·10−4 10 1,29·10−4

A fenti képletek ((3.1), (3.2)) és a hozzájuk tartozó értékek felhasználásával az
illesztés végeredményét lehet látni a 3.4-es ábrán. Az ábrán jól lehet látni hogy az
illesztés nem tökéletes, de első közeĺıtsében megfelel. Pontosabb illesztést valamilyen
numerikus illesztéssel lehetne elérni.
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3.4. ábra. Hiszterézisgörbe illesztése a mért hurokra.

3.2. A Maxwell-egyenletek

Mint már a feladat bemutatásánál emĺıtettem a feladat alacsonyfrekvenciás, ezért az
eltolási áramsűrűséget elhanyagoljuk. A transzformátorok örvényáramú feladatoknak
tekinthetők, azaz itt már az elektromos és mágneses tér összekapcsolódik, mert itt
függnek az időtől a különböző térjellemzők.

Azonban a szimuláció során az alacsony frekvencia miatt az örvényáram hatását
is elhanyagoljuk, vagyis a feladatnál elegendő egy stacionárius potenciálformalizmust
használni. Ezen felül még lehet egyszerűśıteni a feladatot, mert két- és háromdimenzióban
is vannak a feladatnak szimmetriaśıkjai. Ezeket kihasználva kétdimenzóban a feladat ne-
gyedét, háromdimenzióban a feladat nyolcadát szimuláltuk, ı́gy az ismeretlenek száma
nagymértékben lecsökkent, ı́gy gyorśıtva a szimuláció idejét.

A vizsgált stacionárius problémának két része van. Az egyik az Ωm nemlineáris
mágneses anyag, a ferromágneses vasmag, a másik az Ω0 nem mágneses, vagy nem vezető
rész, mint a levegő és a tekercsek [4,8]. A vizsgált stacionárius probléma sémáját a 3.5-ös
árbán lehet látni.

3.5. ábra. A ferromágneses vasmag negyedének kersztmetszete.
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A feladatban használt Maxwell-egyenletek összefoglalására, a differenciálegyenletek
a következők [2, 4, 8, 9]:

∇× ~H = ~J0, az Ω0, Ωm tartományban, (3.3)

∇ · ~B = 0, az Ω0, Ωm tartományban, (3.4)

∇ · ~J0 = 0, az Ω0, Ωm tartományban, (3.5)

ahol ~H a mágneses tér, ~B a mágneses fluxus, és a ~J0 a forrásáramsűrűség. A forrásáram-
sűrűséget a ~J0 = (N/S) · iAC képletből kapjuk, ahol N a tekercs menetszáma (ez itt
most 90), S a vezeték keresztmetszete m2-ben és a fázisáram iAC = vAC · R, ahol a
fázisfeszültség vAC= 13,5 V és az ellenállás R = 11, 74Ω.

A ~H mágneses térerősség és ~B mágneses fluxus között a kapcsolatot a konstitúciós
reláció adja meg. Ez a nemvezető anyagban, azaz a levegőben és a tekercsekben a
következőképpen néz ki [2, 4, 8],

~B = µ0
~H, (3.6)

ahol µ0 a vákuum permeabilitása (4π ·10−7Vs/Am). A konstitúciós reláció a nemlineáris
vasmagban pedig a következőképpen néznek ki [4],

~B = B{ ~H} = µFP
~H + ~R, (3.7)

ahol B{ ~H} egy hiszterézis operátor, mellyel a nemlineáris anyagot jellemezzük, µFP

egy alkalmasan választott permeabilitás érték és ~R a fixpont maradék, mely a fixpont
módszer használatából következik, és jelen esetben a fluxushoz hasonló mennyiség [4]. A
µFP értéket a

µFP =
µmax + µmin

2
(3.8)

képletből kaphatjuk meg, ahol µmax és µmin a maximális és a minimális meredeksége a
hiszteréziskarakterisztikának [4].

3.3. Tartományok és peremek

A két részt, Ω0-t és Ωm-et egy közvet́ıtő határfelület kapcsolja össze, melyet Γm0-val
jelölünk [4, 8]. Az egész feladatot Ω = Ω0 ∪ Ωm körülvevő perem két részre bomlik,
ΓB-re és ΓH-ra [4, 8]. A ΓH peremen a mágneses térerősség tangenciális komponense

egy adott ~K felületi áramsűrűséggel lesz egyenlő, azonban itt ~K = ~0, ezért ΓH perem a
szimmetriaśıkoknál lesz [4].

A ΓB perem a lezárásnál lesz és azoknál a szimmetriaśıkoknál ahol a mágneses fluxus
normális komponense nulla. A Γm0 közvet́ıtő határfelületen, a mágneses anyag és a levegő
között a mágneses térerősség tangenciális komponense és a mágneses fluxus normális
komponense folytonos [4, 8].

A peremfeltételek a következőképpen néznek ki [4, 8]

~H × ~n = ~0, a ΓH peremen, (3.9)

és
~B · ~n = 0, a ΓB peremen, (3.10)
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ahol a tartomány külső normál egységvektora ~n, továbbá

~H0 × ~n0 + ~Hm × ~nm = ~0, a Γm0 peremen, (3.11)

és
~B0 · ~n0 + ~Bm · ~nm = 0, a Γm0 peremen, (3.12)

ahol ~n0, ~nm, ~H0, ~Hm, ~B0 és ~Bm a tartományok normál egységvektorai, és a mágneses
tér és mágneses fluxus vektorainak természetesen a megfelelő régió peremén, illetve még
nyilvánvaló hogy ~n0 = -~nm a Γm0 perem mentén.

3.4. A redukált mágneses skalárpotenciál - formaliz-

mus

A mágneses térerősség vektor két részre bontható [4, 8, 10]:

~H = ~T0 + ~Hm. (3.13)

A ~T0 rotációja egyenlő a ~J0 forrásáramsűrűséggel, és ∇ × ~Hm egyenlő nullával, azaz
[4, 8, 10]

∇× ~T0 = ~J0, (3.14)

∇× ~Hm = 0. (3.15)

A ~T0 divergenciáját pedig Coulomb-mértéknek elő́ırhatjuk [4], azaz

∇ · ~T0 = 0, (3.16)

ennek elő́ırása nagyon hasznos lehet, amikor a ~T0 függvényt használjuk [4, 8, 10].

A végeselem-módszernél, ~T0-t vektor végeselemekkel közeĺıtjük, amı́g Φ-t csomóponti
végeselemmel. Sok féle módja van hogy ~T0-t használva reprezentáljuk a ~J0 forrásáramsű-
rűséget [4].

A dolgozatban ~J0 forrásáramsűrűséget a ~T0 rotációjával reprezentáljuk, mely eleget
tesz a ∇ · ~J0 = 0 egyenletnek, továbbá ~T0 divergenciáját nullának választjuk meg,
a Coulomb-mértéknek megfelelően. Itt kell megjegyezni, hogy ~T0-t az egész térben
számı́tjuk, azaz µ = µ0-nak kell lennie az egész feladatban. A használt módszernél a
következő funkcionál fejezi ki a ~T0 áramvektor-potenciál kiinduló egyenletét [4]:

F{ ~T0} =

∫

Ω

| ∇ × ~T0 − ~J0 |
2 dΩ. (3.17)

Ez az összefüggés ekvivalens a levegő tartományban értelmezett parciális differenciále-
gyenlet definiciójával, ami a [4]

∇×∇× ~T0 = ∇× ~J0, az Ω tartományban, (3.18)

és az ehhez tartozó peremfeltételek ΓB és ΓH peremen [4]

~T0 · ~n = 0, a ΓB peremen, (3.19)
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~T0 × ~n = ~0, a ΓH peremen. (3.20)

Ezt meglehet oldani valmailyen numerikus módszerrel, úgy hogy nem kell a Coulomb-
mértéket külön elő́ırni [4, 8, 10]. Végül ~T0 mint ismert értéket tudjuk figyelembe venni,
mert ezt a mennyiséget a numerikus szimuláció elött számoljuk.

A Φ - formalizmusnál a második lépés meghatározni a mágneses tér egyik részét,
~Hm-et, a (3.13)-as egyenlet második részét. Megkaphatjuk mint a Φ redukált mágneses
skalápotenciál negat́ıv gradiense,

~Hm = −∇Φ, (3.21)

a következő matematikai összefüggés miatt ∇× (∇ϕ) ≡ ~0, mely igaz minden ϕ = ϕ(~r)
skalár függvényre. Ezek után a mágneses térerősség a következőképpen fog kinézni ha
visszahelyetteśıtünk a (3.13). egyenletbe [4]:

~H = ~T0 −∇Φ, (3.22)

mely eleget tesz (3.3)-as egyenletnek a teljes Ω tartományban. Használva a konstitúciós
relációkat a mágneses fluxus a következő lesz

~B = µ(~T0 −∇Φ), az Ω0 tartományban, (3.23)

~B = µ(~T0 −∇Φ) + ~R, az Ωm tartományban. (3.24)

A mágneses fluxus divergenciája pedig egyenlő nullával, a (3.4)-es egyenletnek megfele-
lően. Végül a feladat parciális differenciálegyenletei a következőképp néznek ki a két
tartományban:

∇ · (µ∇Φ) = ∇ · (µ~T0), az Ω0 tartományban, (3.25)

∇ · (µ∇Φ) = ∇ · (µ~T0) + ∇ · ~R, az Ωm tartományban, (3.26)

mely egyenletek egy-egy általánośıtott Laplace-Poisson egyenlet.
A ΓH peremen, a mágneses térerősség tangenciális komponensére vonatkozó feltétel

egy Dirichlet-t́ıpusú peremfeltétel lesz,

Φ = Φ0, a ΓH peremen. (3.27)

A ΓB peremen, a mágneses fluxus normális komponensére vonatkozó feltétel egy
Neumann-t́ıpusú peremfeltétel lesz,

~B · ~n = 0 ⇒ (µ~T0 − µ∇Φ + ~R) · ~n = 0, a ΓB peremen, (3.28)

ahol nincs ~R ott természetesen nem szerepel a peremfeltételben.
A Φ-formalizmusnak a parciális differenciálegyenletei és peremfeltételei a következő-

képpen néznek ki [4]:

∇ · (µ∇Φ) = ∇ · (µ~T0), az Ω0 tartományban, (3.29)

∇ · (µ∇Φ) = ∇ · (µ~T0) + ∇ · ~R, az Ωm tartományban, (3.30)

Φ = Φ0, a ΓH peremen, (3.31)

µ(~T0 −∇Φ + ~R) · ~n = 0, a ΓB peremen, (3.32)

ahol (3.31) egy Dirichlet-t́ıpusú peremfeltétel, a (3.32) pedig egy Neumann-t́ıpusú perem-
feltétel.
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3.5. A fixpont iterációs módszer

Mint ahogy a fejezet elején is emĺıtettem, a hiszteréziskarakterisztika miatt a megoldandó
parciális differenciálegyenletek nemlineárisak lesznek. Emiatt szükség van egy nem-
lineáris egyenlet megoldóra. Ez a megoldó a fixpont iterációs módszer.

A fixpont-módszer kezdőfeltétele a t0 = 0 időben van, amikor ~H = ~0, ~B = ~0
és ~R = ~0. Ez az állapot a mágneses anyagnál a lemágnesezett állapot, mielőtt az
anyagot mágneses térbe helyeztük volna. Ezzel a kezdőfeltétellel indulva meghatározzuk
az időben változó ~H mágneses térerősséget minden időpillanatban, és a lépcsős görbét
változtatjuk a mágneses térerősség időbeni változásának megfelelően. Ez a művelet
megköveteli hogy kiszámı́tsuk a mágnesezettséget a Lorentz-eloszlásfüggvény Preisach-
háromszögre vett integráljaként. Ez a művelet és a lépcsősgörbe változtatása beletartozik
az iterat́ıv eljárásba, melyet többször is végigcsinál egy iteráción belül [4, 9].

A fixpont iterációs módszer lépéseit a 3.6-os ábra mutatja, melyek a következők:

3.6. ábra. A fixpont-módszer lépései.
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1. Létrehozni és megoldani az aktuális lineáris egyenletrendszert, Kx = b-t. A kon-
stans rendszermátrix K nem változik az iteráción belül, ezért elég csak egyszer
kiszámı́tani. Az x vektor tartalmazza az ismeretlen potenciál csomóponti értékeit.

2. A mágneses térerősség értékét kiszámı́tani a (3.22). egyenletből (a ~T0 értéke itt
szintén ismert, mert azt már kiszámı́tottuk minden végeselemben).

3. A ~B mágneses fluxus értékét minden végeselemben megkapjuk a hiszterézismodell-
ből. Ezeket a ~H − ~B párokat eltároljuk. Csak egy hiszterézisoperátort használunk
egy végeselemben.

4. Kiszámı́tjuk és frisśıtjük az ~R nemlineáris maradék értékét minden végeselemben
a nemlineáris tartományban, vagyis a vasmagban.

5. Meghatározzuk a számı́tás hibáját. Ezt a következőképpen tehetjük meg, az előző
és a mostani iterációnál minden egyes végeselemben kapott mágneses térerősség
értékeknek vesszük a különbségét, majd az ı́gy kapott értékeknek vesszük vala-
milyen normáját és ezt az értéket összehasonĺıtjuk egy előre definiált hibahatár
értékkel, mely általában ε = 10−8.

6. A b vektort összeasszembláljuk az új ~R értékeknek megfelelően.

7. Az iteráció ismétlődik amı́g a hiba nem lesz kisebb az előre maghatározott hiba-
határnál.

Itt a K rendszermátrixot a Φ - formalizmus differenciálegyenleteinek és a Neumann-
t́ıpusú peremfeltételének gyenge alakjából kapjuk [4]. Az ~R nemlineáris maradékot min-

den iterációs lépésen belül a ~R = ~B−µFP
~H képletből kapjuk meg, ezért csak az egyenlet

(Kx = b) jobb oldalának, a b-nek kell változnia egy iteráción belül [4, 9], de a µFP

választott permeabilitás értéke egyszer sem változik a teljes folyamat során.
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4. fejezet

A feladat megoldása

A numerikus módszerek, köztük a végeselem-módszer (FEM) is több lépésből áll, melye-
ket végig kell csinálni hogy egy-egy feladatot sikeresen megoldjunk.

A legelső lépés a modell meghatározása, melyet szimulálni szeretnénk. Ebben a
lépésben meg kell határozni milyen, vagy melyik parciális differenciálegyenleteket hasz-
náljunk, milyen peremfeltételek, folytonossági feltételek kellenek a modell minél jobb
közeĺıtést adó szimulációjához. Azt is meg kell mondani ebben a lépésbe hogy mi-
lyen a feladat, például örvényáramú vagy stacionárius. Ezen felül milyen az anyagok
karakterisztikája, azaz a feladat lineáris, vagy nemlineáris. Miután kiválasztottuk a po-
tenciálokat, a potenciálhoz tartozó parciális differenciálegyenletek gyenge alakját ki kell
dolgozni. Ez függ a feladattól is természetesen, de ha a feladat választott matematikai
modellje megfelelő a számı́tott elektromágneses mennyiségek közeĺıtése megfelelően pon-
tos értékeket adnak. A feladat geometriáját valamilyen CAD (Computer Aided Design)
szoftver seǵıtségével éṕıthetjük meg.

A következő lépés a preprocesszálás munkafolyamat. Itt meg kell adni a különböző
paraméterek értékeit, olyanokat mint az anyagi tulajdonságok, azaz konstitúciós relációk,
a gerjesztő jelet és további hasonló paramétereket. Itt lehet még a geometriát egyszerűśı-
teni, ha szükséges, amennyiben az szimmetrikus vagy tengelyszimmetrikus a feladat. Itt
ebben az esetben a szimmetriaśıkokat használjuk ki a feladat egyszerűśıtésére.

4.1. A végeselemes rács

A preprocesszálás lépésben a feladat geometriáját diszkretizálni kell a végeselemes ráccsal.
A végeselem-módszer alapötlete, hogy a feladatot, melyet vizsgálunk, osszuk fel minél
kisebb elemekre. A végeselemek kétdimenzóban lehetnek háromszög alakúak vagy négy-
szög alakúak, háromdimenzióban pedig tetraéder vagy kocka alakúak [4].

A végeselemes rácsot, amit a COMSOL Multiphysics [11] seǵıtségével generáltunk a
modellekre a 4.1. ábra mutatja. A kétdimenziós modellt (4.1(a). ábra), háromszög ele-
mekkel, a háromdimenziós modellt (4.1(b). ábra) geometriáját pedig tetraéder elemekkel
diszkretizáltuk.
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(a) A kétdimenziós modell. (b) A háromdimenziós modell.

4.1. ábra. A két- és háromdimenziós feladat végeselemes rácsa.

4.2. Számı́tás

A következő lépés a végeselem szimulációban a feladat megoldása. A végeselem-módszer
egyenleteit, melyek a gyenge alakon alapulnak [4], fel kell éṕıteni minden egyes végeselem-
re, majd ezeket az egyenleteket össze kell asszemblálni a végeselemes rácson keresztül.
Az asszemblálás azt jelenti hogy az egyenletek teljes rendszerét feléṕıtjük, aminek a
megoldása a bevezetett pontenciáloknak közeĺıtése. A megkapott algebrai egyenletrend-
szer nemlineáris. Ilyenkor kell a már emĺıtett fixpont módszer alkalmazni az egyenletek
megoldásainak közeĺıtéséhez.

4.2. ábra. Az nemlineáris rész megoldásához használt script egy része.
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Ennek egyik módja a COMSOL Multiphysics és a MATLAB összekapcsolása [5, 11],
melyet a szoftverek lehetővé tesznek. A lineráris részt a COMSOL sajátmegoldójával
oldatjuk meg, majd ehhez a megoldáshoz jön a nemlineáris rész, melyhez szükséges a
fixpont iterációs módszer. A fixpont iterációs módszert szintén a MATLAB-ban a COM-
SOL függvények seǵıtségével programozzuk le egy script formájában. Ebben a script-
ben függvények seǵıtségével h́ıvjuk meg a már előzőleg, szintén MATLAB-ban lekodólt
Preisach-modellt. A 4.2. ábra a nemlineáris rész megoldásához használt script egy részét
mutatja.

4.3. Posztprocesszálás

A végeselem-módszerben mindegyik elektromágneses mennyiséget (például mágneses tér,
mágneses fluxus stb.) a potenciálokból közvetlenül lehet kiszámı́tani.

Az Φ - formalizmusnál a ~H mágneses tér az elsődleges mennyiség. Az elsődleges
mennyiségek például a konstitúciós relációkkal együtt adják a többi mennyiséget.

A 3.2-es ábrán jelzett két pontban számoltam ki az időben változó mágneses fluxust,
és hasonĺıtottam össze a méréssel kapott mágneses fluxus egy periódusával.

Mint a feladat ismertetésénél ı́rtam a vasmag vastagsága 2,5 mm, mı́g a szélessége
és magassága körülbelül 170 mm. Vagyis elhanyagolhatóan kicsi a vastagsága, ezért
lehet a harmadik dimenziót elhanyagolva kétdimenziós feladatként kezelni. Viszony ez
nem mindig jó, mint ahogy majd ennél a feladatnál is lehet látni. Kétdimenziós esetben
úgy tekintjük a harmadik dimenziót mintha végtelen lenne, és emiatt néha nem kapunk
pontos eredményt. Emiatt érdemes odafigyelni hogy mit egyszerűśıtünk a modellben,
mert néha ez az eredmények rovására mehet.

A 4.3-as ábrán a C2-es pontban, a szélső oszlop középpontjában mért és számı́tott
időben változó mágneses fluxust lehet látni. A képen jól lehet látni hogy a kétdimenziós
szimuláció nem adott pontos eredményt. Ez az előbb emĺıtett, elhanyagolt vastagság
miatt van. Az eltérés mérvadóan a szórt induktivitásoknak tulajdońıtható, ami a tekercs
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4.3. ábra. Az időben változó mágneses fluxus a szélső oszlopban.
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4.4. ábra. Az időben változó mágneses fluxus a középső oszlopban.

körül alakul ki a harmadik dimenzió irányába. Ugyanezen a képen a háromdimenziós
szimuláció már jó eredményt adott, mert itt már benne vannak a szimulációban az előbb
emĺıtett szórt induktivitások.

A 4.4-es ábrán pedig a C1 pontban, a középső oszlopnban mért és számı́tott időben
változó fluxust lehet látni. Ennél a pontnál a kétdimenziós szimuláció és jó eredménnyel
szolgált. Ebben a pontban a mágneses fluxus két- és háromdimenzióban számı́tott és
mért periódusa közel azonos.

A 4.5-ös és 4.6-os képen pedig a mágneses fluxust lehet látni a vasmagban. A nor-
malizált mágneses fluxus vektorokon jól lehet látni, hogy a kétdimenziós szimulációnál

4.5. ábra. A kétdimenziós szimuláció eredménye.
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4.6. ábra. A háromdimenziós szimuláció eredménye.

a szélső oszlopban kisebb a fluxus mint a háromdimenziós esetben. Pedig a mért fluxus
görbék maximumából is kilehet olvasni hogy a középső és szélső oszlopban közel azonos
nagyságú mágneses fluxus jön létre. Ez a közel megegyező nagyság a háromdimenziós
szimulációnál teljesül, ahogy a 4.6-os ábra mutatja. Az ábrák melletti sźınskálából kile-
het olvasni, hogy a két- és háromdimenziós eredményeknél a maximális fluxus értéke
majdnem ugyanannyi. A fluxusmaximumok a belső sarkoknál jönnek létre.
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5. fejezet

Koklúzió és jövőbeli tervek

A dolgozatban egy, a villamosmérnöki gyakorlatban gyakran előforduló problémára mu-
tattam be egy újszerű megoldást. A legfőbb eredmény egy olyan eljárás bemutatása,
amellyel gyorsan, hatékonyan és korszerűen lehet figyelembevenni az anyagok nemlin-
earitását. Ennek seǵıtségével a nemlinearitásból adodó jellemző változásokat még gyártás
előtt korigálni lehet, ı́gy egy-egy újonnan tervezett eszközt, berendezést sokkal olcsóbban,
költséghatékonyabban lehet elkésźıteni. A dolgozatban a szimulációt COMSOL Mul-
tiphysics és a MATLAB szoftverekkel végeztem el, továbbá a modell feléṕıtésén, szi-
mulációján keresztül rövid ismertetőt adtam ezen szoftverekről.

A dolgozatban bemutatásra került a mágneses hiszterézis és ezen jelenség numerikus
megvalóśıtása, melynek seǵıtségével figyelembe vehetővé vállik a hiszterézis jelenség a
szimulációban. Majd bemutattam egy egyszerű nemlineáris potenciálformalizmust, és
egy nemlineáris egyenletmegoldót, a fixpont iterációs módszert röviden. Legvégül pedig
ezeknek az összességeként, egy feladaton keresztül igazoltam a Preisach-modell és a
végeselem-módszer összekapcsolásának helyes működését. Az eredményeknél ezt jól lehet
látni, hiszen kijöttek a méréssel kapott eredmények a szimulációk során.

A jövőben a hiszterézismodellt szeretném gyorśıtani, és megvalóśıtani egy vektor
hiszterézismodellt, hiszen maga a hiszterézis jelenség vektoriális. Ezen felül szeretnék
megismerkedni a hiszterézisméréssel, a hiszterézismérő berendezés vezérlésével, szabályo-
zásával, valamit a méréssel kapott eredmények kiértékelésével.
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