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Eloszo

A konyv a Széchenyi Istvan Egyetem villamosmérnoki és miiszaki infor-
matika szakdn a HEFOP pélyazat keretében irédott, a , Jelek és rendszerek”
cimii egy féléves targy tananyagét tartalmazza.

A konyvben jelek matematikai leirdsdval, rendszerek matematikai meg-
fogalmazdasaval foglalkozunk. A jel lehet egy rendszer gerjesztése és célunk
a rendszer ezen gerjesztésre adott valaszjelének meghatarozdsa lesz. Mind-
ezt elvégezhetjiikk az id6tartomanyban, a frekvenciatartomanyban és a
komplex frekvenciatartomanyban. Mar az elején megjegyezziik, hogy a
hirom médszer nem helyettesiti, hanem kiegésziti egymadst.

A konyv egymasra épiild részekbdl, azon beliil pedig fejezetekbdl és
alfejezetekbdl all, ugyanis kiilon targyaljuk a folytonos idej(i és a diszkrét
idejti jeleket és rendszereket. Véleményem szerint az anyag igy atlathatobb.

Az Olvasoénak tisztaban kell lennie a matematika kdvetkezd fejezeteivel:
differencidlszdmitds, integralszamitas, linedris algebra. Igyekeztem azon-
ban gy felépiteni a konyvet, hogy a matematikai apparatust a sziikséges
helyeken, a sziikséges mértékben felelevenitem, sok helyen labjegyzet for-
mdjaban. Nem art azonban a hidnyossdgokat pl. a Bolyai-sorozat idevagé
koteteinek tanulmanyozéasaval potolni. Az elméleti hatteret minden eset-
ben példédkkal is illusztralom. A képletek levezetése és a tételek bizonyitasa
sordn pedig minden lépést részletezek a jobb érthetéség érdekében. Teszem
ezt pontosan a matematikai alapok esetleges hidnya miatt.

A konyv terjedelmi korlatok miatt szamos példat, példaprogramot,
a gyakorlati életben is el6fordulé illusztrativ problémdt nem tartalmaz.
Ezeketahttp://www.sze.hu/ kuczmann honlapon igyekszem kozzé-
tenni, ahol egy folyamatosan b&viilé és javul példatarat is taldl az Olvasé.
Akdr a példdkban, akér a konyvben fellelt hibdk, elirdsok jelzését szivesen
veszem.

Jelen kiadas a konyv mésodik, javitott verzidja. El6addsaim, valamint a
honlapon kozzétett segédanyagok és megjegyzések kiegészitésként szol-
galnak a konyv mellé, melyek célja a tananyag finomitésa, és a kovetkez6
kiadds még tokéletesebbé tétele.
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1. Jelek

1.1. Ajel fogalma

A kiilonb6z6 folyamatok mérheté mennyiségeirdl informéciot mérémdisze-
rek (pl. fesziiltségmérd miiszer, &rammérd miiszer, oszcilloszkép, sza-
mitégéppel tdmogatott mérési eszkdzok, hémérs, sebességmérd stb.) se-
gitségével kaphatunk. Ezen mért mennyiségeket fizikai mennyiségeknek
nevezziik, melyek matematikai leirasat vdltozék bevezetésével végezziik,
értékiik pedig egy adott mértékegységben (pl. SI egységrendszerben, vagy
egy kényelmes, koherens egységrendszerben) kifejezett szamérték.

A jel a fizikai mennyiség olyan értéke vagy értékuvdltozdsa, amely egy egyértel-
milen hozzdrendelt informdciot hordoz. A jel tehdt informdciétartalommal bir. Sok
esetben a véltozo és a jel ugyanazt jelenti (szinonimdk).

Jelek matematikai lefrasara fiiggvényeket alkalmazunk, melyek (legegy-
szer(ibb, de tipikus esetben) egy fiiggetlen valtozo6 és egy fiiggd valtozo
kozott egyértelmi kapcesolatot realizdlnak. A fiiggetlen valtozo (a fligg-
vény argumentuma) értékeinek halmaza alkotja a fliggvény értelmezési
tartomdnyét, a fliggd valtozo Osszes értéke pedig a fiigguény értékkészletét.

A jel értelmezési tartomdnydan ezenttl az iddt, értékkészletén pedig a
vizsgélt jel ltal leirt fizikai mennyiség értékét értjiik, vagyis idofiiggvé-
nyekkel foglalkozunk.

1.2. Jelek osztalyozasa

A jelek értelmezési tartomanyuk és értékkészletiik alapjan az aldbbi négy
tipusba sorolhatok (1. 1.1. abra).

1.) Ha a jel az id6 argumentum minden val6és értékére értelmezett,
akkor folytonos idejil jelr6]l beszéliink. Ezen csoportban legismertebb az
analég jel (folytonos értékii jel), amelynél a jel értéke is folytonos (pl. egy
mikrofon kimend jele, az abran ilyen az x1(t) jel).
tokban mintdkat vesziink, akkor az id6ben diszkrét, értékkészletében pedig
folytonos jelet kapunk, ami voltaképpen egy szamsorozat. Ezt diszkrét idejil
jelnek nevezziik (az dbran az x; (k] jel).

3.) Vannak olyan jelek, amelyek csak bizonyos értékeket vehetnek
fel egy megszamlalhaté szdmhalmaz elemeibdl (Iépcsds, masnéven kvantilt
jelalak, vagy diszkrét értékii jel). Az 1.1. dbran az x3(t) jel az idében folytonos,
de értékkészletében diszkrét.
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4.) Végiil a szamitastechnika szinte minden mfiszaki teriileten jelen
1év6 alkalmazédsa miatt nagy jelentésége van a mind idében, mind érték-
készletében diszkrét jelnek, amelyet digitdlis jelnek neveziink. Az x4[k] jel
koédolasa utan digitélis jelet kapunk.

Folytonos idejti jelek Diszkrét idejti jelek
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1.1. &bra. Jelek négy alaptipusa

Megjegyezziik, hogy az x3[k| jelet az z1(t) jel un. mintavételezésével
kapjuk, és a jobb oldali hatarértéket vessziik figyelembe. Az x4[k] jelet pedig
az x3(t) jelbdl vett mintdk adjak a bal oldali hatarérték felhaszndldsaval.
Mindez a k = 0 titemnél és x4 [k] ugrasaindl tlinik ki.

A konyvben csak a folytonos értékii, folytonos idejti és a folytonos
értékd, diszkrét idejti jelekkel foglalkozunk (az 1.1. dbrédn az els6 sor). A jel
értéke lehet val6s vagy komplex, mi azonban csak a valés értékii jelekkel
foglalkozunk.

A jeleket tovabbi szempontok szerint is csoportosithatjuk. Egy jelet
determinisztikus jelnek neveziink, ha értéke minden id6pillanatban ismert
vagy meghatarozhato, kielégitd pontossaggal mérhetd, s az megismételhetd
folyamatot ir le. Ilyenkor a jel elvileg képlettel, id6fiiggvénnyel leirhato.

Sztochasztikus jelr6l beszéliink, ha a jel mérésére tett kisérletek kiilon-
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bo6z6, ,véletlenszerti” eredményeket szolgéltatnak. Ebben az esetben nem
tudunk egyértelmtien egy idofiiggvényt megadni, hanem a jel statisztikus
tulajdonségait kell meghatarozni, pl. a jel un. varhat6 értékét. Sztochaszti-
kus jelek esetében a valoszintiségszamitds elméletét is alkalmaznunk kell,
melyre pl. hiraddstechnikai alkalmazasok sordn lehet sziikség.

Sok gyakorlati esetben a jel egy determinisztikus és egy sztochasztikus
jel 0sszege.

A tovébbiakban kizarélag determinisztikus jelekkel foglalkozunk.

1.3. Folytonos idejil jelek

Egy x jelet akkor neveziink folytonos idejfinek, ha a jel az id6 minden valds értékére
értelmezett:

’x:x(t), t € R, vagy —oo<t<oo,‘ (1.1)

ahol ¢ jeloli a folytonos id6t, melynek SI mértékegysége a szekundum (s),
koherens egységrendszerben pl. ms, s stb. lehet, R pedig a val6s szamok
halmaza. Ilyen jel az 1.1. abrén lathat6 z;(¢) és x3(t).!

A tovébbiakban csak x(t) jeloléssel hivatkozunk a folytonos idejti jelek-
re, mert a kerek zardjelbe tett argumentum egyértelmfien jeloli, hogy errdl
vansz6 (at € Rés —oo < t < oo jeloléseket elhagyjuk).

1.3.1. Folytonos idejii jelek megadasa

Folytonos idejti jelek megaddasdra tobb lehet6ségiink van, amelyeket itt
példédkkal is szemléltetiink.

1.) Képlet. Egy fliggvény segitségével az z(t) jelet tetszbleges t idpil-
lanatban meghatarozhatjuk (a példakban az id6 egysége szekundumban

értendd):?
0, ha t<0;
n(t) = { 5¢72 ha t>0 (1.2)

0, ha t<O0;
xo(t)=4q 2t, ha t>0 A t<25 (1.3)
0, ha t>2)5,

"Folytonos idejti jel megjelenitésére alkalmas eszkoz pl. az oszcilloszkép, melynek
képerny&jén a mért jel egy id6szeletét vizsgalhatjuk.

2Az x2(t) jelben szerepld A jel az és kapcsolatot jeloli, azazat > 0ésat < 2,5 feltételnek
egyardnt teljestilni kell.
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x3(t) = 3cos (2t + w/4rad), (1.4)
24(t) = 4 — 0,5t (1.5)

2.) Grafikus dbrdzolds. Segitségével a jel id6beli lefutdsa szemlélete-
sen megadhat6. Legtobb esetben csak kvalitative, véges iddintervallumra
szoritkozva és korlatozott pontossaggal tudjuk felvazolni.> Néhany esetben
(pl. ha a jel periodikus, vagy lecseng? jellegti) kovetkeztetni lehet a jel nem
dbrazolt részeire is. Az 1.2. 4bran dbrazoltuk az (1.2)-(1.5) képletekkel
megadott jeleket.
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1.2. &bra. Folytonos idejil jelek grafikus megaddsa

3.) Differencidlegyenlet. Egy folytonos idejii jel megadhaté egy n-
edrendti differencidlegyenlettel, de ebben az esetben egy adott t id6pontban
(célszerfien a t = 0-ban) meg kell adnunk n szdma un. kezdeti értéket is.

*Matematikai szoftverek segitségével azonban az dbrdk tokéletesen szerkeszthe-
ték. A konyv adbrait az Octave és a GnuPlot programok segitségével készitettiik el
[www.octave.org].
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A legegyszer(ibb esetet (elsérendti differencidlegyenlet egyetlen kezdeti
értékkel) példan keresztiil mutatjuk be:

d
& -2y, y(0) =5,

dt
ahol y = y(t) a meghatdrozand6 idofiiggvény. El6szor formalisan szoroz-
zuk meg a differencidlegyenlet mindkét oldalat d¢-vel:*

1
dy:—2ydtﬂdy:—2dtﬂ/yd;,:—2/dtﬂ

Y
Iny+ C1 = =2(t + Cy) 9, y=e 270 =2 C = Me .

Az (1) 1épésben vigyiik &t az y valtoz6t a bal, a ¢ valtozoét pedig a jobb oldal-
ra (vdltozok szepardldsa). A (2) 1épésben formdlisan integrdljuk az egyenlet
mindkét oldalat. A (3) Iépésben felhasznéljuk az 1/y és az 1 integrandu-
szok primitiv fliggvényét, az Iny + C; és a t + C, fliiggvényeket, és a (4)
lépésben rendezziik az egyenletet y-ra gy, hogy a C és Cs konstanokat
0sszevonjuk egyetlen C konstansséd (C = C + 2C3). Végiil helyettesitsiik
az e~¢ konstanst M-el. Ezaltal az y = Me~% megoldashalmazt kapjuk,
ahol az M konstans értékét a ¢ = 0 id6pillanatban adott érték segitségével
hatdrozzuk meg: y(0) = Me® = 5. Igy a differencidlegyenletet és a kezdeti
feltételt is kilégits idéfiiggvény a kovetkezo:

y(t) = 5e 2.

A megoldas ismeretében C értéke szamunkra mér
érdektelen. Megjegyezziik, hogy M értékének megha-
tarozésa pedig azt jelenti, hogy az Me ™2 girbeseregb6l
kivalasztjuk azt a fiiggvényt, amelyik a differenciale-
gyenlet mellett kielégiti a megadott feltételt is (az 1.3.
abran M kiilonboz6 értékeire lathatunk megolddsokat). 0.5 ¢ 0.5 1 1.5 2
A kapott eredmény helyességérdl a fliggvény differen- o
cidlegyenletbe torténd visszahelyettesitésével gy6zod-
hetiink meg (az e~ fiiggvény id6 szerinti derivéltja
—2e7?h). Az

= N N S

1.3. 4&4bra. Az
—2t

Me==" jel

y(t) = MeN

*Az egyes lépések kozotti dtmenetet nyilak jelolik, s a nyilak folé irt sorszam a részletezett
lépéseket és miiveleteket jeloli. Ezt a fajta magyarazatot a késbbiekben is hasznalni fogjuk.
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tipust idofiiggvényre az id6tartomanybeli analizis soran még visszatériink
(a bemutatott példdban A = —2).

4.) Ertékek felsoroldsa. A folytonos idejti jel kozelits leirdsat kapjuk egy
adott id6intervallumban, ha értékeit adott ¢, idépillanatokban felsoroljuk.
Ilyen adatsort kaphatunk, ha pl. egy mérést szamitégéppel végziink. Az
el6z6 példa esetében valasszuk a t;, = k(0,2) id6pillanatokat:

y(tr) = {5; 3,35; 2,25; 1,51; 1,01; 0,68;...}.

1.3.2. Az egységugrasjel

A vizsgélt folyamatokat leir jelek egy adott idépillanatban kezd6dnek,
ami nyugodtan valaszthat6 nullanak. Az egységugrdsjel hasznos lesz ilyen
jelek leirasara, melynek jele és definici6ja az aldbbi:

0, ha t<0;
£(t) { 1, ha >0, (1.6)

A szakaszonként folytonos egységugrasjelnek a t = 0 id6pillanatban ugrdsa,
véges szakaddsa van, ahogy az 1.4. dbran lathat6. Itt bal oldali hatarértéke (a
t = —0id6pillanatban) 0, jobb oldali hatarértéke (a ¢t = +0 id6pillanatban)
pedig 1:°

tEIPOS(t) =¢e(—-0) =0, tlir}rlos(t) =e(+0) = 1. (1.7)

Az £(t) jel értéke a t = 0 id6pillanatban tehdt nem definialt.

) e(t) 1r(t —7)

!
t T t
1.4. abra. Az egységugrdsijel és eltoltja (T > 0)

Sziikségiink lehet egy tetsz6leges T id6vel eltolt egységugrasjelre, amely
a kovetkezdképp adhat6é meg:

0, ha t<T;
5(15—7')—{ 1, ha t>r, (1.8)

*Szokés Heaviside-fiigguénynek is nevezni és 1(t)-vel jelolni.
®A t = F0jeloléssel a t = 0 id6pillanat bal és jobb oldalrél torténd megkozelitésére
utalunk.
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azaz, az (t — 7) a t tengelyen jobbra, az (¢ + 7) pedig balra tolodik el
az ¢(t) jelhez képest, hiszen el6bbinek a t = 7, utébbinak pedigat = —7
helyen van ugrésa (1. 1.4. dbra).

Az egységugrasjelet és eltoljat véges tartojii

jelek matematikai formuléval torténé megada- f et —h) —elt—t)

sdra alkalmazzuk. Véges tartdjunak neveziink e(t —t1)

egy jelet, ha az egy véges iddintervallumon ki- — .

viil mindeniitt nulla értékd. Egy jel csak véges t1 ) t2 t
Ce(t— t

ideig figyelhet6 meg: gondoljunk pl. arra, hogy
egy jelet oszcilloszképpal vizsgédlunk, s a jelnek
csak az oszcilloszkép képerny6jén dbrazolhatéd
részét latjuk. Az egységugrasjel alkalmas arra, hogy a vizsgdlt jelet d4gy
irjuk le, hogy adott részét kitakarjuk egy négyszogletes ablakkal, amit két
eltolt egységugrasjel kiilonbségeként allithatunk eld (1. 1.5. dbra). Tegyiik
fel, hogy az x(t) jel id6ben egy adott t; < ¢ < t intervallumat szeretnénk
abrazolni, ekkor az

1.5. dbra. A négyszogletes
ablak elddllitdsa

ly(t) = [e(t —t1) —e(t — ta)] (t). (1.9)

Osszefiiggést kell alkalmaznunk.

Példaképp az 1.6 abrakon az z(t) = 0,5 + 0,4e"" cos(3t) jelet szagga-
tott vonallal dbrazoltuk és az (1.9) tipust ablakoz6 jellel torténd beszorzas
utan az ered¢ fiiggvényt folytonos vonallal jeloltiik (£, = 0 és to = 1,255,
valamint t; = —0,25s és to = 1,75s). A folytonos vonallal rajzolt jel id&-
fuggvénye tehat felirhat6 a kovetkez6 formaban:

y(t) = [e(t —t1) —e(t — t2)] (0,54 0,4e " cos(3t)) .

e N
/

[e(t)-€(t-T)]Ix(t)

\
[e(t—ty) —€(t-t,) I1x(t)

-0.5 0 0.5 1 1.5 2 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

1.6. abra. Ablakozo fiigguények alkalmazdsa
Ezek alapjan az (1.2) és (1.3) jeleket tgy is felirhatjuk, hogy

z1(t) = e(t)5e 2, xo(t) = [e(t) — e(t — 2,5)]2t.
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1.3.3. A Dirac-impulzus

A Dirac-impulzushoz az un. egységnyi intenzitdsii impulzuson keresztiil
juthatunk el, melynek jelolése és definicidja az alabbi:

e(t) —e(t—1)

S(t,r) = (1.10)

Ennek szélessége tehat 7, magassaga pedig 1/7, s igy intenzitdsa (teriilete)
egységnyi (1. 1.7. &bra). Ezt tgy is mondhatjuk, hogy a d6(¢,7) integralja

egységnyi:
/ 5(t7) dt = 1/ dt=1. (1.11)
—00 T Jo
1O(t, 1) — (¢) Lathato, hogy minél rovidebb ideig tart ez

az impulzus, értéke anndl nagyobb lesz, ami a
definiciébdl kovetkezik. Szemléletesen (de ez
_‘L nem a korrekt definicid), ha 7 — 0, akkor a §(¢,7)
impulzus az un. Dirac-impulzussal irhato le:

. e(t)—e(t—1)
. o) = lim ——"——,

T t

1.7. &abra. A Dirac-
impulzus szemléltetése

A=

azaz 0(t) minden ¢ értékre nulla, kivéve a t =
0 helyet, ahol értéke végtelen nagy, mikdzben
intenzitdsa definicié szerint egységnyi:

o) +0
/ stydt= [ o)dt = 1. (112)
—o0 -0

A Dirac-impulzus (Dirac-féle delta fliggvény) szokdsos jelolése egy nyil (1.
1.7. abra). A Dirac-impulzus pdros fiigguény.
Az (1.12) dsszefiiggés igaz az id6ben eltolt Dirac-impulzusra is:

[e%) to+0
/ 5t — to) dt = / 5t — to) dt = 1. (1.13)
—0o0 t

0—0

Ebbdl kifolyolag fenndll a kovetkezd 0sszefliggés, ami definidlja is a Dirac-
impulzust: ha az f(¢) jel folytonos a t = ¢( helyen, akkor

| st - a = s, (1.14)
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hiszen ha az f(t) id6fliggvényt beszorozzuk a 6(t — t¢) Dirac-impulzussal,
akkor egy olyan fiiggvényt kapunk, amelynek értéke mindentitt nulla,
kivéve a t = 1 helyet, ahol viszont értéke egy olyan Dirac-impulzus,
melynek nagysdga ardnyos a konstans f(t) értékkel. Igy irhatjuk, hogy

to+0
fto) [ ot~ to)dt = ().
to—0

A §(t) jel matematikailag egyszertibben kezelhet6, minta a 6(¢,7) im-
pulzus, ezért hacsak lehet az utébbit a Dirac-impulzussal kozelitjiik. Ez a
kozelités viszont csak akkor jogos, ha 7 sokkal kisebb a vizsgéalt folyamat
jellemz6 idejénél. Hogy mi egy folyamat jellemz0 ideje, arrdl a kovetkezd
részekben lesz sz6.

A Dirac-impulzus értelmezhet6 pl. a kovetkezd paros fliggvény hatdre-
seteként, amikor 7 — O:

.

51 (t,7) = ==t (1.15)

Ha 7 — 0ést — 0, akkor a jel értéke végtelenhez tart, hiszen a nevezd
gyorsabban tart nulldhoz, t — oo esetén pedig nulldhoz tart a jel. Ezen jel

gorbe alatti teriilete szintén egységnyi:”

o IR A 1 £\
[t i T (V)] @,
oo T(t2 4 72) T oo 14 (1) ™ )] o

vagyis 7 — 0 esetén szintén Dirac-impulzust kapunk.

1.3.4. Az egységugrasjel és a Dirac-impulzus kapcsolata, az altalano-
sitott derivalt fogalma

Az e(t) jel és a 6(t) jel kozott szoros kapcesolat van. Ezt vizsgéljuk a kovet-
kez6kben. Ehhez azonban a jel derivdltjinak fogalmara lesz sziikségiink.
Ha az x = z(t) jel differencidlhatd, akkor képezhetjiik annak derivaltjat:

_dx L m(t4 At) —x(t)
Tt Alir—r}o At ’

ami szintén egy ido6fliggvény, és az x(t) jel derivalt jelének nevezziik feltéve,
hogy ez a hatéarérték létezik.®

2 (1) (1.16)

"Tudjuk, hogy (arctgz)’ = 1747 Haaz z = £ helyettesitéssel éliink, akkor arc tg £
1

e L. Ezt hasznaljuk ki az (1) 1épésben. Az arc tg fliggvény hatérértéke a co-ben %,
migTa —oo-ben — 7. Egyszer(isités utdn a (2) Iépésben tehat 1-et kapunk eredményiil.
8 A késbbiekben az id6 szerinti derivaltat sokszor a jel f51é helyezett ponttal jelezziik:
/ __ dx
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Eléfordul, hogy egy folytonos idejfi jel szakaszonként differencidlhato,
viszont az egyes szakaszok atmeneténél a jelnek véges szakaddsa (ugrasa)
van.

Ennek kezelésére vezetjiik be az dltaldnositott derivdlt fogalmat, amely-
nek definicidja a kovetkez&: egy x(t) jel derivéltja az az z/(t) jel, melynek
segitségével az z(t) jel a kovetkezbképp allithato els:

t
() = / 2/ (7) dr + a(to). (117)
to
Ebben az esetben z(t) nem feltétlentil folytonos jel. Rendszerint fenndll,
hogy x(—o00) = 0 és ekkor ty) = —oo vélaszthato:
t
x(t) = / 2'(r)dr. (1.18)

Vizsgéljuk meg ezt az 1.8. dbran lathat6 példan keresztiil, amikor is az
e(t) fuggvényt a kovetkezd jellel kozelitjiik (7 — 0):

0, ha t<0;
z(t)=1< t/7, ha t>0 A t<T;
1, ha t>r.

)

1)

o
t)/dt

1)

o

dx (

-0.5 0 0.5 1 1.5 2 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

1.8. dbra. A példdban szerepld x(t) jel és ' (t) derivdltja (itt T = 1sés 7 = 1,55)

Ezen jel derivaltja a kovetkez6képp hatdrozhat6é meg. A jel harom sza-
kaszbol 4ll, els6 és harmadik szakasza konstans, melyek derivéltja nulla,
kozépss szakasza egy egyenes, melynek meredeksége 1/7. Az 2/(t) deri-
vélt jel tehat egy olyan négyszogimpulzus, amelynek értékea 0 <t < 7
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intervallumban 1/7, vagyis z'(t) = (t,7) (v0. az (1.10) osszeftiggéssel és
az 1.7. abraval).

Ha 7 — 0, akkor az z(t) jel az £(t) fiiggvényhez, az 2/(t) derivalt jel
pedig a §(t) Dirac-impulzushoz tart. Helyettesitsiik vissza ezen eredményt
az (1.18) definiciés Osszefiiggésbe:

t
e(t) :/ o(r)dr. (1.19)
Az integral értéke a t < 0 iddpillanatokban nulla (egészen t = —0-ig),

hiszen ott §(t) értéke is nulla. A ¢t = 0 pillanatban megjelenik a Dirac-
impulzus, melynek nagysdga végtelen nagy, azonban (1.12) ismeretében
tudjuk, hogy a t = +0-ban méar egységnyi értéke lesz a vizsgalt integralnak,
s at > 0 intervallumban ez mar nem novekszik, hiszen 4(¢) értéke ott is
nulla, azaz:

t 0, ha t<0
/ (5(7)de{ 1 h: £>0 = e(t). (1.20)

)

Ebbol mar kovetkezik az a fontos 6sszefiiggés, hogy a Dirac-impulzus az
egységugrdsjel dltaldnositott derivdltja:

g'(t) = 4(t). (1.21)

Ebben az esetben az ugrés értéke egységnyi. Meg kell azonban jegyezni,
hogy ha az ugrés értéke nem 1, hanem K, azaz a jel Ke(t), akkor annak
derivaltja Kd(t).

Példa Elemezziink most egy olyan példat, amelyhez hasonlé a kés6b-
biekben gyakran el6 fog fordulni. Vegytink egy olyan z(t) jelet, amelyet
szakaszonként az z; (t) illetve az x2(t) folytonos jel ir le, és a kettd taldlko-
zasandl (a t; helyen) z(t)-nek K értékii véges szakadasa van (egy példa
lathat6 az 1.9. dbran):

() = z1(t), ha t<ty; [ x1(t) =3e %, ha t < 2s;
T = wo(t), ha t>t. | za(t) =5e 22 ha t>2s.

A vizsgélt jel a t < t; id6intervallumban folytonos és differencialhato,
tehat 2 (t) derivaltjat el tudjuk éllitani. Ugyanezt meg tudjuk tenni a
t > t; id6intervallumban is, ahol a derivélt 25 (t). A jelnek azonban a
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1.9. dbra. A példdban szerepl6 x(t) jel és ' (t) derivdltja

t1 —0 <t < t1+0 helyen szakadésa van, ahol derivéltja a 6(¢) jellel ardnyos,
s mivel a szakadds értéke K, ezért a derivalt értéke Ko(¢), s igy:

) (t), ha t<ty; —6e™ 2, ha t < 2s;
2 (t)=< Ko(t—t1), ha t=t;; =1 4,9456(t—2), ha t¢=2s

x5 (¢), ha t> . —10e72(t=2) " ha t> 2s.

A K értéke szamolhat6: K = x5(t1) — x1(t1) = 5 — 3e~4 = 4,945.

Vizsgaljunk meg egy masik modszert is a derivalt meghatarozasara.
Ehhez elGszor fel kell irnunk az xz(t) fliggvényt ablakozott jelek segitségével
zart alakban. A jel els6 tagja t = ¢; id8pillanatig tart, ez tehat eldallithat6 az
xq(t) = [1—e(t—t1)] x1(¢) alakban, a masodik tag pedig ¢ > ¢; id6pillanattol
lép be, s igy felirhatd az x;(t) = (t — t1 )x2(t) alakban. Az z(t) jel ezen két
jel 0sszege

x(t) = xa(t) + xp(t) = [1 —e(t — t1)] w1 (t) + e(t — t1)z2(t).

Ezutan végezziik el a derivalast formdlisan, vagyis pl. a jel els6 tagja (z4(t))
két fliggvény szorzatdbdl all, tehat tgy derivéljuk, mintha két fiiggvény
szorzatanak derivaltjat hatdrozndnk meg, nevezetesen (uv)’ = u'v + uv'.
Voltaképpen errdl van sz6, tehat

2o (t) =[1 — et —t) 21 () + [1 — e(t — t1)] 2 (¢) =
=—0(t —t1) w1 (t) +[1 —e(t — t1)] 21(8),

tovabba

ay(t) =[e(t — t1)]'w2(t) +e(t — t1) 25(t) =
=0(t — t1) ma(t) +e(t — t1) 2h(2).
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Hasznalnunk kell egy masik derivéldsi szabdlyt is, nevezetesen, hogy két
(vagy tobb) fiiggvény Osszegeként felirhaté fliggvényt gy derivalunk,
hogy az egyes fliggvények derivéltjait Osszegezziik, s igy megkapjuk a
végeredményt:

a!(t) = ay(t) + 2y (t) = —0(t — tr) w1 (t) + [1 — e(t — t1)] 2 () +
+8(t — t1) ma(t) + e(t — t1) 2h(1).

A derivilt jel tartalmaz eltolt Dirac-impulzusokat, melyekr&l azonban
tudjuk, hogy csak a ¢t = t; id6pillanatban vesznek fel értéket, minden
mas id&pillanatban értékiik nulla. Ha tehat vessziik pl. a §(t — ¢1) z1(t)
szorzatot, akkor azt latjuk, hogy az z:(t) jel be van szorozva egy eltolt
Dirac-impulzussal. Az x;(t) jel hidba vesz fel adott értékeket a t = ¢; id6-
pillanaton kiviil, azokat nulldval szorozzuk, azaz a szorzat csak a t = t;
idépillanatban ad §(t —t;) 21 (t;) értéket. Altaldnosan tehat azt mondhatjuk,
hogy egy é(t — to) Dirac-impulzus és egy id6fliggvény szorzatdbol ad6do
idéfiggvény olyan, hogy csak a t = ¢y helyen vesz fel értéket, ami a fiigg-
vény t = to helyen vett helyettesitési értékének és a Dirac-impulzusnak
a szorzata. Ez a Dirac-impulzus tehat a fliggvény helyettesitési értékével
ardnyos. Ennek ismeretében a derivélt jel a kdvetkezd végleges alakot olti:

()= =0t —t1)x(t1) + [1 —e(t —t1)] 2h () +
+8(t —t1) xa(tr) +e(t — t1) h(t) =
=1 —e(t —t1)] 2, () + 6(t — t1)[za(tr) — 21 (£1)] + e(t — 1) 2h(t),

ami megegyezik az el6bbi megfontoldsokbdl kapott végeredménnyel. A
szampéldanal maradva:

2'(t) = 3[1 —e(t — 2)] e % + 4,945 5(t — 2) + Se(t — 2) e 272,

1.4. Diszkrét idejll jelek

Egy x jelet akkor neveziink diszkrét idejiinek, ha fiiggetlen viltozdja csak egész
értékeket vehet fel:

’:E:l‘[k‘], keZ, vagy ke€|-o0,...,—1,0,...,00],

(1.22)

ahol £ jeloli a , diszkrét id6t” (iitemnek hivjuk), Z pedig az egész szdmok
halmazat. Ilyen jel az 1.1. dbran lathato z;[k] és x4[k]. Ez pl. tgy kép-
zelhet? el, hogy egy folytonos idejti jelb6l Ty mintavételi periédusidével
egyenletesen mintakat vesziink a ¢, = kT id6pillanatokban, s a vizszintes
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tengelyen csak k értékét tiintetjiik fel, ami a k-adik iitem (a gyakorlatban
pl. egy folyamat folytonos idejti jelét mintavételi kartyaval mérjiik). Az 1.1.
dbran T; = 0,1s.

A tovébbiakban csak z[k] jeloléssel hivatkozunk a diszkrét idejii jelekre,
hiszen a szogletes zardjelben 1év6 argumentum egyértelmtien jeloli, hogy
err6l van sz6 és a k € Z, valaminta k € [—oo,..., — 1,0,...,00] jeloléseket
elhagyjuk.

1.4.1. Diszkrét idejli jelek megadasa

Diszkrét idej(i jelek megadasara tobb lehetdségiink van, melyeket a folyto-
nos idejii jelek targyaldsdhoz hasonléan példdkkal is szemléltetiink.

1.) Képlet. Egy Osszeftiggés segitségével az z[k| jelet k barmely értékére
megadhatjuk. Példénak vegyiik az aldbbi négy jelet:’

0, ha £k <0;
x1[k] = { 4055 ha k>0 (1.23)

0, ha k <0;

xolk] =< 1,1k, ha k>0 A k<4 (1.24)
0, ha k>4,
T 1

x3[k] = 2,5 cos (6kz + 3 rad) , (1.25)

zalk] = 0,25k — 1. (1.26)

2.) Grafikus dbrdzolds. TetszOleges z[k] jel idGbeli lefutdsa grafikusan
megadhatd. Az 1.10. dbran felvazoltuk az (1.23)-(1.26) jelek id6fiiggvényét.

3.) Ertékek felsoroldsa. A jel véges hosszisagt szegmense megadhat6
az értékek felsorolasdval, azaz egy szamsorozattal. Az (1.24) jel véges
tartoja, igy azt az alabbi médon foglalhatjuk tablazatba:

k 0 1 2 3
xolk] |0 1,1 22 33

Az (1.23) jel azonban csak véges szdmu értékével jellemezhetd, hiszen
végtelen sok adatot nem tudunk felsorolni, pl.:

k ]0 1 2 3 4
wn[k] |4 2 1 05 025

° Az x3[k] jelben szerepld A jel az és kapcsolatot jeloli, azaz a k > 0ésa k < 4 feltételnek
egyarant teljestilni kell.

Tartalom | Targymutatd = = 423>



Jelek és rendszerek Diszkrét idejl jelek

Tartalom | Targymutatd = = 924>

5 5
4 4

- 3 3

z 2
2 2
1 1
0 0
-1 0 1 2 3 4 -1 0 1 2 3 4

k k

3 2

x5 [K]
o
©
©

Q

%, [X]
o
o
o

o 0]

-3 -2
-5 0 5 10 15 20 -2 0 2 4 6 8

1.10. abra. Diszkrét idejil jelek grafikus metgadu’sa

Ez természetesen informéciévesztéssel jarhat. A modszer alkalmas lehet
szamitogépes taroldsra, az z[k] jelet pl. egy vektorba rendezhetjiik.

4.) Rekurziv formula. A jel k-adik titembeli értéke sok esetben rekurziv
tton szamolhat6 az azt megel6z6 értékek segitségével, pl.:

y[k] = 075y[k - 1] + Ovly[k - 2]’ y[_l] =2, y[—Q] = 0.

Ak =0,1,2,... Gitemekre az y[k] értéke az un. ,1épésrol 1épésre”’-mbdszer-
rel szdmolhat6, melyhez azonban ismerni kell az un. kezdeti feltételeket is (a
példaban y[—1] = 2 és y[—2] = 0). A rekurzi6 tehat a kovetkezd:

y[0] = 0,5y[—114+0,1y[—2)= 0,5-2+0,1-0 = 1;
y[1] = 0,5y[0] +0,1y[~1]=0,5-140,1-2=0,7;
y[2 = 05y[1] +0,1y[0] =0,5-0,7+0,1+1 =045,

y[3] = 0,295 és igy tovabb. Ebbdl az egyszerti példabdl is lathatd, hogy a
rekurziés formula szdmitégépet alkalmazva nagyon hatékony lehet. Ez
a megadasi méd valamelyest emlékeztet a folytonos idejti jel differenci-
alegyenlettel torténé megaddasara, ott azonban ilyen ,1épésrdl 1épésre”-
médszer nem létezik!?.

oDifferencislegyenletek megoldasa soran a differencidlegyenletet elgszor differenciae-
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1.4.2. Az egységugrasjel

Egy gyakran alkalmazott jel az egységugrasjel, melynek definicidja az

alabbi:
0, ha k<0;
elk] = { | ha k>0 (1.27)

azaz az egységugrds értéke a k < 0 titemekre 0, nem negativ egész értékekre
pedig 1, ahogy az 1.11. &brédn lathat6. Sziikségiink lehet a tetszéleges i
titemmel eltolt egységugrasra, mely a kovetkez6képp adhaté meg:

. 0, ha k<i;
elk —i) = { 1 ha k> (1.28)

azaz az ¢k — i] a k tengelyen jobbra, az <[k + i] pedig balra tol6dik el az
e[k] jelhez képest, hiszen el6bbinek a k = i (1. 1.11. dbra), utébbinak pedig
a k = —i helyen van ugrésa.

elk] elk —1]
17
ST 2 TS ok

1.11. &bra. Az egyséqugridsijel és eltoltja

51k] 5l — i
II IL T
12 .- k 124 k

1.12. abra. Az egységimpulzus és eltoltja

gyenletté kell alakitani, s hasonlé médon meg lehet oldani. Erre a 10. fejezetben latunk
példakat.
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1.4.3. Az egységimpulzus

Az egységimpulzus (diszkrét idejti Dirac-impulzus) jele és definicidja az
alabbi (1. 1.12. abra):

0, ha k<0
Ok]=¢ 1, ha k=0 (1.29)
0, ha k>0,

azaz az egységimpulzus értéke a k = 0 helyen 1, barmely mas helyen értéke
nulla.

A tetszoleges i titemmel eltolt egységimpulzus a kovetkez6képp adhatod
meg:

0, ha k<1
Sk—i =4 1, ha k=q; (1.30)
0, ha k>1.

A 0[k — i] a k tengelyen jobbra (1. 1.12. dbra), a d[k + i] pedig balra tolodik
el a §[k| jelhez képest, hiszen el6bbi a k = i, utébbi pedig a k = —i hely
kivételével mindeniitt nulla. Az egységimpulzus bevezetésével pl. az (1.23)
és az (1.24) jel a kovetkezdképp irhato le:

x1[k]

A5[k) +26[k — 1]+ 6k — 2] +0,56[k — 3] + ...,
$2[k‘} 1

1,160k — 1] +2.28[k — 2] + 3,30k — 3.

Tetszbleges z[k] jel dltalanosan a kovetkezd alakban irhato fel:

o0

wlk] = > afi] 6k — i, (1.31)

1=—00

tehdt az z[k] jelet eltolt egységimpulzusok suilyozott dsszegeként, mds néven
szuperpozicidjaként irhatjuk fel.

1.4.4. Az egységugrasjel és a Dirac-impulzus kapcsolata

Az egységugrasjel kifejezhet6 egységimpulzusokkal,

5[k]:§:5[k—z’]Eé[k]+5[k—1]+5[k—2]+..., (1.32)
=0
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az egységimpulzus pedig felirhat6 az egységugrassal:

(0[k] = e[k] — e[k — 1], (1.33)

Utobbi altalanositdsaval juthatunk el a folytonos idejti ablakhoz hasonlé
diszkrét idejti ablakhoz. Ha a levont [k — 1] helyett pl. e[k — 4]-et irndnk,
akkor egy olyan jelet kapndnk, ami csak a 0 < k£ < 3 intervallumban adna
1 értéket, minden mas helyen pedig nullat. Ezzel lehetdség nyilik véges
tartoju jelek leirasara. Az (1.24) jel igy a kovetkez6képp adhaté meg:

walk] = {elk] — e[k — 4]} 1,1k,

azaz az 1,1 k tipusti jelet, amely a —oo < k < oo intervallumban értelmezett,
szorozzuk egy olyan ablakkal, amely csak a 0 < k < 3 intervallumban ad
egységnyi értéket. Ha tehat az 1,1k jelet az £[k] — e[k — 4] ablakon kereszttil
,Mnézziik”, akkor pont a kivant z;[k]| jelet kapjuk.

1.5. Jelek tovabbi osztalyozasa

A mérnoki gyakorlatban kialakult néhany elnevezés a jelek fajtdira és jel-
lemzéire. Ezek koziil a szamunkra fontosakat targyaljuk a kovetkezékben.

1.) Belépdjelek és nem belépd jelek. Egy folytonos idejti z(t) jelet belé-
pének neveziink, ha értéke ¢ negativ értékeire azonosan nulla. Egy diszkrét
idejti z[k| jel akkor belépd, ha értéke k negativ értékeire azonosan nulla.
Tehat

2(t)=0, hat<0, illetve z[k]=0, hak<0.|  (134)

A (1.2) folytonos idejti és a (1.23) diszkrét idejii jelek tehat belépdjelek. A
legegyszer{ibb belépGjelek az egységugras és a Dirac-impulzus. Barmely
x(t), vagy z[k] jel egységugrassal szorozva belépéjelet ad. Altaldnosan
azt mondhatjuk, hogy az x(t) jel a to helyen belépdjel, ha értéke a t < ¢
id6intervallumban nulla. Analég médon az z[k] jel a ko helyen belép&jel,
ha értéke a k < kg id6intervallumban nulla. Tehat

2(t) =0, hat<ty, illetve z[k]=0, hak <k | (1.35)

Ha nem adhat6é meg olyan t, id6pillanat, illetve kg {item, amelyre az
el6z6 feltétel teljesiil, akkor a jel nem belépd tipusu. Ilyen tipikus példa
a nem belépd szinuszos jel, az z(t) = X coswt és az z[k] = X cos vk jel,
amivel az 5. és a 8. fejezetben részletesen foglalkozunk. Tovédbbi példak
nem belépé jelekre: x(t) = e~ 2, x[k] = 1.
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2.) Pdros és pdratlan jelek. Egy x(t), illetve x[k]| jelet pdrosnak neve-
ziink, ha a jelre igaz, hogy

o(—t) = a(t), illetve w[—k] = x[k], | (1.36)

azaz, ha a jel a fligg6leges tengelyre (az ordinatara) szimmetrikus. Példdk
péros jelekre:

(t) =
o z(t) = 5coswt, illetve z[k] = cos Uk,
o z(t) = e 5, illetve z[k] = 2|k|,
o x(t) =0(t), z(t) = 6(t +2) + §(t — 2), illetve z[k] = J[k].
Egy z(t), illetve x[k] jelet pdratlannak neveziink, ha teljesiil, hogy

(o(—t) = —a(t), illetve [k = —z[k],

(1.37)

azaz, ha ajel az origéra szimmetrikus. Példék paratlan jelekre:
o z(t) = 2t,illetve z[k] = —5k,
e z(t) = 5sinwt, illetve z[k] = sin Ik,
o x(t) =0(t+2)—6(t—2).

Barmely xz(t), illetve z[k] jel felbonthat6 egy paros és egy paratlan jel dssze-
gére:

x(t) = xps(t) + xpu(t), (k] = xps[k] + zpulk], (1.38)
ahol
ronlt) = 3 [o(0) + (1)), wpul] = 5 k] 4K}, | (139)
illetve
rpalt) = 5 [2(0) ~ 2(~0)], wpulk] = 5 (oK —a[-K}.|  (140)

3.) Korldtos jelek. Egy x(t), illetve x[k] jel korldtos, ha létezik olyan
véges M érték, amelyre teljesiil hogy:

z(t)| < Mt €R illetve |z[k] < M,k € Z.] (1.41)
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Korlétos jel pl. az z(t) = X coswt, mivel z(t) értéke abszolut értékben
maximalisan X lehet. Az x(t) = ¢(t) és az z[k] = ¢[k] jel szintén korlatos.
Fontos megjegyezni, hogy mig a d[k| korladtos (értéke a k = 0 helyen 1),
addig a 6(¢) jel nem korlatos, mivel értéke végtelen nagy a ¢ = 0 helyen.

4.) Abszolit integrdlhato jelek. A folytonos idejti x(t) jelet abszoliit
integrdlhaténak nevezziik, ha

/00 lz(t)] dt < 0. (1.42)

—0o0

5.) Abszolit dsszegezhett jelek. A diszkrét idejti (k| jelet abszoliit
0sszegezhetdnek nevezziik, ha

> z[k]| < oo. (1.43)

6.) Négyzetesen integrdlhato jelek. A folytonos idejt z(t) jelet négyzete-
sen integrdlhatonak nevezziik, ha

/oo lz(2)]? dt < oco. (1.44)

—00

7.) Négyzetesen 0sszegezheto jelek. A diszkrét idejli x[k] jelet négyzete-
sen 0sszegezhetonek nevezziik, ha

i |z [k]|* < oo. (1.45)

k=—o00

8.) Periodikus jelek. Egy x(t) folytonos idejti jel periodikus a T" periddusi-
dovel, ha z(t + T') = x(t) fenndll ¢ minden értékére. Egy x[k] diszkrét idejii
jel periodikus a K periédussal, ha z[k + K] = z[k] fenndll £ minden értékére.
A periodikus jel egy tipikus példéja a szinuszos jel, masnéven harmonikus jel.
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2. Rendszerek

2.1. Arendszer fogalma

A rendszer egy fizikai objektum valamilyen modellje, melynek segitségével
modellezhetjiik, matematikailag leirhatjuk annak m{ikodését.

Rendszer pl. egy szabalyozand6 berendezés (pl. egy szivattyt), amely-
hez szabdlyoz6 eszkozt kell tervezni, egy bonyolult ipari robot, de rendszer
lehet egy rugoéra akasztott test és a rug6 egyiittesen. A rendszer lényege,
hogy matematikai forméba ontsiik azt a bonyolult folyamatot, amelynek
szimuldcidjat el szeretnénk végezni annak érdekében, hogy megbizonyo-
sodjunk az objektum tulajdonsagairdl, megtudjuk, hogy az hogyan fog
viselkedni, ha valamilyen hatdas éri.

Ezek a kiils6 hatasok a rendszer bemenetei, mdsnéven gerjesztések, s a
rendszer ezen gerjesztésekre vilaszokkal reagdl, melyek a rendszer kime-
netei.

Az el6z6 részben targyalt jelek tehdt akar a rendszer bemenetei és
kimenetei is lehetnek.

2.2. Rendszerek osztalyozasa

A rendszer a bemeneteket kimenetekké transzformilja, azaz adott gerjeszté-
sekhez adott valaszokat rendel. A rendszereket bemeneteik és kimeneteik
szdma alapjan két f6 csoportba sorolhatjuk (1. 2.1. dbra):

1.) SISO-rendszerek. A SISO rovidités az angol ,single input single
output” elnevezésb6l adodik, és egy bemenetii és egy kimenetii rendszert jelent.
Ezen rendszerek egyetlen gerjesztéshez egyetlen valaszt rendelnek, amit az

ly(t) =W{s(t)}, vagy ylk] = W{s[k]}| 1)

gerjesztés-vdlasz kapcsolattal irhatunk le matematikailag. A tovabbiakban
s(t) és y(t) jeloli a folytonos idejti rendszer gerjesztését és valaszat, s[k| és
y[k] pedig a diszkrét idejli rendszer gerjesztését és valaszat. A VW (irott W)
az Osszerendelés operdtora, amely reprezentdlja magat a rendszert, azaz
ha ismerjiik a rendszer gerjesztését, akkor annak vélasza meghatérozhato.
Tobbnyire SISO-rendszerekkel foglalkozunk.

2.) MIMO-rendszerek. A MIMO rovidités az angol , multiple input
multiple output” elnevezésbdl adddik, és sok bemenetil és sok kimenetii rend-
szert jelent. Ezen rendszerek értelemszertien tobb gerjesztéshez tobb valaszt
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rendelnek, amit az

() =W{s(t)}, vagy ylk] = W{s[k]}] (22)

gerjesztés-véalasz kapcsolattal irhatunk le matematikailag. Ebben az esetben
az I szdmu gerjesztés és az O szamu valasz kozott a gerjesztés-valasz
kapcsolatot O szdmu operator irja le mind folytonos, mind diszkrét idejti
rendszer esetén:

y1 = Wi{s1,82,...,51},
Y2 = W2{517827 ce. 781}7

. y = W{S}a
Yo = Wo{sl,SQ, e ,SI},

amely gerjesztéseket és valaszokat egy-egy oszlopvektorban lehet megadni:

s = [51,52, ... 781]T7 Yy = [y1.y2, . ,yO]T
s(t) y(t)
KZ SISO j\ﬁt MIMO o
= y=W{sp S y=W{s} P>
ST ,7_;9

2.1. dbra. SISO- és MIMO-rendszerek grafikus megaddsa (SISO-rendszernél
példit ldthatunk egy gerjesztésre adott vdlaszra folytonos idejii rendszer esetén)

Léteznek még MISO- (sok bemenetti és egy kimenetti), és SIMO- (egy
bemenetii és sok kimenet(i) rendszerek is.

Fontos megjegyezni, hogy a gerjesztés-valasz kapcsolat a fenti alakban
dltalaban nem ismert. Léteznek azonban un. rendszermodellek, amelyek
rendelkeznek bizonyos szamu ismeretlen paraméterrel, s a cél az, hogy az
objektumon végzett mérések eredményeit felhaszndlva meghatdrozzuk a
rendszermodell paramétereit Gigy, hogy az minél jobban leirja a vizsgalt
objektum viselkedését. Ez a feladat a rendszeridentifikicid, amely még ma-
napsdg is fontos kutatdsi teriilet. Ennek ismertetése meghaladja ezen konyv
és a targy kereteit, igy ezzel nem foglalkozunk, hanem feltessziik, hogy az
objektum gerjesztés-vélasz kapcsolata, azaz a rendszermodell ismert.

Osztalyozhatjuk a rendszereket a bemenet(ek) és kimenet(ek) kozotti
leképezést megvaldsité W operédtor determinisztikus és sztochasztikus
jellege alapjan. Csak a determinisztikus gerjesztés-vélasz kapcsolata és
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determinisztikus bemenet(i és determinisztikus kimenet{i rendszerekkel
foglalkozunk.

Attol fliggben, hogy a gerjesztés és a valasz folytonos idejli vagy diszk-
rét idejti, egy rendszer lehet

1.) folytonos idejii gerjesztésii és folytonos idejii vdlaszil,

2.) folytonos idejii gerjesztésii és diszkrét idejii vdlaszii, vagy

analog-digitalis (A /D) atalakitok,

3.) diszkrét idejti gerjesztésii és folytonos idejii vilaszii, vagy

digitélis-anal6g (D/A) dtalakitok,

4.) diszkrét idejil gerjesztésii és diszkrét idejil vdlaszii.

A konyv f6ként az els és az utols6 csoportba tartozé rendszerekkel foglal-
kozik. Az A/D as D/ A 4talakitok esetében a diszkrét idejti jelek rendszerint
diszkrét értékiiek is. A 10. fejezetben foglalkozunk a masik két csoporttal
is.

A rendszereket (amelyeknek gerjesztése és valasza egyarant folytonos
idejt vagy diszkrét idejli) még a kovetkezd fontos szempontok szerint
osztalyozhatjuk:

1.) Linedris rendszerek. Egy rendszer (folytonos idejti, vagy diszkrét
idejti) akkor linedris, ha a gerjesztés-vélasz kapcsolatot kifejez WV operator
linedris, azaz ha a rendszerre érvényes a szuperpozicio elve, ami a kdvetkez6t
jelenti.

Tételezziik fel, hogy a W operétor az s; gerjesztéshez az y; valaszt, az
so gerjesztéshez pedig az y, vélaszt rendeli. Legyen ezutadn a rendszer ger-
jesztése s = (151 + Casg, ahol C és C; teszbleges konstans értékek, akkor a
linedris rendszer valasza y = C1y1 + Cayo. Ha ez nem 4ll fenn, akkor a rend-
szer nemlinedris. A linearitas feltételét formalisan is megfogalmazhatjuk, ha
felhaszndljuk az y = W{s} jelolést:

(W{Cis1 + Casa} = COW{s1} + CaW{sa} = Ciyn + Caga.| (23)

A linearitds fontos kovetkezménye, hogy ha a rendszer gerjesztése s = 0,
akkor vélasza is y = 0.

A linedris ellendllas karakterisztikdja Ohm torvénye értelmében a
kovetkezs: u(t) = Ri(t). A kondenzatort és a tekercset karakterizal6
i(t) = C’dqégf) ésu(t) = Ldé(tt ) egyenletek szintén linedris eszkdzoket frnak
le (R, L és C konstans értékek). A félvezetd eszkozok (didda, tranzisztor)
tipikus nemlinedris aramkori elemek.

A konyvben f6ként linedris rendszerekkel foglalkozunk, de a 11. feje-
zetben roviden kitériink a nemlinedris rendszerek vizsgélatéra is.
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2.) Invaridns rendszerek. Egy rendszer akkor invaridns, ha a gerjesztés
id6beli eltoldsa azt eredményezi, hogy a védlaszban csak egy ugyanekkora
id&beli eltolodés kovetkezik be (2.2. dbra):

W{s(t —7)} = W{s(®)},_,_,, VT ER,
W{slk — i} = W{slk]},p_;» Vki€Z

s(t)
J@
=~ Wi
s(t—1) y(t —71)
Jrﬁ Jr&f

2.2. abra. A folytonos idejii rendszer invariancidja

(2.4)

Tegytik fel, hogy egy folytonos idejii SISO-rendszer gerjesztése s(t), s
erre a rendszer y(t) valasszal reagdl. Toljuk el ezutdn a gerjesztést az idében,
mikozben a jel alakja nem valtozik meg, azaz legyen a gerjesztés s(t — 7).
Ha ehhez a gerjesztéshez y(t — ) valasz tartozik, akkor a rendszer invarians.
Diszkrét idejli rendszerek esetén ez a kovetkezSképp részletezhets. Tegyiik
fel, hogy egy diszkrét idejli rendszer gerjesztése s[k]|, s erre a rendszer y|k]
véalasszal reagdl. Toljuk el ezutdn a gerjesztést az id6ben, mikdzben a jel
alakja nem véltozik meg, azaz legyen a gerjesztés s[k — i]. Ha ehhez a
gerjesztéshez y[k — i] vélasz tartozik, akkor a rendszer invaridns. Ezen
feltételnek minden s(t)-y(t), illetve s[k]-y[k] parra teljestilni kell. Ellenkez6
esetben a rendszer varidns.

Varidns rendszer pl. egy egyszerfi ellendllas is, ha figyelembe vessziik,
hogy a rajta atfoly6 aram 4ltal létrehozott teljesitmény melegiti az ellenal-
lashuzalt. A melegedés hatdsdra megnd a huzal rezisztencidja. Egyszertibb
esetben ett6l a hatastol eltekintiink, azaz invarians rendszerként modellez-
zlik az ellenélldst, konstans rezisztenciaval.

3.) Kauzdlis rendszerek. Egy rendszer akkor kauzdlis, ha vélaszanak
adott id6pontbeli értéke nem fiigg a gerjesztés jovobeli értékétdl, vagy pre-
cizebben megfogalmazva, egy folytonos idejli rendszer akkor kauzélis, ha
az y(t) valasz barmely ¢, id6pontban az s(t) gerjesztés csak olyan értékeit6l
tigg, melyekre t < t;. Egy diszkrét idejli rendszer (analég médon) akkor
kauzalis, ha az y[k] védlasz barmely k; {itemben az s[k| gerjesztés csak olyan
értékeitdl fligg, melyekre k < k;. Egyébként a rendszer akauzdlis. Egy

Tartalom | Targymutatd < = 433>



Jelek és rendszerek Halézatok
Tartalom | Targymutatd = = 434>

z n

linedris rendszer akkor és csakis akkor kauzdlis, ha bdrmely belépd gerjesztéshez
belépd vdlasz tartozik. A kauzalitas tehat az ok-okozat kapcsolatot jelenti.

Minden fizikai rendszer kauzdlis, hiszen a tapasztalat szerint nincs
olyan rendszer, amelynek jelen idépillanatbeli dllapota fiiggene a jov6tol.
Ezek az un. predikcidra (jéslasra) képes rendszerek.

4.) Stabil rendszerek. Egy rendszer akkor gerjesztés-vdlasz stabilis, ha
bdarmely korlatos gerjesztésre korlatos valasszal reagal. Ezt a stabilitast
BIBO-stabilitdsnak is szokds nevezni a ,,bounded input implies bounded
output” angol elnevezés roviditésébsl. A definiciéban kiemeljiik a bdrmely
sz6 jelentdségét. Elképzelhets, hogy a rendszer tobb korldtos gerjesztésre
korlatos valaszt ad, de ha létezik akar egyetlen olyan korlatos gerjesztés,
amelyre a rendszer nem korlatos valasszal reagdl, akkor a rendszer nem
gerjesztés-vélasz stabilis, més széval a rendszer labilis.

3. Haldézatok

3.1. A haldzat fogalma

A hdlézat (gondoljunk pl. egy villamos halézatra) komponensek dsszekap-
csoldsdbdl dll. Minden komponensnek (hédlézati elemnek) egy vagy tobb
bemenete és egy vagy tobb kimenete lehet (p6lusok). A bemenet(ek) és
a kimenet(ek) kozti kapcsolatot a komponens karakterisztikdja adja meg,
ami egy fliggvénykapcsolat a komponens bemeneti véltozoéja (valtozoi)
és kimeneti véltozdja (valtozoi) kozott, pl. megadja a kimeneti valtozot
a bemeneti véltoz6 fliggvényében. A hélézat bemenetére a gerjesztést
kapcsoljuk, kimenetén pedig a vélaszt varjuk.

A halézatok ugyantugy osztdlyozhatok, mint a rendszerek. Beszélhe-
tiink tehéat linedris és nemlinedris, invaridns és varians, kauzalis és aka-
uzdlis, stabil és nem stabil hal6zatokrél. A halézat is rendelkezhet egy,
vagy tobb bemenettel és egy, vagy tobb kimenettel, gerjesztése és vala-
sza lehet folytonos idejti vagy diszkrét idejli. Az elnevezések definicidja
természetesen megegyezik a rendszerek esetében targyaltakkal.

A hdlézat akkor reprezentdl, mdsszéval realizdl egy rendszert, ha gerjesztés-
vdlasz kapcsolataik megegyeznek.
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3.2. Jelfolyam tipusu halézatok elemei

Az altalunk vizsgélt halézatok un. jelfolyamhdlozatok, melyekben a kovetke-
z0 jellegzetes (elemi) komponensek fordulhatnak elé:

1.) Forrds. A forras a hal6zat bemenetét, gerjesztését repre-

zentdlja, egyetlen kimeneti véltozdja az s = s(t) folytonos s
idejti jel, vagy az s = s[k] diszkrét idejti jel, bemenete nincs.

2.) Nyeld. A nyel6 a hadlozat kimenetét, vdlaszat reprezen-

tdlja, bemeneti véaltozdja a keresett y = y(t) folytonos idejti y
jel, illetve y = y[k] diszkrét idejii jel, kimenete nincs.

3.) Osszegzécsomdpont. Az dsszegz6csomobpont kime-
netén a bemenetére érkezd jelek Osszege jelenik meg, azaz =~ Y

y(t) = Z si(t), vagy ylk] = Z si[k]. 3.1)
Tetsz6leges szdmu bemenete lehet és egyetlen kimenete van. Az 6sszegz6-
csomoépontokndl tehdt dsszekapcsoldsi kényszer all fenn, melynek teljestilni
kell.

4.) Eldgazécsomdpont. Egyetlen bemeneti polusa és tet- —
sz6leges szamt kimeneti pélusa van. A bemenetére érkezs — ° .4 Yi,
s = s(t), vagy s = s[k] jel minden kimenetén viltozatlanul L

halad tovabb, azaz y; = y;(t) = s(t), vagy v; = v;[k] = s[k]. Az eldgazdcso-
mopontokndl szintén dsszekapcsoldsi kényszer &ll fenn.

5.) Erdsito. Az erdsit6 olyan linedris komponens, amely- K
nek karakterisztikdja y(t) = Ks(t), vagy y[k] = Ksk], ahol s Y
K egy id6tol fuggetlen konstans (erdsités), tehat az er6sitd
invaridns elem. Ha |K| < 1, akkor csillapitdsrol beszélink.

Ha K az id6 ismert fuggvénye (K (t), vagy K [k]), akkor varians erdsitérol
van sz0.

6.) Késleltetd. A késleltetd olyan diszkrét idejii hal6zati
elem, amely a bemenetére érkez6 diszkrét idejii jelet egy =[k + 1] : (k]
titemmel késlelteti, de a kimeneti jel és a bemeneti jel értéke
megegyezik. Ez memoridval bird, un. dinamikus elem. A D
betti az angol delay (késleltetés) szora utal.
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7.) Integrdtor. Az integrator olyan folytonos idejii hal6zati
elem, amelynek kimenetén a bemenetére érkez folytonos (1) x(t)
idejti jel integralja jelenik meg. A kés6bbiekben azonban azt
a jelolést fogjuk haszndlni, hogy az integrator bemeneti jele
az &(t) derivalt jel, kimenete pedig az x(t) jel. A jel folotti pont az id6
szerinti derivéltra utal. Az integrator a folytonos idejt halézatok dinamikus
eleme.

8.) Nemlinedris er6sitd. A nemlinedris er6sit6 olyan kom- ¢ 7
ponens, melynek karakterisztikdja nemlinedris, bemenet és
kimenete kozott az n = ®{¢} kapcsolat all fenn, ahol ¢ (a
gorog kszi betfi) a nemlinedris er6sit6 bemeneti jele, 1 (a gorog eta betti)
pedig a kimeneti jele, ®{-} (a gorog nagy fi betii) pedig egy nemlinearis
tiiggvénykapcsolat.

9.) Szorzécsomdpont. A szorzécsomépont (ami egy nem-
linearis komponens) kimenetén a bemenetére érkez6 jelek  s; Y
szorzata jelenik meg:

y(t) = H si(t), vagy ylk] = H si[k]. (3.2)

Megemlitjiik, hogy egyéb tipust hdlézatok is léteznek, a villamosmér-
noki gyakorlatban pl. a Kirchhoff-tipusii hdlézat az egyik legfontosabb.

A hdlézatanalizis feladata az ismert hdl6zati topoldgiaval, és ismert karak-
terisztikdji komponensekkel megadott hdlozat altal reprezentalt rendszer
valamely gerjesztés-vélasz kapcsolatdnak meghatdrozasa.
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4. Fl rendszerek analizise az idotartomanyban

4.1. Az ugrasvalasz és alkalmazasa
4.1.1. Az ugrasvalasz definicidja

Ha ismerjiik egy linedris rendszer adott gerjesztéshez (az un. vizsgdldjelhez)
tartozo vdlaszdt, akkor ezen gerjesztés-vilasz kapcsolat ismeretében meg tudjuk
hatarozni a rendszer tetszdleges gerjesztéshez tartozo valaszat is. Ilyen
vizsgdldjel az egyséqugrdsjel és a Dirac-impulzus. Ebben az esetben ugyanis ez
a gerjesztés-vélasz kapcsolat jellemzi a linedris rendszert (1. W{-} operator
a (2.1) definiciéban). A kovetkez6kben ezen két jel alkalmazasaval foglal-
kozunk.

Ha a gerjesztés idofliggvényét elemi fliggvényekre bontjuk, akkor az
egyes részfliggvényekre, mint gerjesztésekre a részvalaszokat kiilon-kiilon
meg lehet hatdrozni. Végiil a (2.3) 6sszefiiggésnek megfelel6en a részvala-
szok Osszegzése adja a teljes vélaszjelet, hiszen a rendszer linedris.

Az utébbi szempontbdl a legegyszertibb vizsgéljel az c(t) egységugras.
Ha a rendszer bemenetére ezt a jelet adjuk, akkor a rendszer véalasza az un.
ugrdsvdlasz, vagy mas néven dtmeneti fiigguény lesz, melyet v(t)-vel szokds
jelolni.

Az ugrdsvdlasz tehdt az egqységugrdsjelre adott vilasz:

ly(H) =v(t), ha s(t)=c(t), azaz o(t) =W{e(t)}.| (41)

Ha a rendszer kauzdlis, akkor az ugrdsvélasz belépdjel. Ha a rendszer id6-
ben invaridns, akkor az eltolt (¢ — 7) jelre a rendszer v(t — 7) vélasszal
felel, hiszen ha a bemenetre érkezo jel idében kés6bb jelentkezik, akkor a
valaszban is ugyanekkora késleltetés lesz megfigyelhetd.

A rendszer invariancidjdnak és linearitdsanak illusztraldsat szolgélja a
kovetkez6 harom egyszerti példa (1. 4.1. abra).

1.) Legyen egy linedris, invaridns és kauzalis rendszer ugrdsvélasza,
azaz az s(t) = ¢(t) gerjesztésre adott valasza a kovetkezé:

v(t) = e(t) e .

Ha ugyanezen rendszer gerjesztése s(t) = e(t — 4), ami azt jelenti, hogy az
ugrés a t = 4s id6pillanatban jelenik meg, akkor a rendszer kimenetén az
invariancia kovetkeztében az

y(t) =v(t—4) =¢e(t—4) o—2(t—4)
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4.1. dbra. Az invariancia és a linearitds illusztrdildsa

vélaszjel jelenik meg a t = 4s id6pillanatban, tehat a véalaszjel is ugyan-
annyit késik, mint a gerjesztés (4.1. dbra 1. dbraja). Vegyiik észre, hogy
minden ¢ helyébe (¢ — 4)-et irtunk.!!

2.) Az ugrasvalasz ismeretében meghatarozhatjuk pl. azt is, hogy
milyen feleletet ad a rendszer az s(t) = 2¢(t) gerjesztésre (az £(t) jel kons-
tansszorosdra). A gerjesztés ebben az esetben az egységugrasjel 2-szerese, s
mivel a rendszer az ¢(t) jelre v(t) jellel valaszol, a gerjesztésben 1év kons-
tansszorzé megjelenik a vélaszban is, tehat a kimeneten az y(t) = 2v(t)
jel lesz (4.1. dbra 2. dbrdja). Ez a rendszer linearitdsdnak kovetkezménye,
vagyis

y(t) = 2¢(t) e 2.

3.) Legyen ezutan a rendszer gerjesztése
S(t) = 275[6(1;) - E(t - 3)]5

s hatdrozzuk meg a rendszer valaszét. Az s(t) jel most két jel kiilonbsége,
s mindkét jel tartalmaz ¢(¢) tipust jelet: az els6 tag ennek 2,5-szerese, a
maésodik tag szintén a 2,5-szerese, de az el is van tolva a ¢ = 3s helyre.
A rendszer valaszanak meghatarozasdhoz fel kell haszndlni a fenti két
eredményt, s igy a vélaszjel y(t) = 2,5[v(t) — v(t — 3)] lesz. Behelyettesités
utdn kapjuk, hogy (1. 4.1. dbra 3. dbrdja)

y(t) = 2,5 |e(t)e ™ —e(t — 3) e—2(t—3)} _
Az ugrasvalasz egy un. rendszerjellemz0 fiiggvény, mivel jellemzi a rend-

szer miikodését, és segitségével tetszbleges gerjesztésre meghatarozhat6 a
valaszjel id6ftiggvénye. A kovetkezékben ezt vizsgaljuk.

"Aze ?*jelat = 4shelyen 3,355-10~* értéket ad, ugyanakkor az e~ 2(*~% jel ugyanezen
id6pillanatban 1-et ad, s ez a helyes az id6beli invariancia miatt.
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4.1.2. A valaszjel szamitasa

A kovetkezbkben feltételezziik, hogy ismert a linedris rendszer v(t) ug-
rasvalasza, s célunk egy tetszSleges s(t) gerjesztéshez tartozo y(t) valasz
meghatarozasa. A késébbiekben megvizsgéljuk azt is, hogy lehet a rendszer
valamely lefrdsa mellett az ugrdsvélaszt meghatdrozni.

s(t) _
Si—1 —
tAs;
Asl AT
5(0) N

4.2. abra. A gerjesztés jelét eqymds utdn bekapcsolt jelek dsszegeként kozelitjiik

Kovessiik végig a kovetkezd gondolatmenetet a 4.2. dbra alapjan, és
induljunk ki a belépd s(t) gerjesztés id6fiiggvényébdl. A ¢ idStengely mentén
a [0,...,t] intervallumban (a valaszt a t id6pillanatban keressiik) vegytink
fel At id6kozonként 7; = iAT idépontokat (i = 0,...,N), és AT = %. Ha
5(0) a belépdgerjesztés t = 0-ban felvett értéke, akkor £(¢)s(0) egy olyan
beléps-idofiiggvény, amelynek magassaga s(0). Ha ezen id6fliggvényhez
hozzdadunk egy «(t — 71)As; id6fliggvényt, akkor a t = 7 id6pillanattol
kezdve az eredé fliggvény értéke s(0)+As;. As; értékét vilasszuk meg ugy,
hogy s(0) + As; pontosan s(7q) értékét adja, azaz As; = s(11) —s(0). Haaz
igy kialakul¢ id6fiiggvényhez hozzaadunk egy e(t — m2)Asg id6fliggvényt,
akkor a t = 7 id6pillanattol kezdve az ered6 fiiggvény értéke s(0) + As; +
Asg, ahol Asy értékét valasszuk meg tgy, hogy s(0) + As; + Asy éppen
s(m2) értékét adja, azaz Asy = s(12) — s(0) — As;y és igy tovabb.

Ha ezt az eljarast minden egyes 7; értékre elvégezziik, akkor az s(t)
gerjesztés idofliggvénye kozelithet6 egy Iépcsds fliggvénnyel, amelyben
e(t) konstansszorosai és eltoltjai szerepelnek: tetszdleges s(t) gerjesztést
AT id6kozonként egymds utdn bekapcsolt és adott As; = As(7;) értékd
ugrasok osszegeként allitjuk els. Minél kisebb A7 értéke, anndl jobban
meg tudjuk kozeliteni az eredeti jelet. Mindez leirhat6 a kovetkez6képp
(Asp = s(0)):

N
s(t) =Y As(ri)e(t— i) = Asge(t) + Asye(t — 1) + ...
=0
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Azt mar tudjuk, hogy az £(t) jelre a rendszer valasza v(t), s azt is, hogy
a bemeneten torténd idébeli eltolds a kimeneten ugyanakkora eltolast jelent
az idében. A rendszer vélasza egy ilyen 1épcsds jelekbdl felépitett jelalakra
tehat a kovetkezd lesz:

ZAS () v(t —m) = s( —l—ZAS (ri)v(t — 7). (4.2)

Differencidlszamitasbol ismeretes, hogy az

y S(T) ds(7) . . . J o
ar s(7) jel minden egyes pontjahoz huzott érintd
As(r) kifejezhetd a ds( ) differencidlhdnyados segitsé-
! gével, s azt is tud]uk hogy ha A7 — 0, akkor
AZ—(:) ~ dg—(:). Ezen ismeretekre azért van sziik-
ség, hogy As(7;) értékét ebbdl az (i — 1)-edik
Sl AT pontra tdmaszkodva kifejezziik (4.3. dbra):
Ti—1 ’7" d
4.3. é&bra. Illusztrdcio As(ri) ~ Z(TT) - AT
As(m;)  kifejezéséhez (a Ti-1

4.2. dbra egy kinagyitott A (4.2) atalakitdst azért végeztiik el, mert i = 0

~ d . . L P
része) esetén a Z(T) ‘ = 0, hiszen a gerjesztés belépd.

Ezt felhasznélva 7i<apjuk, hogy

ol ds(r)
t) ~ s(0)v(t — A t— 7).
ORECEORD e = T
= Ti—1
Minél stirtibbre vessziik a felosztasta [0, . . . ,t] intervallumban, azaz AT — 0

((r; = 7—1) — 0), és igy N — 00, anndl pontosabb kozelitést kapunk. Az
Osszeg a kovetkez6 integralhoz konvergal:

N
y(t) = s(0)v(t) + lim Z dz(:)

AT—0 4
=1

v(t — 1) AT =
Tio1 (4.3)
= s(0)u(t) + / dz(:)v(t —7)dr.

0

Ez a kifejezés alkalmas a valasz meghatarozasara, tartalmazza azonban
az s(t) gerjesztés id6 szerinti derivaltjat. Ezt atalakithatjuk a parcidlis
integralas szabdlya alapjdn, ami azt mondja ki, hogy

b b
/w’y—[wylfi—/ vy
a a
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Legyen itt z = s(7) és y = v(t — 7), akkor a fenti integral a kovetkez6képp
irhato at:

/0 Lot — 7y dr = str)te — 7l /0 s =T ar
t—r)

= s(t)v(0) — S(O)v(t)—/o 3(7’)dv(d7_ dr.

Ez a kifejezés tartalmazza a w derivaltat, azonban a t id8 szerinti

derivaltat szeretnénk az Osszefliggésben latni, mivel az ugrdsvalasz a ¢
valtozo fliggvénye. Hasznéljuk fel a 1dncszabélyt és hogy d(t — 7) = dt:

do(t—7) dv(t—7) d

dr  d(t—1) E(t_ﬂ:_

do(t — )
dt 7

majd helyettesitsiik vissza ezen eredményeket az y(t) (4.3) kifejezésébe, s
azt kapjuk, hogy

t—1)

vit) = stoye(o) + [ sy dlt =7

: 44
T (4.4)

Ez az 6sszefliggés a Duhamel-tétel.

Ezen 0sszefiiggés levezetése sordn abbdl indultunk ki, hogy a gerjesztés
belépo jellegii és a rendszer kauzilis. Ezen gyakorlati szempontbdl is fontos
eredmény tehdt a folytonos idejti, linedris, invarians és kauzalis rendszerek
esetén igaz. Teljesen dltaldnos esetben mindez a kovetkez6képp alakul ha
v(—00) = 0:

y(t) = /OO s(T)(iU(gt_T) dr. (4.5)

—00

Tartalom | Targymutatd <= = 941>



Jelek és rendszerek Az impulzusvalasz és alkalmazasa
Tartalom | Targymutatd & = 942>

4.2. Az impulzusvalasz és alkalmazasa
4.2.1. Az impulzusvalasz definicidja

Az ¢(t) jel mellett a masik fontos vizsgaldjel a §(t) Dirac-impulzus. Ha
a rendszer bemenetére ezt a jelet adjuk, akkor a rendszer valasza az un.
impulzusvdlasz, vagy masnéven siilyfiigguény lesz, melyet w(t)-vel szokds
jelolni.'?

Az impulzusvdlasz tehdt a Dirac-delta jelre adott vdlasz:

() =w(t), ha s(t)=0(t), azaz w(t)=W{i(t)}.| (46)

Az impulzusvélasz akarcsak az ugrdsvalasz rendszerjellemzo fiiggvény. Ha a
rendszer kauzilis, akkor az impulzusvalasz belépdjel. Ha a rendszer idében
invaridns, akkor az eltolt §(t — 7) jelre a rendszer w(t — 7) vélasszal felel.
Az elmondottakat a kovetkez6 példakkal illusztraljuk.
1.) Legyen egy linedris, invaridns és kauzalis rendszer impulzusvélasza,

azaz az s(t) = §(t) gerjesztésre adott valasza példaul
w(t) = 6(t) — 2e(t)e 2.

Ha ugyanezen rendszer gerjesztése a késleltetett s(t) = 0(¢t — 5) jel, akkor a
rendszer kimenetén a valaszjel szintén késni fog, mivel a rendszer invaridns:

y(t) = w(t —5) = 6(t — 5) — 2e(t — 5)e 275,

2.) Az impulzusvalasz ismeretében meghatarozhatjuk pl. az s(t) =
1,50(t) gerjesztésre adott vélaszt. A gerjesztés ebben az esetben a Dirac-
impulzus 1,5-szerese, s igy

y(t) = 1,5w(t) = 1,56(t) — 3e(t)e 2.

Ez a rendszer linearitdsdnak kovetkezménye.
3.) Legyen a rendszer gerjesztése most

s(t) = 20(t) + 6(t — 3) — 35(t — 5),

s hatarozzuk meg a rendszer valaszat. Az s(t) jel most harom tagbol 4ll, s
mindegyik tartalmaz §(¢) tipust jelet: annak konstansszorosat és eltoltjat.

2Egyes irodalmakban h(t)-vel is jelolik.
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A rendszer valaszdnak meghatdrozasahoz fel kell haszndlni a fenti két
eredményt, s igy a vélaszjel a kdvetkezd lesz:

y(t) =2w(t) + w(t —3) = 3w(t —5) =
=26(t) — 4e(t)e 2 + 5(t — 3) — 2e(t — 3)e 273 -
—30(t — 5) + 6e(t — 5)e 2=,

Ezen példakban a gerjesztés csak a (t) jelet, annak konstansszorosat
és iddbeli eltoltjat tartalmazta, s a vdlasz meghatarozdsa nagyon egyszerti
volt. Vizsgdljuk meg most azt az esetet, amikor a gerjesztés egy &ltalanos
idofliggvény.

4.2.2. A valaszjel szamitasa

A kovetkezkben feltételezziik, hogy ismert a rendszer w(t) impulzusva-
lasza, s célunk egy tetszSleges s(t) gerjesztéshez tartozo y(t) valasz meg-
hatarozasa. A késtbbiekben megvizsgaljuk azt is, hogy lehet a rendszer
valamely lefrdsa mellett az impulzusvalaszt meghatarozni.

El6szor az altalanos esetet vizsgaljuk, majd abbél kiindulva a kauzélis
rendszer valaszjelét is meghatdrozzuk, végiil a gerjesztés belép6 hataséat is
tigyelembe vessziik.

Amikor az ugrdsvalaszt hasznéltuk a vélasz el6éllitdsdhoz, akkor a
gerjesztést adott id6pillanatokban bekapcsolt adott értékii ugrasjelek ossze-
geként allitottuk eld. Erre azért volt sziikség, hogy haszndlhassuk az £(t)
jelre adott ugrasvalaszt.

4 S(t) I

84

T-1 0 71 Ti Tiv1 t
4.4. abra. A gerjesztés jelét impulzusok sorozataként kozelitjiik
Ha a valasz szamitdsara az impulzusvélaszt hasznaljuk, akkor hasonlé-

képpen kell eljarni, de a nem belépd gerjesztést At szélességii impulzusokkal
kozelitjiik (1. 4.4. dbra). A t id6tengely mentén vegytink fel A7 id6kozon-
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ként 7; = A7 id6pontokat ésa 7; < 7 < 741 = 7 + A7 idSintervallumban
kozelitsiik a gerjeszt&jelet s; értékével, s; = s(7;) (i = —o0, ... ,00).

Ha ezt minden intervallumra megtessziik, akkor ugyanolyan 1épcs6s
fuggvényt kapunk, mint amilyet kaptunk az eltolt egységugrdsok segit-
ségével, azonban most szakaszonként egy-egy impulzussal kozelitjiik a
fuggvényt. A gerjesztés tehat felirhat6 a kovetkez alakban:

[e.e]

s(t)~ Y s(ri)[e(t — ) — et — (7 + A7))].

i=—00

Szorozzuk be ezen 6sszeget At-val és osszuk is el vele:

)~ Y sl T G AT) o

i=—00

A szummadban szerepl6 tort az (1.10) osszefiiggésnek megfeleléen ponto-
san a 6(t — 7;,AT) fliggvényt tartalmazza. Minél stirtibbre vessziik ezt a
felosztast —azaz ha A7 — 0-anndl pontosabb kozelitést kapunk, és ekkor
a 0(t — 7;,A7) impulzusok a 6(¢ — 7;) Dirac-impulzusokba mennek ét, az
Osszegzés helyett pedig integrélt irhatunk. A gerjesztés id6fiiggvénye tehat
felirhat6 az

o0

s(t) = / s(T)o(t — 7)dr 4.7)

—00

integrallal. Ez az (1.14) 6sszefiiggésnek megfelelSen is felirhat6, ugyanis:

s(t) = s(¢) /Oo 5(t — T)dr = s(b).

A (4.7) integrél ismeretében kovessiik végig a kovetkezbket. Tudjuk, hogy a
d(t) jelre adott valasz a w(t) impulzusvdlasz, és a rendszer invariancidjanak
kovetkeztében a 6(t — 7) gerjesztésre a vdlaszjel w(t — 7). A linearités
kovetkezménye, hogy az s(7)d(t — 7) gerjesztésre a rendszer s(7)w(t — 7)
valasszal felel. A (4.7) integrdl az s(7)d(t — 7) gerjesztés integrélja, ami
végtelen sok eltolt és stilyozott Dirac-impulzus 6sszegét jelenti, s ilyenre a
rendszer az egyes tagokra adott részvalaszok dsszegével felel. Ez szintén a
linearitas kovetkezménye, igy tehat a rendszer vélaszjele a kovetkezé:

y(t) = /OO s(m)w(t — 7)dr. (4.8)

—0o0
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Az elmondottakat a kovetkez6 tablazatban foglaljuk ossze:

s(t) — y(t) megjegyzés
d(t) — w(t) definici6
o(t—) — w(t —T) invariancia
s(T)o(t — 1) — s(m)w(t —7) linearitas
[ s(mét —r)dr  — [T s(r)w(t —7)d7 || linearitas

Ha a rendszer kauzdlis, akkor a w(t) impulzusvélasz belép&jel. Az in-
tegranduszban szereplé w(t — 7) fliggvény futé valtozéja 7. Ez atirhat6 a
w(—[r — t]) alakra, ami annyit jelent, hogy a w(7) fliggvényt tiikrozni kell
a figgotleges tengelyre, majd azt el kell tolni t-vel pozitiv irdnyba. Ha w(t)
belépd, akkor a w(—[r — t]) a 7 > t idOpillanatokban nulla értéket ad, s igy
az s(T)w(t — 7) integrandusz értéke is nulla. Elegend? tehat t-ig végezni az
integralast:

y(t) = / s(m)w(t — 7)dr. 4.9)

—0o0

z 7

Ha ezen ttilmenden a gerjesztés belépd, akkor az integrandusz értékea t < 0
idépillanatokban nulla, s igy elegend® 0-t6l végezni az integralast:

y(t) = /0 s(m)w(t — 7)dr. (4.10)

Ha a rendszer kauzalis és a gerjesztés belépd, akkor a vélaszjel is belépd.
Az osszefliggésekbdl érzékelhetd az impulzusvalasz masik elnevezése, a
salyfiiggvény: w(t — 7) megadja s(7) sulyét y(t) kifejezésében.

w(t—7)=w(—[T—1t]) s(r)w(t — 1)
| t T | t 1

4.5. dbra. A konvoliicié szemléltetése belépd gerjesztés és belépd impulzusvilasz
esetén

Utobbi integral értelmezését segiti a 4.5. dbra. Az egyszertiség kedvéért
s(t) = e(t). Képezziik ezutdn a w(t — 7) = w(—7 +t) = w(—[t —t])

Tartalom | Targymutatd = = <45



Jelek és rendszerek A sulyfiggvénytétel 6sszefoglalasa
Tartalom | Targymutatd = = 946>

fuggvényt. Végiil hatdrozzuk meg az s(7)w(t — 7) szorzatot, s lathatjuk az
integraldsi hatdrok valasztdsanak okat szemléletesen is.

4.3. A sulyfuggvénytétel 6sszefoglalasa

A linedris, invaridns és kauzélis rendszerek tetsz6leges belépbgerjesztésre
adott vélasza meghatdrozhat6 tehét a (4.4) vagy a (4.10) integrdlok va-
lamelyikével. Altalanos esetben azonban a (4.5) vagy a (4.8) integralok
valamelyikét kell alkalmaznunk. Ezen 6sszefiiggéseket suilyfiigguénytétel-
nek nevezziik, az improprius integralt pedig konvoliicids integralnak. A x
szimbolum bevezetésével a kdvetkezd egyszerti irdsmodot alkalmazzuk:

y(t) = s(t) x w(t), (4.11)

A konvoliicié akkor értelmezhet, ha s(t) és w(t) legaldbb egyike korldtos, mdsika
pedig abszoliit integrdlhato.
A konvoluci6 a kovetkez6 tulajdonsagokkal bir:

o Kommutativ, azaz s(t) * w(t) = w(t) * s(t), azaz

y(t) = / T (Pt — 1) dr = / T w)slt—ndr | (412)

—00 —00

e Asszociativ, azaz f(t) x [g(t) x h(t)] = [f(t) * g(t)] = h(t).
o Disztributiv, azaz [f(t) + g(t)] x h(t) = f(t) x h(t) + g(t) * h(t).

Ha az integraldsi hatdrok 0 és ¢, akkor egyoldali konvoliiciérél, ha —oo és
oo, akkor kétoldali konvoliiciérol beszéliink.

A kommutativ tulajdonsdg belathato, ha bevezetjiik a § =t — 7 véltozét,
ahonnan 7 = t — ¢ és dr = —d¢, hiszen ¢ konstansnak tekintendd. Igy az
integraldsi hatarok a —oo és a oo értékekrdl a { = ¢ — 7 Osszefliggés miatt
0o és —oo értékekre valtoznak:

o0 — 00

y(t) = / s(ryw(t — ) dr = — / S(t — E)w(€) de =

—0o0 oo

D[ - gu@dg= [~ wi@sti— o) de

A () lépésben felhasznaltuk, hogy [ f(z)dz = — [ f(x)da.
Az alsé6 integralasi hatdr akkor lehet 0, ha s(t) * w(t) kifejezésében s(t)
belépd, a felsd integréladsi hatar akkor lehet ¢, ha w(t) belépd, azaz ha a
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rendszer kauzdlis. A kommutativitds miatt az als6 integralasi hatar akkor
lehet 0, ha w(t) * s(t) kifejezésében w(t) beléps, azaz ha a rendszer kauzilis,
a fels6 integralasi hatar akkor lehet ¢, ha s(t) belép6.'?

Kauzdlis rendszer esetén a konvoltci6 a kovetkezo alakot olti:

y(t) = / s(ryw(t —7)dr = /OOO w(T)s(t — 7)dr. (4.13)

—00

Ha ezen feliil a gerjesztés is belépd, akkor

y(t) = /0 s(r)w(t —7)dr = /0 w(T)s(t — 7)dr. (4.14)

s 2 P

Ha a rendszer kauzalis és a gerjesztés belépd, akkor a vélaszjel is belépd.
Az ugrasvélasz és az impulzusvalasz kapcsolata a konvoltcié definicio-
ja alapjan (a (4.12) 2. alakjébdl kiindulva) meghatarozhaté:

u(t) = /OO w(T)e(t —7)dr = / w(T) dr, (4.15)

—00 —00

amibdl kovetkezik, hogy az impulzusvalasz az ugrasvalasz altalanositott
derivaltja:

w(t) = v'(t). (4.16)

P

Egy apr6 megjegyzést kell tenniink az el6z6ekhez. Tudjuk, hogy belé-
pojel esetén az als¢ integréldsi hatdrt nulldnak lehet valasztani. Ha azonban
a gerjesztés Dirac-impulzust is tartalmaz, azt is figyelembe kell venni az
integrélds sordn. Ezt Gigy szokds jelolni, hogy az als6 integréldsi hatart
—0-nak irjuk. Ezt példa kapcsdn mutatjuk be.

Az elmondottakat a kdvetkez6 példakkal illusztraljuk.

A példakban (és a késSbbiekben is) az impulzusvélaszt alkalmazzuk az
ugrasvélasz helyett a vdlasz meghatdrozasa sordn, hiszen ha az ugrasva-
lasz ismert, akkor az impulzusvalasz meghatarozhat6é annak altaldnositott
derivéltjaként (1. (4.16) Osszefiiggés).

B Egyszer(i megjegyezni tgy, hogy a fenti integralok integranduszéban szerepl§ elsé tag
(a 7 argumentummal) az alsé integrélasi hatdrt, a masodik tag (a (¢ — 7) argumentummal)
pedig a fels6 integralasi hatart médosithatja az dltalanos —oo és oo értékekhez képest.
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1. Példa Legyen egy rendszer impulzusvdlasza és gerjesztése az aldbbi.
Hatérozzuk meg a valaszjelet konvoltciéval.

w(t) =et)8e 2,  s(t) =e(t).

Megoldas Induljunk ki a konvolucié (4.8) altalanos definici6jabol:

[e'e] t t
y(t) def / s(r)w(t — 7)dr ) / 8e2(t-7)qr @ / e 2te27qr =
—00 0 0

T t L
©) go—2t /t 2 dr @ ge—2t [82} ©) g2t (e2f _ 1) =
0 2 1, 2

©y_ge2

Az (1) 1épésben helyettesitsiik be a megadott id6fiiggvényeket és vegyiik
tigyelembe, hogy a gerjesztés beléps, azaz az als6 integralasi hatar 0 lehet.
Az impulzusvalasz is belépd (a rendszer kauzalis), igy a fels6 integréldsi
hatar t lehet. Itt az €(t) egységugrasjelet elhagyjuk, mert értéke 1 az adott
intervallumban. A (2) 1épésben bontsuk fel az exponenciélis kifejezésben
szerepld zardjelet. Az integralast a T valtozo szerint kell elvégezni, hiszen
ez a konvoltciés integral véltozdja. Ebbdl a szempontbol ¢ paraméter, és
a 8e~% tényezd konstansnak tekinthetd és kivihet az integréljel elé. Ezt
tessziik a (3) 1épésben. A (4) 1épésben meghatdrozzuk az integrandusz
primitiv fliggvényét, ami %, majd az (5) lépésben behelyettesitjiik az
integraldsi hatdrokat. Végiil a (6) 1épésben beszorzunk.

Figyelembe kell venni még, hogy a vélaszjel is belépd, hiszen a rendszer
kauzalis és a gerjesztés is belépd, a kapott eredményt tehat a kovetkezd:

y(t) =4e(t) (1 —e ).

Ez a jel pontosan a rendszer ugrasvalasza (v(t) = y(t)), hiszen a gerjesztés
az egységugrasjel. A valaszjel derivéltja adja az impulzusvalaszt (ellenér-
zés). A derivalast az (uv)’ = u'v + uv’ szabdly (szorzat derivaltja) alapjan
kell elvégezni, azaz

w(t) =v'(t) =4€'(t) (1 —e ) +4e(t) (2¢7%).

Az egységugrdsjel dltaldnositott derivaltja a Dirac-impulzus, amely at = 0
id6pillanaton kiviil minden értékre nulla. Ezért helyettesitsiink be az
e'(t) = o(t) jel mellett all6 fiiggvény argumentumaba t = 0-t, s igy megkap-
juk az impulzusvalasz idéfliggvényét:

w(t) = e(t)8e %,

Tartalom | Targymutatd = = 948>



Jelek és rendszerek A sulyfiggvénytétel 6sszefoglalasa
Tartalom | Targymutatd = = 949>

ami természetesen megegyezik a feladatban megadott impulzusvalasszal.

A rendszer ugrasvalaszat és impulzusvélaszat a 4.6. dbran felvazoltuk
(51. oldal). Az 4brén jol lathato, hogy az impulzusvalasz az ugrdsvalasz
id6 szerinti elsd derivaltja.

2. Példa Hatarozzuk meg az el6z6 feladatban szerepld rendszer vélaszje-
16t, ha s(t) = e(t)e 3L

Megoldas A gerjesztés tartalmaz () szorzét, azaz a gerjesztés belépd,
az impulzusvalasz szintén belépd, igy a konvoltcidéban szerepld integréldsi
hatdrok médosulnak:

¢ ) ¢
y(t) = / e 378 2(t=7) qr = 8e‘2t/ e 32" dr =
0 0

t At .
@ 8e_2t/ e Tdr ® 82 [e ] @ 82t [e 1] =
0 —1], —1

© _get + 8e 2.

Az (1) lépésben bontsuk fel a zardjelet és vigyiik ki az integralas elé a 8
konstans értéket, valamint az e % tényez6t, hiszen az a t paramétertdl fiigg,
értéke az integralds szempontjabol konstansnak tekinthetd. A (2) 1épésben
egyszer(sitsiik a kovetkez6 kifejezést: e 37e?™ = e(737+27) = =7, A (3)
lépésben meghatdrozzuk az integrandusz primitiv fiiggvényét, majd a (4)
lépésben behelyettesitjiik az integralasi hatdrokat és végiil az (5) 1épésben
egyszer(sitjiik a kifejezést. Figyelembe kell venni még a valaszjel belépd
jellegét:

y(t) = —8e(t) (e —e ).

3. Példa Ahhoz, hogy lassuk a —0 alsé integrélasi hatar jelent8ségét, ha-
tdrozzuk meg ugyanezen rendszer kimeneti jelét, ha gerjesztése tartalmaz
Dirac-impulzust is, példaul:

s(t) = 26(t) + e(t)e 2.
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Megoldas Induljunk ki a definiciébol:

y(t) = /_ to [20(7) + e727] 8e 2" dr =

W [ 2(t - 2(t
= / 166(7)e2(7) d7'+/ e 282" dr =
-0 0

@ [ 2 _2 b o oo
= / 165(7)e e " dr +/ 8e “Te e dr =
-0 0

(3) —9t ! 2 —92t ¢ “4) —9t —2t
= 16e / o(T)e*" dr + 8e / dr = 16e” " + 8e™ 't
-0 0

Az (1) 1épésben bontsuk két részre az integralt. Ezt megtehetjiik, hiszen az
s(7) kifejezés két tag 0sszegébdl dll, és az Osszeg integralja az egyes tagok
integraljanak osszege (a konvolicié disztributiv). Az els6 tag tartalmaz
Dirac-impulzust, ezért az als6 hatart —0-nak valasztjuk, a masodik tag
als6 integralasi hatara lehet 0, mert az nem tartalmaz Dirac-impulzust.
Ezutan a (2) 1épésben bontsuk fel az exponencidlis kifejezések kitevGjében
szerepld zardjeleket. A masodik tagban az e=27e? kifejezés 1. Vigyiik ki
az integraljel elé a t-t6l fliggd tagokat és a konstansokat. Ez a (3) 1épés. Az
elsd integral integranduszéban szerepel a §(7)e?” kifejezés. Mivel a 4(7)
impulzus csak a 7 = 0 helyen ad nullatdl kiilonb6z6 értéket, ezért minden
vele szorzott fliggvény értékét meg kell hatdrozni a 7 = 0 helyen. Most ez
a §(7)e’ = §(7)-tjelenti. A Dirac-impulzus definici6jabol kovetkezik, hogy
annak integralja egységnyi, igy az els6 integral értéke 1 lesz.!* A masodik
integral primitiv fiiggvénye 7, s hatarozott integrélja []) = ¢t — 0 = ¢ lesz.
A (4) 1épés utan a vélaszjel tehat a kovetkez6:

y(t) = 8e(t) (27" +te™ ).

A vélaszjelet a 4.6. abran felvazoltuk. Az abran az egyes részfiiggvények
lefutésa is tanulmanyozhato.

Ezen példénak két fontos konklazidja van: ha a gerjesztés is és az impul-
zusvalasz is tartalmazza ugyanazon e* kifejezést, akkor a vélaszjelben te®
is megjelenik, ami az id6vel stlyozott exponencidlis fliggvény. A mdsikra
mar ravilagitottunk: tudjuk, hogy a §(t) jelre adott valasz az impulzusva-
lasz, igy ellendrizhetd, hogy a valaszjel els6 tagja a 25(t) gerjesztésre adott
vélasz, ami az impulzusvélasz kétszerese, azaz 16¢(t)e 2.

“Ugyanezen eredményre jutunk, ha felhasznaljuk az (1.15) osszefiiggést.
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4.6. abra. Az 1. és a 3. példa megolddsinak grafikus megaddsa

4.4. A gerjesztés-valasz stabilitas

A folytonos idejil, linedris, invaridns rendszer akkor és csakis akkor gerjesztés-
vilasz stabilis (. 34. oldal), ha impulzusvdlasza abszoliit integrdlhaté, azaz ha

/00 |w(t)|dt < oco. (4.17)

Ennek bizonyitdsa céljabol vegyiik a konvoluciéval szamitott valaszjel
abszolut értékét és hasznaljuk ki, hogy korldtos gerjesztés esetén |s(t)| < M:

< [ o@llste-nldr <21 [ julr)la.
Ebbdl kovetkezik, hogy y(t) akkor korldtos, ha az utébbi integral véges.

Ha a rendszer kauzalis, akkor impulzusvalasza belépd, a feltétel tehat a
kovetkez6 alakra médosul:

/OO lw(t)|dt < co. (4.18)
0

Ennek egy sziikséges feltétele, hogy

lim w(t) =0, (4.19)

t—o0

amikor a rendszer ugrdsvdlasza egy véges K konstans értékhez tart:

lim v(t) = K. (4.20)

t—o00

Az el6z6 példakban szereplé impulzusvélasz gerjesztés-valasz sta-
bilis rendszert ir le. Ezen impulzusvélaszrél konnyti eldonteni, hogy
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lim; oo w(t) = 0, hiszen az exponencidlis kifejezést tartalmaz negativ kite-
vovel. A rendszer akkor is gerjesztés-valasz stabilis, ha az impulzusvélasz
tartalmaz ¢"e® (o < 0) jelleg(i fiiggvényeket, hiszen az e* szerinti exponen-
cidlis csokkenés gyorsabb, mint a t" szerinti novekedés. A gerjesztés-véalasz
stabilitas eldontésével a késébbiekben még foglalkozunk.

4.5. A rendszeregyenlet
4.5.1. A rendszegyenlet definicidja

A folytonos ideji, linedris, invarians és kauzalis SISO-rendszer rendszere-
gyenlete altaldanosan a kovetkez6 alakban irhato fel:

y™M () +ary" V@) + . a1y D () + any(t) =

4.21)
= bos™ (t) + bys™ V(@) + ..+ bu_15W(E) + bus(). (

A rendszer un. rendszdmét n jeloli (barmelyik egyiitthat6 lehet nulla). A
rendszeregyenletben id6 szerinti derivéltak szerepelnek: az y(t) valaszjel
n-edik derivaltjat 4™ (t) jeloli. A rendszeregyenlet meghatérozasa soran
teltételezziik, hogy a valaszjel n-szer differencialhato, tovabba a gerjesztdjel
a sziikséges szamban differencidlhaté. Lathat6 az is, hogy a gerjesztést
legfeljebb annyiszor kell derivélni, ahdnyszor a valaszjelet, s igy pl. az a
rendszer, amelyik derivélja bemeneti jelét (y(t) = s'(¢)) nem irhato le (4.21)
alakban.

A (4.21) rendszeregyenlet egy un. n-edrendii, linedris, dllandd egyiitthatds
differencidlegyenlet.

A rendszer invariancidja az egyenletbdl kit{inik, hiszen az a; és a b;
egytitthatok dllanddk, nem fliggenek az id6t6l, a rendszer linearitdsa pedig
abban mutatkozik meg, hogy a gerjesztés is és a vélasz is els6fokt (nincs pl.
négyzeten, vagy nem szerepel egy fliggvény argumentumdban).

A kovetkezbkben azt vizsgéljuk, hogy mit tartalmaz, mit jelent a rend-
szeregyenlet. Integrédljuk hat a rendszeregyenletet id6 szerint, s a rovidség
kedvéért hagyjuk el a (t) jelolést, azaz y = y(t) és s = s(t):

y D Ly 4 a1y +an / ydr =
=bos™ V) 4+ b5 4 4 by_15+ by / sdr.

Az integréalast —oo-t6l t-ig kell elvégezni, de ha a gerjesztés belép6, akkor
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az integrélds als6 hatara nulla lehet. Integraljuk mégegyszer:

y("_2) +a1y(”_3) R N /ydT—i—an //ydeT =

= bps" 2 4 py s +...+bn_1/sd7+bn //sdeT.

Ismételjiik ezt n-szer, hogy a legmagasabbfokt derivélt is eltlinjon. Vége-
redményben egy olyan egyenlethez jutunk, amelyben szerepel y(t) és s(t),
tovadbba ezek idd szerinti integraljai. Az eredményt tigy lehet értelmezni,
hogy kaptunk egy olyan egyenletet, amelyben az y(t) valaszjel fiigg az s(t)
gerjesztéstol, tovabba a valaszjel és a gerjesztés id6 szerinti integraljatol,
azaz a rendszer eldéletétdl (miltjatol), hiszen az integraldst mindig ¢-ig kell
elvégezni. Az integrél értéke pedig az id6fiiggvény integréldsi hatarai
kozotti értékeitdl fligg, ami az id6fliggvény miultja t-hez képest.

Masképp megfogalmazva: a vdlaszjel értéke a t idOpillanatban a gerjesztés
ésavdlaszt € [—oo,... t],vagyat € [0,...,t] intervallumbeli értékeitdl fiigg.
Ez a rendszer kauzalitdsat jelenti.

A rendszeregyenlet tomorebben alakban is felirhato:

y )+ Y aiy™ () =Y b s (). (4.22)
i=1 =0

A rendszeregyenlet megolddsaval nem foglalkozunk, azt azonban meg-
jegyezzik, hogy a megoldds egy iddfiigguény, amely mindig felbonthat6 a
kovetkezé moédon:

(4.23)

(1) = yuelt) + s (8),

ahol az y,(t) id6fiigguényt tobbféleképp is nevezik:
1.) tranziens 0sszetevd (erre utal a tr index),
2.) szabad vilasz,
3.) a homogén differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa.
Az ys(t) Osszetevd neve:
1.) staciondrius Osszetevd (erre utal az st index),
2.) gerjesztett vdlasz,
3.) az inhomogén differencidlegyenlet egy partikuldris
megolddsa.
Az irodalomban mindhdrom elnevezéssel taldlkozhatunk.

Tartalom | Targymutatd < = 453>



Jelek és rendszerek A rendszeregyenlet
Tartalom | Targymutatd < = 454>

4.5.2. A gerjesztés-valasz stabilitas

Az y,(t) id6fiiggvényt a kovetkezé alakban keresstik:

Yir(t) = Met, (4.24)

Helyettesitsiik vissza a tranziens 0sszetevot a (4.22) differencidlegyenletbe
ugy, hogy kozben a differencidlegyenlet jobb oldaldt nulldnak vessziik
(homogén differencidlegyenlet):

(Me”) ™ + z”: a; (Me)‘t) ) =0. (4.25)
i=1

Az yi, (t) = MeM fiiggvény id6 szerinti derivaltjaira van tehat sziiksé-
giink. A ldncszabélyt alkalmazva (nem feledkezve meg a At bels6 fliggvény
derivaltjarol, ami \) ezek a kovetkezok:

Y1) = AMeM, yin(t) = MMM, L y(1) = A"MeM.

Helyettesitsiik be ezen derivaltakat a (4.25) homogén egyenletbe:

(M)\”e)‘t) + Z a; (M)\”_ie’\t) =0.
i=1
Fejtsiik ki az 0sszegzést kicsit részletesebben:
(M/\"e)‘t) + ag (M)\”*le)‘t> +...+ay (Me)‘t) =0.

Az Me minden tagban szerepel, igy azzal egyszer(isiteni lehet. Igy elju-
tottunk a rendszeregyenlet un. karakterisztikus egyenletéhez:

e(N) = A"+ a N+ aA" 4t apoi A+ a, = 0. (4.26)

A karakterisztikus egyenlet tehat egy n-edfokd un. karakterisztikus polinomot
tartalmaz (és n a rendszam), melynek megoldasa n szdmu un. sajdtértéket
szolgaltat. Ha minden sajatérték valos része negativ, akkor a (4.24) altal
definialt n szdmdu tag linearis kombinaci¢jabol all6 tranziens dsszetevd
nulldhoz tart és a rendszer valasza az y (t) id6fliggvényhez kozelit. Ha a
gerjesztés korlatos, akkor a staciondrius vélasz is korlatos lesz.
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/ Im{A}
Egy rendszeregyenletével adott rendszer akkor és csakis akkor
gerjes:ztés—wilasz stabilis, ha minden sajdtértékének valds része Re(}
negativ:

’Rd&}<& i=1,...n, (4.27)

azaz, ha minden sajdtértéke a komplex szdmsik bal oldaldn helyezkedik el.

Egy kritérium annak elddntésére, hogy a rendszeregyenletével adott
rendszer gerjesztés-valasz stabilis, vagy sem, az, hogy a karakterisztikus
polinom Hurwitz-polinom, vagy sem. Egy polinom n = 1 és n = 2 esetén
biztosan Hurwitz-polinom, ha minden egyiitthatéja pozitiv, azaz ha

a; >0, i=1,...n, (4.28)

de pl. n = 3 esetén az ajaz — ag > 0 feltételnek is teljestilni kell.1> Ebben az
esetben nem kell meghataroznunk a sajatértékeket. A kritériumot akkor
is alkalmazhatjuk, ha valamely paraméter stabilitdsra gyakorolt hatdsat
kivanjuk vizsgalni.

4.6. Az allapotvaltozés leiras
4.6.1. Az allapotvaltozés leiras definicidja

Egy folytonos idejii rendszer z;(t) (i = 1,...,N) dllapotviltozdi a vdltozdk olyan
minimdlis halmaza, amelyek a kovetkez0 két tulajdonsdggal birnak:

1. A rendszert leiré dllapotvdltozés leirds ismeretében az dllapotvdltozdk és
a gerjesztés(ek) t1 idOpontbeli értékébdl meghatdrozhatd az dllapotvdltozok
értéke tetszlleges to > t1 id6pontokban, és

2. ugyanezen adatokbdl meghatdrozhaté a rendszer vdlaszdnak (vdlaszainak)
értéke a ty idGpillanatban.

A folytonos idejti rendszerek dllapotvaltozos leirdsa kifejezi az dllapotvil-
tozok id6 szerinti elsd derivaltjat és a valaszokat barmely ¢ id6pillanatban az
allapotvéltozoknak és a gerjsztéseknek ugyanezen ¢ id6pontbeli értékeivel.

Ha a rendszer linedris, akkor az allapotvaltozos leirds egy linedris
differencidlegyenlet-rendszer, a vdlaszokat pedig linedris egyenletek fejezik
ki. Ha a rendszer invaridns, akkor az dllapotvaltozoés leirdsban szerepld
egyiitthatok konstansok, nem véltoznak az id6ben, a kauzalitds pedig a

BTetszbleges n esetére a Routh-kritérium és a Hurwitz-kritérium alkalmazhaté. Ezekkel
azonban nem foglalkozunk.
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definici6é miatt teljesiil. Kapunk tehat egy elsdrendii, dllandé egyiitthatos,
linedris differencidlegyenlet-rendszert:

N Ng
#i(t) =Y Aija;(t) + Y Bijs;(t),
?1 ZV: ! (4.29)
ye(t) =Y Chjaj(t) + > Dijsj(t),
j=1 j=1

ahol N jeloli az dllapotvéltozok szamat (¢ = 1,...,N), N, a gerjesztések
(azaz a bemenetek) szdméat és k = 1,... N, a valaszok (azaz a kimenetek)
szdma. Az id6 szerinti els6 derivaltat az z;(t) folé tett pont jelzi. Az els6 sor
a differencidlegyenlet-rendszer (hivjdk dllapotegyenletnek is), amely elsdren-
dif, mivel csak az id6 szerinti els derivaltat tartalmazza, dllandé egyiitthatds,
mert A;j, Bi;, Cij és Dy; egyiitthatok dllandok a rendszer invariancéja
kovetkeztében és linedris, mivel az dllapotvaltozok és a gerjesztések elss-
fok, azaz linearis médon szerepelnek (nincs pl. egyik sem négyzeten).
Felirhatjuk mindezt kompaktabb alakban:

%X = Ax + Bs,

4.30
y = Cx + Ds, (4.30)

ahol x az dllapotvektor, s és y a gerjesztéseket és valaszokat tartalmaz6
oszlopvektor, A a rendszermitrix, B, C és D matrixok pedig a (4.29) egyen-
letben szerepld megfeleld egytitthatokat tartalmazzdk. A rendszermatrix
mindig N x N méret(i, azaz négyzetes, mas széval N-edrendii kvadratikus
matrix. A (4.29) és (4.30) alakokat az 4llapotvaltozds leirds normdlalakjinak
nevezziik.

SISO-rendszerek esetében egy bemenet és egy kimenet van, ekkor s egy
skalarra, B egy oszlopvektorrd, C egy sorvektorra (ezért jeldljiik ct-vel,
oszlopvektor transzponaltjaként), D pedig skaldrrd redukéalodik:

%X = Ax + bs, (4.31)
y=c'x+ Ds, '
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részletesen kifrva:

j;‘l All . AIN X bl
j}g Agl AQN T b2
= . + S,
Aij

fCN ANl ANN N bN (432)
x1
)

y=[ca ... on | . + Ds.

TN

A SISO-rendszer hatdsvdzlata (amely grafikusan reprezentalja az allapot-
valtozos leirast) a kovetkez6:

STy

> [=]ls]

4.6.2. Az allapotvaltozos leiras eldallitasa a haldzati reprezentacio
alapjan

Egy rendszer allapotvéaltozoés lefrdsa meghatarozhat6 pl. a halézati rep-
rezantdcidja alapjan. Az eljardas menetét a kovetkezd példan keresztiil
mutatjuk be:

—3
<~

D—S'@) Lo .:cg 1) xl@@%

e L

Els6 1épésben jeloljiik be az allapotvaltozokat. Az allapotvéltozokat a
hélézat dinamikus elemeihez kell kapcsolni, azaz a két integratorhoz. Az
integratorok bemenete az dllapotvaltoz6 derivéltja, ©; = ;(t), kimenete
pedig az allapotvéloz6 idéfiiggvénye, x; = z;(t). Az (1) jelti csombpont
egy elagazécsomopont, amelynek kimeneti jele megegyezik a bemenetére
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érkezd jellel. Itt tehdt @1 = 2. Ez az egyenlet kielégiti az allapotvéltozos
leirdsban foglaltakat. Az x5 jel halad az (1)-b&l lefelé vezets dgon a két
erdsitd irdnydaba is. A (2) jelti csomépont szintén eldgazécsomoépont, ahol
a beérkezd x; jel halad tovabb jobbra az 6sszegz6csomépontba, valamint
a visszacsatol6 erdsit6 iranydba. Ezek alapjan maér fel tudjuk irni a bal
oldali 6sszegz6csombépont harom bemeneti jelét. Ennek kimenete az 9,
azaz & = —3x1 — 4x2 + s. Ez az egyenlet szintén az allapotegyenletnek
megfelel6 alakt. Sziikség van még a vélaszjel kifejezésére, ami a jobb
oldali 6sszegz6csomépont kimeneti jele, azaz y = x1 + 5x2. A héldzat 4ltal

reprezantalt rendszer allapotvéltozds leirdsa tehat a kovetkezo:

il = I9,
To = —3x1 — 4a9 + 8,
Yy =1 + dx2.

Abban az esetben, ha az allapotvaltozos leirds nem fejezhetd ki a kivant
alakban, akkor a hédlézat nem reguldris. A nem reguldris hal6zat nem te-
kinthetd egy val6s fizikai rendszer reprezentacidjanak. Eléfordulhat olyan
halézat, amely felépitésébdl adodbéan nem regularis, ekkor azt mondjuk,
hogy a hélézat struktiirdlisan nem reguldris. Ha a halozat csak a paraméterek
bizonyos értékei mellett nem reguldris, akkor az a halézat parametrikusan
nem regquldris.

Megjegyezziik, hogy tobb hdlézat is vezethet ugyanarra az dllapotval-
tozos leirasra. Ezek a halézatok ekvivalensek.

4.6.3. Az allapotvaltozés leiras megoldasa

A megoldas formulaja. Az allapotvaltozoés leirds megoldésa el6tt egy a
tovabbiakban nagyon hasznos fogalmat szeretnénk bevezetni. Egy kvadrati-
kus méatrix skalar egytitthat6s polinomja a kovetkez&képp definidlhaté. Ha
tekintjiik a

p(x) =co+ 1z + cox® + 523 4+ ..+ ey
N-edfokd polinomot, akkor az x véaltozé helyébe az A kvadratikus matrixot
helyettesitve, a

P(A) = E + c1A + c2A? + c3A% + ..+ enAY

mdtrixpolinomot értelmezhetjiik. Fontos megjegyezni, hogy definici6 szerint
A? = E, ahol E az N-edrendi kvadratikus egységmutrix.
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Tudjuk, hogy az @(t) = Az(t) alaki homogén linedris differencidle-
gyenlet 4ltalanos megoldésa az x(t) = Me* fiiggvény, az e fiiggvény
hatvinysora pedig a kovekezo:
tN N
ﬁ)\ +....

Az el6z6ekhez hasonléan irjuk a A valtozo6 helyébe az A kvadratikus matri-
xot:

vogp iy ety
e = +ﬁ +5 +§ +...+

NN
MA +....
Ezéltal eljutottunk egy nagyon fontos un. mdtrixfiigguényhez, az A kvadra-
tikus matrix exponencialis fliggvényéhez, amely maga is egy N-edrendti
kvadratikus métrix. Erre a matrixfiiggvényre a tovdbbiakban sziikségiink
lesz, és szamitdsaval is foglalkozni fogunk.

Miel6tt levezetnénk az dllapotvéltozos leirds megoldédsat adé osszefiig-
gést vizsgaljunk meg egy egyszerti példat.

a_p A barg b
e = +ﬂ +§ +§ +...+

Példa Legyen a megoldand6 inhomogén differencidlegyenlet adott inhomo-
gén kiindulasi feltétel és gerjesztés mellett a kovetkezo:

z(t) = —2x(t) + s(t), s(t)=4,hat>0, =z(-0)=>5.

Ennek megoldasat kétféleképp végezziik el. El6szor az 1. fejezetben ismer-
tetett modszert (1. 13. oldal) egészitjiik ki, majd egy kicsit masképp.
1. megoldds. A megoldast dsszetevSkre bontédssal végezziik el, azaz
keressiik az
z(t) = zee(t) + s (2)

alaki megoldds két 0sszetevojét. Az x,(t) tranziens 0sszetevs dltalanos
alakjat a homogén differencidlegyenlet (amikor is s(t) = 0) megoldasaként kap-
juk, amit azonban mar ismeriink: x,(t) = Me~?, ahol M értéke egyel6re
érdektelen, s csak a megoldds végén hatdrozzuk meg a kiinduldsi feltételnek
megfelelGen.

A staciondrius 0sszetevének megfelel6 un. prébafiigguény egy xs(t) =
A konstans, ha a gerjesztés konstans. Az inhomogén differencidlegyenlet
megoldésa tehat a kovetkez6képpen alakul:

i’st(t) = _stt(t) + S(t) = 0=-24 + 4,
ahonnan A = 2, s igy a teljes valasz a kovetkezé:

z(t) = Me 2 42,
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Az M konstans a t = 0 feltételb6l hatdrozhaté meg: 5 = M + 2, azaz M = 3.
Az x(t) idéfiiggvénye tehat a kovetkezd lesz:

z(t)=3e2+2 ha t>0.

Fontos megjegyezni, hogy az x(t) dllapotvaltozoé értéke folytonos, ha a
gerjesztésben ugras kovetkezik be, hiszen azok derivaltja szerepel az 4lla-
potvaltozos lefrdsban. Az dllapotvektor kezdeti értéke megegyezik a kiinduldsi
értékével, azaz

|x(+0) = x(-0). | (4.33)

Belépl gerjesztés esetén minden kiinduldsi érték nulla, azaz a kezdeti értékek
is mind nulldk: x(+0) = 0.

2. megoldds. Most kicsit masképp oldjuk meg a differencidlegyenletet,
amely illusztracioként szolgal az allapotvaltozos leirds megolddsanak for-
muldjdhoz. A megoldast szintén az z(t) = x,(t) + z (t) alakban keresstik.

A tranziens 8sszetev z,(t) = Me ™2 alakjdban most vegyiik figyelembe
a kezdeti értéket, azaz M = 5, hiszen z(,(0) = Me® = 5. fgy a tranziens
Osszetevd alakja a kovetkezd:

z(t) = 5¢7 % ha t>0.

Keressiik ezutdn azt a mar meghatarozott és a kezdeti értéket is kielégité
homogén megoldashoz tartozé partikuldris megoldast, amely homogén
kezdeti feltételt elégit ki. Ehhez hatdrozzuk meg az impulzusvélaszt, majd
alkalmazzuk a konvoltciét. A w,(t) impulzusvalasz a kovetkezé differen-
cidlegyenletbdl hatarozhaté meg:

Wa(t) = —2wy(t) + 8(t).

Ebben az egyenletben szerepel a §(t) gerjesztés. Mivel ez nem véges a
t = 0 helyen, ezért integrdljuk ezt az egyenletet id6 szerint. Ekkor az
ugrasvalaszra vonatkozo differencidlegyenlethez jutunk:

0(t) = —20,(t) + (1).

Ezt mar meg tudjuk oldani sszetevSkre bontdssal v (t) = vy 4 (t) + vy st (t)
szerint, majd ennek végeredményét, azaz az ugrdsvalaszt derivdlva meg-
kapjuk az impulzusvalaszt.

Az ugrasvélasz tranziens OsszetevGje az eddigiekhez hasonléan
Vpir(t) = N e 2t lesz, ahol N értéke egyel6re ismeretlen.'® A staciona-
rius valasz egy A konstans probafiiggvénnyel irhat6 le, mivel a gerjesztés a

16 Azért hasznaltunk itt N jelolést, mert ez a konstans nem egyezik meg az x+.(t) jelben
szerepl6 konstanssal.
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konstans értékii egységugrasjel, értéke pedig meghatdrozhatéa 0 = —24+1
egyenletb8l: A = 3. Az ugrésvalasz igy v, (t) = Ne 2!+ 1 alak lesz, amely-
ben N értéke —%—nek adédik, hiszen v, (+0) = v;(—0) = 0. Az ugrasvalasz
tehat a kovetkezd:

vz (1) = 0,5¢(t) (1 —e ).

Ennek 4ltaldnositott derivaltja adja az impulzusvalaszt:
we(t) = e(t)e 2"

A konvolicié definicidja alapjan meghatarozhatjuk a gerjesztett 6sszetevs
alakjat t > O-ra:

t t
st (1) :/ wg(t — 7)s(7)dr :/ e 20T 4dr = 2 — 2072,
0 0

A tranziens Osszetevs és a staciondrius Osszetevs Osszege adja az x(¢) jel
idofliggvényét:

z(t) =52 +2 -2 =3¢ +2 ha t>0.

Miért lehet sziikség a 2. megoldasra? A 2. megoldasi médszer sordn
nem kell kiilon foglalkoznunk a staciondrius vélasz szamitdsa sordn a pro-
bafiiggvénnyel. Kovetkezésképp ez egy altaldnosabb megoldasi médszer
és numerikus szimuldciok sordn alkalmasabb lehet a vélasz szamitdsara.

Az allapotvaltozoés leirds megoldasat zart alakban a 2. megoldédshoz
hasonléan tudjuk el6allitani. A levezetést SISO-rendszerekre végezziik el,
s a végeredményt altalanositjuk MIMO-rendszerekre is.!”

Térjiink hat vissza a megoldand¢ differencialegyenlet-rendszerhez:
x(t) = Ax(t) + bs(t).

A megoldast a jol ismert alakban keressiik: x(t) = xi,(t) + st (t), ahol xi, (%)
a tranziens Osszetevd, amely kielégiti a kezdeti feltételeket. Alakja tehat a

kovetkez6:
X (t) = e x(=0), (4.34)

ahol az x(—0) a kiinduldsi értékek vektorat jelenti. Mivel x,(t) egy oszlop-
vektor, ezért az x(—0) vektorral jobbrdl kell szorozni a matrixfiiggvényt.

17Megjegyezz1’ik, hogy az 1. megoldasi moédszer is alkalmazhat6 az allapotvaltozos leirds
megoldasara, de az altaldnosabb utat kovetjiik.
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A kovetkez6 1épés az x(t) allapotvektor impulzusvélaszanak megha-
tarozasa a konvolicié alkalmazésa érdekében. Az impulzusvalasz ki kell
elégitse a differencidlegyenlet-rendszert, azaz

Wy (t) = Awx(t) + bd(2).

Ezen differencidlegyenlet-rendszer megoldasa az ugrdsvalasz segitségével
hatarozhat6 meg egyszerfien. Az ugrasvalasz is ki kell elégitse a megoldan-
do6 differencidlegyenlet-rendszert, azaz

Vx(t) = Avg(t) + be(t).

Az ugrasvalasz meghatdrozasat az 0sszetevdkre bontds médszerével végez-
ziik el a jol ismert alakban: vy (t) = vy tr(t) + Vx st (t). A tranziens osszetevo
meghatérozasa az eA! matrixfiiggvény segitségével torténik, ugyanakkor
tartalmazza az ismeretlen konstansok n oszlopvektorat, mellyel jobbrol
szorzunk:

Vxr(t) = eAtn.

A staciondrius Osszetev$ egy konstansokat tartalmazé k vektorral jelle-
mezhetd, hiszen a gerjesztés a konstans értékii (¢) jel: vyt (t) = k. A
partikuléris megoldds alakja tehét a kovetkez6képp irhato fel:

0=Ak+b = k=-A"'b.
Az ugrédsvélasz a tranziens 0sszetevs és a staciondrius Osszetev) Osszege:
v(t) =e?r'n — A7 b.

Az ismeretlen konstansokat tartalmazo6 n vektor meghatarozhaté a v(0) = 0
feltételbdl, azaz
0=n—A"'b=n=A"'b,

s igy az ugrasvalasz mar felirhato:
vx(t) =e(t) (e* A™'b — A'b).

Az impulzusvalasz ennek id6 szerinti altalanositott derivaltjaként adhat6
meg:
wy(t) = vi(t) = g(t) (eAt AA D) =¢(t) eAlb.
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Az eAt derivéltja AeA?, ami azonban egyenls az eA! A kifejezéssel, és ezt
hasznaltuk ki.'®

Az impulzusvélasz segitségével az dllapotvektor staciondrius dsszete-
vje mar megadhato6 zart alakban, azaz:

t
Xt (t / wx(t —7)s(7)dr = / eA=T) bs(r)dr.
0

Az éllapotvektor id6fiiggvénye tehat a kovetkez6képp szamithato:

t

x(t) = et x(—0) + / AT bs(r) dr. (4.35)
—0

Az y(t) valaszjel id6fuiggvénye megadhat6 az dllapotvaltozos leirds erre
vonatkoz6 Osszefiiggése alapjan ugy, hogy x(t) helyébe beirjuk a kapott
eredményt:

y(t) = c'x(t) + Ds(t) =

t
cTeAlx(—0) +cT / AT bs(r) dr + Ds(t).
-0

(4.36)

Mindez MIMO-rendszerekre a kovetkez6képp néz ki:

x(t) = eAx(—0) + /t A=) Bs(7) dr.

o, (4.37)

y(t) = CeAl x(—0) + C / eA1=7) Bs(r) dr + Ds(t).
0

Lathato, hogy a valaszjel idéfiiggvényében nem szerepel az allapotvek-
tor idéfiiggvénye, és a formula a ¢t > 0 idéintervallumban adja meg az
allapotvektor és a valaszjel id6fliggvényét.

Hatarozzuk meg ezutdn a SISO-rendszer impulzusvalaszanak kifeje-
zését az allapotvaltozos leirds ismeretében. Az impulzusvalasz a Dirac-
impulzusra adott valasz, ami egy belépdjel, azaz a t = —0-ban az 4llapot-
vektor biztosan nullvektor, hiszen nincs gerjesztés, s kovetkezésképp valasz

sincs, azaz x(—0) = 0.

8Ez annyit tesz, hogy a métrixfiiggvény és a métrix szorzata kommutativ mtivelet, azaz
felcserélhetd. Ez legegyszertibben a mar emlitett hatvanysoros el6allitasbol latszik, ugyanis
az, hogy egy matrixot 6nmagaval szorzunk balrél, vagy jobbrol, az ugyanazt jelenti:

A (COEJrclAJr...JrcNAN) - (coE+clA+...+cNAN) A.
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Vizsgaljuk meg el6szor az allapotvektor Dirac-impulzusra adott véla-
szat. Helyettesitstik a (4.35) kifejezésbe az s(t) = 6(t) gerjesztést:

t

wx(t) = / AT b(7) dr.
-0

Tudjuk, hogy 4(t) a t = 0 id6pillanaton kiviil mindenhol nulla, de ki kell

elégitse az [*°_46(t) dt = 1 egyenletet. Az integraldst T szerint végezziik, s

igy annak helyére kell nullét irni. Vigytik ki az integralds szempontjabol

konstansnak tekinthetd tagokat az integral elé:

Wy (t) = eAt t 7)dr = £(t)e?! b,
(1) b/_oé()d c()eAt b

—_—
e(t)

Helyettesitsiik be a kapott eredményt az allapotvaltozos leirds vélaszje-
let megad¢ egyenletébe, s igy kapjuk a rendszer impulzusvélaszat:

w(t) = cTwy(t) + Di(t) = e(t)cTe® b + Ds(t). (4.38)

A matrixfiggvények eldallitasa. Az éllapotviltozos leirds megoldasa-
hoz sziikség van tehat az e matrixfiigguény elééllitasara. Egy N-edrend(i
kvadratikus métrix tetszéleges f(A) matrixfliggvénye is egy N-edrendii
kvadratikus matrix, ahol f(-) egy fliggvény, pl. e”, sin(x) stb.

Mindenekel6tt 4t kell ismételniink par, linedris algebrdbdl ismert fo-
galmat: sajatérték, sajatvektor, determinans, adjungalt, karakterisztikus
matrix, karakterisztikus polinom, karakterisztikus egyenlet, minimalpoli-
nom.

Ha az

Am = \m (4.39)

egyenletnek valamely )\ érték mellet van m # 0 megolddsa, akkor a A sza-
mértéket az A N-edrendli kvadratikus matrix sajdtértékének, az m vektort
pedig a matrix \ sajatértékhez tartoz6 sajdtvektoranak nevezziik.

A (4.39) definici6s 0sszefiiggésbodl kovetkezik, hogy

(AE — A)m = 0. (4.40)

Ennek a homogén lineéris egyenletrendszernek akkor és csakis akkor van
trividlistol eltér megoldasa, ha az egytitthatokbol képzett matrix determi-
ndnsa nulla, azaz

(Dn(A) = \E— A[=0.| (4.41)
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Ezen determinans kifejtésével A\-ra egy N-edfoku polinomot kapunk, mely-
nek gyokei az A matrix sajatértékei. A A\E — A matrix neve karakterisztikus
mdtrix, és a karakterisztikus matrix determindnsa a karakterisztikus polinom.
Ha a karakterisztikus polinomot egyenldvé tessziik nullaval, akkor kapjuk
a karakterisztikus egyenletet.

frjuk fel a (4.41) karakterisztikus egyenletet részletesen:

A — AH —A12 e _AIN
—A21 A — AQQ . —AZN
Dn(A) =|AE - A| = . . : (4.42)
_ANl —AN2 )\_ANN
A+ @M L @ A2 dy A+ dy = 0.

Ezen karakterisztikus polinomnak N gyoke (zérusa) van, melyek a sajatér-
tékek. A sajatértékek vagy valdsak, vagy vannak koztiik olyanok, amelyek
konjugélt komplex pért alkotnak. A karakterisztikus polinom felirhat6
gyoktényezds alakban is:

N
Dn(A) = (A =A)A=X2) ... (A= An) = (A= ). (4.43)
=1

A matrix minimdlpolinomjara sziikségiink lesz a tovdbbiakban. Ha
Dn(\) jeloli a matrix karakterisztikus polinomjat és ©(\) a AE — A mdtrix
adjungdltjiagnak® legnagyobb kozos osztojat, akkor a

_ Dyv(¥)

A(N) o0

(4.44)

polinomot a matrix redukdlt karakterisztikus polinomjanak, vagy minimdlpo-
linomjanak nevezziik. A minimalpolinomnak M szdmu gyoke van, ami
legfeljebb a karakterisztikus polinom gyokeinek N szdmédval egyezik meg,
M < N, attél fuggden, hogy az adjungalt matrix elemeinek legnagyobb
kozos osztéjaval tudunk egyszer(isiteni, vagy sem.

A matrixfliggvény el6allitdsara két lehet6ségiink van, attdl fiiggten,
hogy a matrix minimdlpolinomjanak gyokei hanyszoros multiplicitdssal ren-
delkeznek:

¥ Az adjungalt métrix fogalméval nem foglalkozunk részletesen, csak amennyire sziik-

ségilink van. A példak soran felirjuk a példaban szereplé matrix adjungaltjat, ott tehat
visszatériink a fogalomra.
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o Minden sajdtérték egyszeres, azaz egy N-edrendti kvadratikus matrix
minimalpolinomjanak M szamu gyokei kdzott nincs két egyforma.
Ebben az esetben a Lagrange-mitrixokat alkalmazzuk.

o A minimdlpolinom legaldbb egy gyoke legaldbb kétszeres, azaz a minimalpo-
linom M szamu gyoke kozott van legaldbb egy olyan, amelyik legaldbb
kétszeres. Ebben az esetben az Hermite-mdtrixokat alkalmazzuk.

A minimélpolinom gyokeinek meghatdrozdsa utdn eldonthetd, hogy melyik
modszert kell haszndlni a métrixfiiggvény felirdsdhoz.

Matrixfliggvény szamitasa Lagrange-matrixokkal. Legyen az A mat-
rix karakterisztikus polinomjanak gyoktényezds alakja

M M
Dy(A) =]J(A=A)%, ahol > a;=N,

i=1 i=1
azaz M < N szamu sajatértéke van, melyek kozott lehet tobbszordos mul-
tiplicitdsi. Az egyes tobbszords multiplicitdsa sajatértékek multiplicitasat
«; jeldli, ami annyit jelent, hogy a A; sajatértékbdl a; szdmu van. Legyen
tovdbba a matrix minimélpolinomjanak gyoktényezds alakja

M

A0 =gy = 1T,

ahol ©()) az adj(AE — A) adjungaltmatrix elemeinek legnagyobb kozos
osztdja. Az osztas kovetkeztében a minimalpolinom fokszdma csokkenhet
a karakterisztikus polinom fokszdméhoz képest, azonban az tobbszoros
gyokoket nem tartalmazhat (ellenkez6 esetben az Hermite-matrixokat kell
alkalmazni). Ha az el6allitand6 f(A) matrixfuggvény f(-) fliggvénye hat-
vanysorral definidlhatd, akkor a matrixfiiggvény el6allithaté a Lagrange-
matrixok segitségével:

M
F(A) =D FO)Li(A), (4.45)
=1

ahol L;(A) jeloli a meghatdrozand6 Lagrange-matrixokat.
Az A N-edrendfi kvadratikus matrixnak M szamu Lagrange-mdtrixa
van, melyeket a kovetkez6 Osszefliggés alapjan kell szamitani:

M
A - )\E
j=Lg#i
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Minden egyes Lagrange-matrix (M — 1)-edfokti métrixpolinom, hiszen
a szorzatban mindig elhagyjuk azt a sajatértéket, amely nulldva tenné a
nevezot.

A Lagrange-métrixok szamitdsanak ellen6rzésére szolgalhat, hogy
Osszegiik N-edrendi egységmatrix, azaz

Y Li(A)=E. (4.47)

i=1

A Lagrange-matrixok meghatdrozasa utan az A matrix tetsz6leges fligg-
vénye meghatdrozhat6 a (4.45) Osszefliggés alapjan. A szamunkra sziiksé-
ges exponencidlis matrixfiiggvény a kovetkezéképp szamithato:

M
A =3 "N L;(A). (4.48)
=1

A matrixfliggvény meghatdrozdasa igy egy M tagbdl 4ll6 6sszeg meghata-
rozaséat jelenti, ahol az f(-) fliggvény argumentuméba a matrix helyett a
matrix sajatértékei keriilnek, ami pedig egy skalarfiiggvény meghataro-
zasét jelenti, s a Lagrange-matrixok ezen skalarfiiggvényekkel stilyozott
Osszege adja a matrixfliggvényt.

A Lagrange-matrixok eldéllitdsanak gyakorldsara szamoljuk végig rész-
letesen a kdvetkezd példat.

Példa Hatdrozzuk meg az A mdrtix Al matrixfliggvényét.
0 1
A- [ o ] .

Megoldds Hatarozzuk mega matrix |[\E — A| = 0 karakterisztikus egyen-
t20

paov=|[5 3] -5 Al=[5 -

“AA+4) +3 =N +4A+3=0.= )\ = —1, \y = —3.

leté

MWazA =7 d mdsodrendii métrix determindnsa a kovetkezé: |A| = ad — bc, azaz a
féatloban 1év6 elemek szorzatdbol kivonjuk a mellékatloban 1év6 elemek szorzatat.
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A sajatértékek tehat eqyszeresek, mivel kiilonboznek egymdstol. Ebben az
esetben a minimalpolinomot nem is kell meghatarozni, mert ha meghata-
rozzuk a \AE — A matrix adjungéltjat, akkor elemeinek legnagyobb kozos
osztdja bizosan 1 lesz. Ezt meghatarozzuk:

il A L Je[ A4 -3 T A+4 1
W3 xva| | 1 x| 7| =3 x|’

Ezen adjungdlt matrix elemeinek legnagyobb kozos osztdja 1, azaz ©(\) =
1, s igy a minimélpolinom megegyezik a karakterisztikus polinommal,
A(N) = Dy()).? Igy a Lagrange-matrixokat alkalmazhatjuk a matrixfiigg-
vény meghatarozdsara. Az L;(A) Lagrange-matrix a definiciébél kiindulva
kovetkez6képp hatdrozhat6 meg;:

A-)ME A-\E 1
Li(A) = L = = A — \E) =
1(A) jg# VD VIR VDV AlfAQ( 2E)

et a0 S

13 1] [ 15 05
T2 -3 -1 | =15 =05 |°

Az Ly(A) Lagrange-matrix hasonloképp szdmithato:

A—-)\ME A-\E 1
Lo(A) = || = = = A -\ E)=
2(A) Ji AP TED VTN AQ—AI( 1E)

1 o 1} [-1 0 _

=341 || -3 4 0 —-1|f

_ 1 o1 =05 =05

20 -3 3| | 15 15 |’
Ellen6rzésképp szamitsuk ki a két Lagrange-matrix 0sszegét:

1,5 05 —0,5 —0,5 10
Ll(AHLZ(A):{—m —05]+[ 15 15 ]:[0 1]’

! Az adjungalt matrix meghatdrozasdnak szabélya a kovetkez6: az adjungalt matrix ij
indexti eleme a AE — A matrix i-edik sordnak és j-edik oszlopanak elhagydasa utan kapott
matrix determindnsa lesz. Ezt ezutdn transzponalni kell. Az adjungélt meghatarozésa soran
nem szabad megfeledkezni a sakktdblaszabdlyrél, ami a kovetkez6t jelenti az eldjelekkel
+ - + .

kapcsolatban: | — + — ... ] , azaz pl. az 11 indexfi elemet 1-gyel, az 12 indext
+ - + .

elemet —1-gyel be kell szorozni. Ezt a pontot jeldli a (*) a mfiveletben.
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ami a masodrendi egységmatrix, ahogy annak lenni kell.
A Lagrange-matrixok ismeretében az exponencialis matrixfiiggvény
mar felirhato:

2
A=) MLi(A) =
=1

15 05 -0,5 —0,5

_ —1t 3 ) —3t ) ) _
= [—1,5 —0,5 ] e [ 1,5 15 ]_
[ 15e7t—0,5¢73  0,5e 1t —0,5e 3

T | —1,5e7 4 15e73 —0,5e7 41,5673 |

Ezen eredményre késébb még visszatériink.

Matrixfiiggvény szamitasa Hermite-matrixokkal. Miel6tt ratérnénk az
Hermite-métrixok bevezetésére, egy egyszerti példaval illusztraljuk azt az
esetet, amikor a matrix minimélpolinomja tobbszoros gyokot is tartalmaz.

Vizsgéljuk meg az
11
Ao

maétrix karakterisztikus polinomjét, adjungaltjat és minimélpolinomjat. A
kérdés az, vajon alkalmazhatdk-e a Lagrange-matrixok ezen matrix matrix-
fuggvényének elballitaséra.

Az A matrix karakterisztikus polinomja a kdvetkezd:

A—-1 -1

‘ = (A —1)2%

Ha a karakterisztikus polinomot egyenl6vé tessziik nullaval, akkor kapjuk
a karakterisztikus egyenletet, és a sajatértékeket: (A — 1)2 = 0. Egyetlen
sajatérték van tehat, amely kétszeres: \; o = 1. Mivel a sajatérték kétszeres
(altalanosan tobbszoros), ezért meg kell vizsgalnunk a minimdlpolinomot
is. Ehhez sziikség van az A\E — A métrix adjungaltjara:

SHRA RN

adj()‘E_A):[ 1 A—1 0 A-1

Az adjungélt matrix elemeinek legnagyobb kozos osztéja ©(A) = 1,sigy a
minimdlpolinom megegyezik a karakterisztikus polinommal:

_ Da(y)

AN =5 = (- 1)
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A minimélpolinom gyoke tobbszoros, tehat a Lagrange-matrixokat nem
alkalmazhatjuk a méatrixfiiggvény meghatarozasara.

Legyen tehat az A matrix karakterisztikus polinomjanak gyoktényezds
alakja

M M
Dy(A) =[](A=X)*, ahol > a;=N,
=1 =1

azaz M < N szamu sajatértéke van, melyek kozott van tobbszoros (o;) mul-
tiplicitast. Legyen tovabba a méatrix minimdalpolinomjdnak gyoktényezbs
alakja

Dy (M) _ - :
AN) = =[] = 2)%, ahol Y Bi=N <N,
i=1 i=1

ahol ©(A) az adj(AE — A) adjungaltmatrix elemeinek legnagyobb kozos
osztdja. Az osztas kovetkeztében a minimélpolinom fokszdma csokkenhet
a karakterisztikus polinom fokszamahoz képest, azonban az is tartalmaz-
hat tobbszoros gyokoket (jelen esetben tartalmaz is). Ha az eldallitand6
f(A) métrixfiggvény f(-) fliggvénye hatvanysorral definidlhat6, akkor a
matrixfliggvény eléallithaté az Hermite-matrixok segitségével:

M B;i—1
FA) =) U Hy(A), (4.49)
i=1 j=0
ahol H;;(A) jeloli az Hermite-matrixokat. Az els6 0sszegzés i = 1,2,...,M

a sajatértékek szamdanak megfelel6en alakul, a bels6 dsszegzést pedig a mi-
nimalpolinom i-edik gyokének multiplicitdsa hatdrozza meg. Részletesen
kifrva:

M

A) = Ai)Hio(A ")H;1(A) + ...
f(a) ;;U<> o(A) + f/(\)Hir (A) + w50

+FATD ) 51 (A)],

tehat az f(-) fliggvény derivéltjaira is sziikségiink lesz.

Az Hermite-métrixok meghatdrozdsara dltalanosan nincs sziikségiink,
csak az eA! métrixfiiggvényre koncentralunk, hiszen az szerepel az dllapot-
valtozos leirds megoldasanak végképletében:

M Bi—1

A=) "N "t N H(A). (4.51)

i=1 j=0
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Itt arra kell tigyelniink, hogy az f()\;) = erit derivalasat a \; valtozo szerint
kell elvégezni, és t fliggetlen paraméter, azaz

FOa) =eM 1) =t f () = e

Ezt jelzi a fliggvény argumentuma is: f()\;), vagyis az f(-) fliggvény a A;
sajatértéktol figg.

Az Hermite-féle métrixpolinomok el6éllitdsa a kovetkezd 0sszefiiggé-
sen alapszik??:

1 M )\1.7 )\P—l )\;_7—2 )\P*qz'
—A? = [—ZHZ- + —t——H; + ———Hpp+ ...+ H,,,, (4.52)
P! Z R e D ) [ (p—a)l

ahol Hij = Hz](A), és

q~:{ Bi—1, Bi—1<p;
’ P, Bi —1>p.

Mindez felirhat6 kompaktabb alakban is:

qi )\p 7

AP = Z Z (4.53)

zl]O

Ez az Osszefliggés megadja az A matrix és az 6sszes H;;(A) Hermite-
féle matrixpolinom kozotti kapcsolatot. Segitségével meghatdrozhatok
az egyes matrixpolinomok (itt p = 0,1,2,... N’ — 1). Ezt nem targyaljuk
dltalanosan, mert nagyon messze vezetne, megértése példakon keresztiil
sokkal hatékonyabb és egyszertibb.

Példa Hatirozzuk meg az A matrix eA?

0o 1
A‘{—o,% —1]

Megoldas Hatdrozzuk meg a métrix |[\E— A| = 0 karakterisztikus egyen-
letét:

matrixfliggvényét:

A -1
0,25 A+1

=X 4+24+025=0 = Ag=-05.

Dg()\)—|/\E—A—‘ ’—)\(/\+1)+0,25—

2Ezen osszefliggés levezetésével nem foglalkozunk, mert feleslegesen hosszadalmas
lenne, fogadjuk tehat el, hogy igy van. Levezetését és bizonyitasat 1asd Rézsa Pdl: Linedris
algebra és alkalmazdsai cim( konyvében.
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Ez a sajatérték kétszeres. Hatdrozzuk meg a minimdlpolinomot annak el-
dontése céljabol, vajon melyik matrixpolinomot kell alkalmaznunk. Lattuk
az el6z6 példakban, hogy ha a karakterisztikus polinom gyokei tobbszoro-
sek és a minimélpolinom gytkei mind egyszeresek, akkor a Lagrange-féle
maétrixpolinomokat kell alkalmazni. Latni fogjuk, hogy itt nem ez lesz a
helyzet. Hatdrozzuk meg a AE — A karakterisztikus métrix adjungaltjat:

T
. A+ =025 |0 [ A4+1 1
adj()\E—A)—[ 1 ) } —[_0725 )\]
Ezen matrix elemeinek legnagyobb kozos osztéja ©(\) = 1, azaz a métrix
minimélpolinomja megegyezik a métrix karakterisztikus polinomjaval,
kovetkezésképp a minimalpolinom egyetlen gyoke kétszeres:

A0 = G5

= (A +0,5)%.

Mivel a minimélpolinom gyoke tobbszoros, ezért nem alkalmazhatjuk a
Lagrange-féle métrixpolinomokat a matrixfiiggvény el6allitdsdra. Erre
szolgédlnak az Hermite-féle méatrixpolinomok.

Azonositsuk a (4.52) osszefiiggésben szerepls jeloléseket. A karakte-
risztikus polinom gyokeinek, azaz a sajatértékek szama N = 2, azonban ez
egy kétszeres gyok, igy a1 = 2, azonban csak egy van bel6le, ezért M =1,
a minimélpolinom gyokeinek szdma N’ = 2, de 4 = 2. frjuk fel a (4.52)
Osszefliggést p = 0,1 esetekre:

1
sz:)E:ZHiosz
=1

1
p=1:)A= Z {MHi + Hj1 } = MHyo + Hy;.
i—1

Innen leolvashatjuk, hogy

10

H11=A+0,5H10=[ 0.5 L ]

0,25 —05
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igy nincs més dolgunk, mint felirni a métrixfiiggvényt:

1 2-1
e = Z Z t/ M H;j(A) = M Hyg + teM Hyy =
i=1 j=0
B e—0,5t € O,5te_0’5t te_0’5t
- —0,25te™ 0% 705t _ () 5te=0:5¢

A példan keresztiil vildgos, hogy ¢ = 1, azaz egyetlen tagbdl 4ll a kiils6
Osszeg, hiszen egyetlen, de kétszeres sajatérték van, a belsé 0sszegzés
Jj = 0,1, pont azért mert a sajatérték kétszeres.

Ha a minimélpolinom valamely gyokének multiplicitdsa nagyobb, mint
2, akkor fellépnek még t2eM, t3eM stb. tényezdk is.

Levonhato tehét az a kovetkeztetés, hogy az allandé egytitthatéja homo-
gén lineédris differencidlegyenlet-rendszerek megoldasat kizarélag exponen-
cidlis fiiggvények alkotjdk, ha a minimédlpolinom minden gyoke egyszeres,
ellenkezd esetben fellépnek az id6 polinomjaval stlyozott exponenciélis
tuggvények is.

Matrixfliggvények alkalmazasa a valasz szamitasaban.

Példa Hatarozzuk meg az aldbbi dllapotvaltozos leirasaval adott SISO-
rendszer ugrdsvalaszat és impulzusvalaszat.

T 1 0 1 I 0 X1
sl ARG e
Megoldas A megoldast két médon mutatjuk be. Az els6 kicsit hosszadal-
masabb, azonban megadja az allapotvéltozok idéfiiggvényét is, a masodik
egy rovidebb megoldds, de csak a kimeneti jel alakuldsét adja.

A rendszermétrix e! matrixfiiggvényére sziikségiink lesz a megoldés
sordn. Célszerfi el6szor ezt meghatarozni, majd a lentebb bemutatott mo-
don felhaszndlni. Ezen matrix matrixfliggvénye ismert, kordbban mar
meghataroztuk, s most felhasznaljuk (1. 67. oldal).

(a) Els6 1épésben hatarozzuk meg az allapotvaltozok id6fliggvényét az
dllapotvéltozos leirds dllapotvektorra vonatkozo részébdl. Lathato, hogy
az y = y(t) kimeneti jel ezektdl fiigg, hiszen y(t) = x1(t) + Sxa(t). Az
allapotvektor id6fliggvényének meghatarozasara szolgél az

t
x(t) = eAlx(—0) + / A bs(r) dr
~0
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Osszefiiggés, ahol x(—0) = 0, mivel a gerjesztés a belépd egységugrasjel,
s(1) = e(r), tovabba az integrdl als6 hatdra 0 lehet, mivel a gerjesztés nem
tartalmaz Dirac-impulzust. igy az

t
x(t):/ AT pdr
0

osszefliggéshez jutunk. Sziikségiink lesz az eA(!"7) b szorzatra, amely
egy 2 x 2-es matrix és egy 2 x l-es oszlopvektor szorzata. Az eredmény
egy 2 x 1-es oszlopvektor lesz. Foglalkozzunk el6szor az eA! b szorzattal,
majd a végeredményben {rjunk 4t minden ¢-t (¢ — 7)-ra. A szorzat tehata
kovetkezé:

AL 1,5e7 1t —0,5e73  0,5e 1 —0,5e 3 0]
| —15e7® +1.5e73 —0,5e7 1 + 1,5e7% 1|
[ 05e71t —0,5e73

~ | —0,5e7 41,57 |

azaz (t—r) 3(1—7)
A(t—7) 1. _ 0,5e"*""7) — 0,5e "7
e b = [ —0,5e~ (=) 4 1 5e=30t=7)

Ennek elsé sora az x;(t), masodik sora pedig az x2(t) id6fliggvény szami-
tdsdhoz sziikséges, tehat:

t
z1(t) = / [O,Se_(t_T) —0,5e—3(t—7>} dr.
0

Ennek megolddsa hasonlé a konvoltciénédl bemutatott integralok szamita-
sdhoz: a zardjelek felbontdsa utdn vigytik ki az integralads szempontjabol
konstansnak tekinthet6 paramétereket, majd hatarozzuk meg a primitiv
fuggvényeket és a hatdrozott integralokat:

¢ t
z1(t) = O,Bet/ e’ dr — 0,563t/ AT dr =
0 0

t
056t el — 0503 [©7 ] =050t (e — 1
=0,5¢" " [e"], — 0,5e ?0776 (eh—1)—

L 3¢ 3¢ VR N
e (e ) , ,oe + —e

Az x,(t) id6fuiggvénye tehdt a kovetkezs:

21(t) = £(t) (; - %e_t + ée_3t> .
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Az x4(t) id6fliggvénye hasonloképp szamithato:

Ezen eredmények felhaszndldsaval az y(t) vélaszjel id6fliggvénye is meg-
hatarozhat6 behelyettesitéssel. Mivel a gerjesztés az £(t) egységugras, ezért
a valaszjel a v(t) ugrdsvélasz, azaz

v(t) = y(t) = z1(t) + 5aa(t) = &(t) <z13 _ %e_t n ée—3t> n
+ 5e(t) (;et - ;e3t> = e(t) <; +2e7t — ;e?’t) _

Hatarozzuk meg az impulzusvélaszt az ugrdsvélasz altaldnositott derivalt-
jaként:

w(t) = v'(t) = 4(t) <; +2- ;) +et) (—2et 4+ Te) =
=c(t) (27" + Te ).

(b) Hatdrozzuk meg az y(t) valaszjelet kozvetleniil az
t
y(t) = CT/ AU bs(r)dr + D s(7)
0
Osszefliggés alapjan. Sziikségiink van tehat a
CTeA(t—T) b
szorzatra, melyb6l az eA(*~7) b szorzatot mar meghataroztuk, igy csak az

T Alt—r 0,5e~ (=7 — 0 5¢=3(=7)
cTeAlp = [ L5 ] [ _0’56—(t—7) +1,5e_3(t_7')

szorzatot kell meghatdroznunk. Ez egy 1 x 2 sorvektor és egy 2 x 1 oszlop-
vektor szorzata, amely egy skaldr kifejezést ad, azaz

[0’56_(t_7) - 0a5e‘3“‘7)} +5 [—0,56—@—” n 1,5e—3<t—7)} ’

azaz: cTeAt-T) b = —2¢=(=7) 1 7e=3(=7) amit integrélni kell (D = 0):

t
)= [ [-2e 7 4 7e%0)
0
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Az ugrésvélasz igy a kovetkezd:

1

v@):s@)(3—+2e%-—;e—%>.

Az impulzusvélasz meghatarozhat6 a
w(t) = e(t)cl e b 4+ DS(t)

kifejezés alapjan. Mivel D = 0, ezért az impulzusvalaszban a §(t) gerjesztés
nem jelenik meg, a cT'e?! b kifejezést pedig mar fentebb meghataroztuk,
igy

w(t) =e(t) (—2e7" + 7e_3t) .
A (a) és (b) pontban meghatarozott eredmények egyenléek, ahogy azt varni
lehetett.

A példakbol érzékelhetd, hogy a matrixfiiggvények alkalmazasa meg-
lehet6sen hosszadalmas szamitast jelent papiron, kézzel elvégezve a mi-
veleteket. Nagy el6nye a (nem targyalt) rendszeregyenlet megolddsahoz
képest, hogy a kezdeti feltételek sokkal egyszertibben meghatarozhatok és
szdmitogépes programokban sokkal egyszertibb a kod elkészitése.

4.6.4. Az aszimptotikus stabilitas

Egy folytonos idejti, linedris, invaridns rendszer akkor aszimptotikusan stabil, ha a
gerjesztetlen rendszer x(t) dllapotvektora t — oo esetén nulldhoz tart tetszdleges
x(+0) kezdeti érték esetén:

lim x(t) = 0. (4.54)

t—o00

Ez gyakorlatilag az allapotvektor Dirac-impulzusra adott valaszanak meg-
hatarozdsat és a lim;_.., wx(t) hatarérték vizsgélatat jelenti, amely eA 0
esetén cseng le. A fenti példdkban lattuk, hogy ez a matrixfiiggvény akkor
tart a nullmétrixhoz, ha A minden sajatértékének valos része negativ. Az
dllapotvektor tehdt akkor tart nulldhoz (a rendszer akkor aszimptotikusan stabil),
ha a rendszermdtrix minden sajdtértéke a komplex szdmsik bal félsikjdan helyezkedik
el, azaz

’Rd&}<& i:L“wNw (4.55)
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A rendszermaétrix karakterisztikus polinomjdnak meg- / Im{A}
hatdrozasa utan, annak egyiitthatéinak segitségével is meg
lehet allapitani, hogy a rendszer aszimptotikusan stabilis Re{\}
vagy sem. A feltételeket l. 55. oldalon.

Ha wy(t) nulldhoz tart, akkor (4.38) alapjdn a rendszer
impulzusvélasza is nulldhoz tart. Azaz, ha a rendszer aszimptotikusan stabilis,
akkor gerjesztés-vilasz stabilis is. Ez forditva nem biztos, hogy igaz, s6t
bizonyos feltételek mellett az aszimptotikusan nem stabil rendszer lehet
gerjesztés-valasz stabilis.??

4.7. Az allapotvaltozos leiras és a rendszeregyenlet kapcsolata

A rendszeregyenlet és az allapotvaltozoés leirds egy rendszer két kiilon-
b6z6 matematikai megfogalmazéasa. Mivel ugyanazon rendszert irjak le,
kozottiik kapcsolat kell legyen.

4.7.1. Az allapotvaltozos leiras meghatarozasa a rendszeregyenlet is-
meretében

Példa Hatarozzuk meg az aldbbi, rendszeregyenletével adott rendszer
allapotvaltozos leirasat.

ij + 49 + 3y = 3s.

Megoldas A cél tehat dllapotvaltozok bevezetése, és a rendszeregyenlet
atalakitdsa allapotvéltozods lefrdssa. Arra kell tigyelniink, hogy az allapot-
véltozos leiras jobb oldaldn csak az &llapotvéltozok és a gerjesztés id6-
figgvénye, bal oldaldn pedig csak az allapotvaltozok id6 szerinti elsd
derivéltja szerepeljen, tovabba a vélaszjel id6fiiggvénye. A megoldds mene-
te a kovetkezd. El6szor azt kell meghataroznunk, hogy hany allapotvéaltozo
szlikséges a rendszer leirdsara. Ez a rendszeregyenletb6l mindig meg-
dllapithaté: N = n, jelen esetben N = 2. Els6 1épésben rendezziik at a
rendszeregyenletet iigy, hogy annak bal oldalan a vélaszjel n-edik derivéltja
szerepeljen:
§j = —4y — 3y + 3s.

Integréljuk ezt az egyenletet N = 2-szer —oo-t6l t-ig. Igy a bal oldali
kétszeres derivalt eltinik és az ido6fiiggvény kifejezését kapjuk:

y:4/ydt3//yd7'd7+3//5d7'd7'.

ZMinderre a 6. fejezetben még visszatériink.
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Ezt az egyenletet kell dtalakitanunk allapotvaltozds leirdssa. Ebben az alla-
potvaltozos leirds utols6 egyenletére ismerhetiink, amelyben a valaszjelet
hatdrozzuk meg. Abban azonban nem szerepelhet integral, csak az allapot-
valtoz6 és a gerjesztés id6fiiggvénye, minden mast masképp kell jeldIniink.
Erre szolgélnak az allapotvaltozok, jeloljiik hat a teljes jobb oldalt az z»
allapotvéltozoéval, azaz

:Ez:—4/yd7‘—3//yd7’d7’+3//sd7‘d7‘,

és igy kapjuk a vélaszjel allapotvaltozos leirasét is: y = x2, mellyel tobbet
nem kell foglalkoznunk. A jelolést mindig N-t6l kell kezdeni, visszafelé
haladva. Ezutdn derivaljuk id6 szerint az x5 allapotvaltoz6t:

¢2——4y—3/yd7+3/sd7.

Ezt azért kell megtenniink, mert definici6 szerint az dllapotvéltozos leirds
normélalakjanak bal oldalan az allapotvéltozék id6 szerinti els6 derivaltja
szerepel. Jobb oldaldan azonban csak az 4llapotvaltozé és a gerjesztés id6-
fiiggvénye szerepelhet. Az y-t mar kifejeztiik az x5 allapotvaltozéval, az
integralt tartalmazo6 két tagot pedig jeldljiik az x; dllapotvaltozoval:

.%"2_—41’2—3/yd7'+3/8d7'——4$2+$1,

:1:1:—3/yd7'+3/3d7'.

Derivaljuk ezt a kifejezést is id6 szerint, mivel az allapotvaltozo derivéltja
kell, hogy szerepeljen a bal oldalon, azaz

azaz

T1 = —3y + 35 = —3x2 + 3s.

Ez az alak mar megfelel az 4llapotvéltozos leirds norméalalakjanak. Ossze-
gezve kapjuk, hogy

)’c(t):[(l) :i]x(t)—l—[g}s(t), gty =10 1]x().

Az &talakitas megoldhat6 egyetlen 1épésben is, azonban ehhez meg kell
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jegyezniink a kovetkez6 formulat:

0 0 0 —apn by — boan
10 0 —an- by—1 —boan—_1
sy | 0 1 - 0 —an— by_o — boan—
x(t) = N-2 x(t + N—2 OUN—-2 s(t ,
w T w : 2 (4.56)
0O 0 --- 1 —aq b1 — boal
yt)=[0 0 - 0 1 ]x(t)+bos(t).

Ez az alak az un. mdsodik Frobenius-alak, vagy megfigyel6 alak.>*

4.7.2. A rendszeregyenlet meghatarozasa az allapotvaltozos leiras is-
meretében

7 2z

Példa Hatarozzuk meg a kovetkez6 dllapotviéltozos leirdsdval adott rend-
szer rendszeregyenletét.

il 0 -2 T1 1 I
e R EI R R Y
Megoldas A cél az allapotviéltozok kiejtése az allapotvaltozos leirdasbol.
A megoldas menete a kovetkez8. A vélaszjel egyenletét N-szer derivdluk
id6 szerint. Ezaltal kapunk egy N + 1 egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszert,
amely tartalmazza az dllapotvéltozok id6fiiggvényét, tovdbba a gerjesz-
tés és a valasz id6fliggvényét, els6, masodik, ..., N-edik derivéaltjait. Az
egyenletrendszer megoldasa soran ismeretlennek tekintjiik az N szamu
allapotvaltozot és a valasz N-edik derivéltjat. Ez pontosan N + 1 szdmu
ismeretlen. A cél y(N) = y(") kifejezése egyetlen egyenlettel (a rendszere-

gyenlettel) igy, hogy az egyenlet ne tartalmazzon éllapotvéltozot.
Mindig a valaszjel egyenletébdl indulunk ki. Derivaljuk ezt id6 szerint
egyszer: 1§ = i, és helyettesitsiik be &, kifejezését:

Yy =1x1 — dry + 3s.
Derivaljuk az igy kapott egyenletet id6 szerint:

§j = iy — big + 38,

Az elsé Frobenius-alak, vagy szabdlyozd alak a kovetkez&t jelenti a masodik alak ismereté-
ben (vagy megforditva): A; = AT B, =CY,C, =BT és D; = D, (az indexek az elsé és
a mésodik alakra utalnak).
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majd helyettesitsiik be &; és i, kifejezését az dllapotvaltozos leirasbol és
vonjunk dssze:

Yy = —2x92 4+ 5 — bx1 + 2529 — 155 + 38 = —dx1 + 23729 — 145 + 35.

Kaptunk tehat egy N + 1 = 3 egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszert, amelyben
ismeretlen az x1, az x (azért kellett visszahelyettesiteni az allapotvektort,
hogy az allapotvaltozok id6fiiggvénye szerepeljen) és az §j. Minden mast
ismertnek tekintiink. Oldjuk meg ezt az egyenletrendszert. Hasznaljuk fel
az xo = y kifejezést és helyettesitsiik azt vissza az y és az §j egyenletekbe:

y=x1—5y+3s, y=-—5x]+ 23y — 14s+ 3s.
Ezen egyenletek mar csak az z; és az §j ismeretleneket tartalmazza. Szoroz-
zuk be az els6 egyenletet 5-tel, majd adjuk 0ssze a két egyenletet. Rendezve

a kapott eredményt a kovetkez6 rendszeregyenlethez jutunk:

745+ 2y =35+ s.
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5. Flrendszerek analizise a frekvenciatartomanyban

5.1. Szinuszos allandosult valasz szamitasa
5.1.1. A szinuszos jel

Egy folytonos idejti szinuszos jel a kovetkez6képp adhat6é meg:

’s(t) = Scos(wt + p),

(5.1)

ahol S > 0 ajel csiicsértéke, vagy amplitiiddja, w a jel korfrekvencidja, p pedig a
jel kezddfizisa (0 < p < 27, vagy —7 < p < 7). A csticsértéket szokas S-csal
is jelolni. Ezen jel mindig periodikus a T periédusiddvel, frekvencidja pedig
f =1/T. Utobbi két mennyiségbol a korfrekvencia szamithato:

w=—, w=2rf.

Fontos megjegyezni, hogy a periédusidd SI mértékegysége a masodperc (s),
a frekvencia mértékegysége a hertz (Hz), a korfrekvencia mértékegysége
pedig a radidn per méasodperc (24). Ha pl. a per6dusidd ms egységben

adott, akkor a frekvencia és a korfrekvencia mértékegysége [f] = ﬁ és
[w] = % szerint kHz és ¥24 (ez egy un. koherens egységrendszer), és igy
tovabb.

Példaul a kovetkezd, f = 0,5 Hz frekvencidja (' = 2s periddusidejii)

szinuszos jel és két eltoltja lathat6 a 5.1 dbran:>

s(t) = 3cos(270,5¢),
s1(t) = 3cos(2m0,5t — 7/4), s2(t) = 3cos(270,5t + 7/3).

A két eltolt jel felirhat6 a kovetkezd médon is:

s1(t) = 3cos(2m0,5(t — 1/4)), s2(t) = 3cos(2w0,5(¢t + 1/3)).

PEmlékeztetsiil: a — /4 az eredeti jelet jobbra tolja el, azaz késik az eredeti jelhez képest,
a +m/3 balra tolja el az eredeti jelet, azaz sietteti azt. A 7/4 eltolds az idében 1, = T/8 =
1/4snak, a 7/3 pedig 7o = T/6 = 1/3s-nak felel meg. Ez a kovetkezd ardnyparbol
szémithato: ha a 2 fazis T idének felel meg, akkor a 7 /4 fazis T1-nek: 2% = /% ahonnan

= /4,
=T =T/8.
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5.1. abra. Folytonos idejii szinuszos jelek
5.1.2. A szinuszos jel komplex leirasa

A szinuszos jelek leirdsdra nagyon elényo6s az un. komplex leirds, mely-
nek ismertetése el6tt dtismételjiik a komplex szdmok szamunkra fontos
definici6it és dsszefliggéseit.

\ T, . Egy Z komplex szam (z € C, ahol C jeldli a komp-

z=re¥  lexszdmok halmazat) két részbdl 4ll: egy valds részbol

b —atib és egy képzetes részb6l. Ez felirhat6 az un. algebrai alak
segitségével:

r 52

214 > ahol a = Re{z} a komplex szdm valds, vagy redlis

) része, b = Im{z} pedig a komplex szam képzetes,
Va5g%f 1%)&”3%1113;‘/;%011’6’526 A jaképzetes egység: j = /—1. Fontos megjegyezni,
hogy a is és b is val6s szam. Egy komplex szdmot egy vektorként szokés
abrézolni, és ezen vektor neve fazor (5.2. dbra). Egy komplex szdm masik
alakja a trigonometrikus alak:

(5.3)

’E: r(cosp + jsingp),

ugyanis
a=r7cosp, b=rsiny
a fazor r hosszdnak és a valds tengellyel bezart ¢ szogének ismeretében.

A szamitdsok sordn kényelmesen alkalmazhat6 az un. Euler-alak, amely
a trigonometrikus alakbdl szarmaztathaté. Irjuk fel ehhez a cos ¢ és a sin ¢
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trigonometrikus fliggvények hatvanysoréat:

2 4 6 8

ST S N I
cosp =11+t

3 5 7 9

IR T T FR ]
és frjuk fel az e” exponencialis fliggvény hatvanysorét is
2 .3 .4 5

T T x T T .’I}6 1'7 $8 .’L'g
el gttt gttt g Tt

1! 31 4! 5l 7! 9!
majd helyettesitsiik  helyébe a jy kifejezést:
2 3 4 5 6 7 8 9
_ p- .y AN A 2 2 _
o 1+Ji_§_ 7+?+‘]7—§_J7+7+J9! Foe=

3 5 7 9

4
=1-Z 42 2% 5 +j<£—£+£|—%+§. F. )

sin ¢
amelyben tehét felismerhet6 a cos ¢ és a sin ¢ hatvanysora azzal a kiilonb-

séggel, hogy a sin ¢ hatvanysorahoz tartoz6 tagokban szerepel a j képzetes
egység. Igy e/ felirhat6 a kovetkez6 alakban is:

e)? = cos p + jsin . (5.4)

Ez az un. Euler-reldcié. Lathat6, hogy |e/¥| = 1. Egy komplex szdm tehat
felirhat6 az Euler-alak segitségével is:

zZ = rel?. (5.5)

Egy komplex szdmnak tehdt hdrom alakja van. Azt, hogy mikor melyiket
érdemes alkalmazni, példan keresztiil vizsgéljuk meg.?

Ezen ismeretek birtokaban a (5.1) id6éftiggvényt felirhatjuk az Euler-
reldcionak megfelelGen:

s(t) = S cos(wt + p) = Re {Sej(wt+p)} = Re {Sej“tej”} ) (5.6)

Ha a gerjesztdjel korfrekvencidja w és a rendszer linedris, akkor a rendszer
kimeneti jelének a korfrekvencidja is w lesz. Azaz a gerjesztés és a valasz

%Mar most megjegyezziik, hogy az 6sszeaddst és kivondst az algebrai alakkal, a szorzast
és az osztast az Euler-alakkal lehet leggyorsabban elvégeni. A trigonometrikus alak az
el6bbi két alak kozti dtmenetet biztositja.
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korfrekvencidja megegyezik, igy az e/ tényezével nem kell foglalkoznunk,
hiszen az csak az w korfrekvenciat tartalmazza. A masik két tényez6 neve
egytittesen a komplex amplitiidd, vagy komplex csiicsérték:

S =8¢ = s(t)=Re{Se} =Re{5(t)}. (5.7)

Utoébbiban az 5(t) = Sel“! az un. komplex pillanatérték, amely gyakorlatilag
egy forgd fazor: abszolut értékét és kezd6fazisat az S csticsérték és a p
szdg adja, helyzete, azaz ahova a vektor mutat az e/! fazor hatédrozza meg
minden egyes t id6pillanatban. Ez a fazor az 6ramutat6 jardsaval ellentétes
iranyban w korfrekvencidval forog és a valds tengelyre vett vetiilete adja
a (5.1) idosfuiggvényt. A képzetes tengelyre vett vetiilete egy ugyanilyen
amplitadaja, fazisszogi és korfrekvencidji szinuszos jel.

Az elmondottak illusztralasat szolgdlja a 5.3. abra, ahol az s(t) =
1,5 cos wt jel komplex reprezentécidja (fazorja) és id6ftiggvénye lathato (f =
10 Hz). Az dbran bejeloltiik az egyes komplex pillanatértéknek megfeleld
figgvényértéket is (pl. a ¢ = 110°-0s fazis a 7 = 0,03055 s id6pillanatnak

felel meg, ami a %’T = £ ardnyparbol hatarozhaté meg).

o

110° 4

43 1

i 00 —~
0
_p f210%y ¥ 1 /
-2 -2
-2 -1 0 1 2 0 0.025 0.05 0.075 0.1
Re tls]

5.3. abra. Egy folytonos idejii szinuszos jel komplex pillanatértékének és idofiigg-
vényének illusztrdcidja

A kovetkezo Osszefiiggéseket a kés6bbiekben tobbszor is alkalmazni
fogjuk.

1.) Mivel a komplex cstcsérték egy vektor, ezért két, s;(t) és sa(t)
szinuszos jel Osszege és kiilonbsége egyszertien képezhet6 trigonometri-
kus azonossdgok felhasznalasa nélkiil. A két jel komplex csticsértékének
meghatarozasa utdn két vektor osszegét kell képezni:

S(t) = Sl(t) + Sg(t) = ? = ?1 + ?2. (58)
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2.) Egy K val6s szdmmal végzett szorzds a vektor hosszét, azaz a
csticsértéket véltoztatja meg:

y(t)=Ks(t) & Y =KS. (5.9)

Ha K > 0, akkor y(t) és s(t) fazisban vannak, ha K < 0, akkor egyméshoz
képest 180°-kal vannak eltolva.

3.) A szinuszos jel derivaltjdnak komplex csticsértékére a késdbbiekben
sziikségiink lesz. Képezziik hat a (5.1) jel derivéltjat a derivélasi szabélyok-
nak megfelelGen:

y(t) = 5(t) = —wS'sin(wt + p) = wS cos(wt + p + g), (5.10)
azaz a derivalt jel siet 7 /2-lel az eredeti jelhez képest. Irjuk fel ugyanezt tgy,
hogy haszndljuk a komplex csticsérték és a komplex pillanatérték fogalmat:

y(t) = $(t) = Re {gejwt}/ = Re {gjwej”t} , (5.11)

hiszen S egy konstans, s csak az ¢! tagot kell derivalni, ami pedig jwe*?,
tovéabba jw = wel2 az Euler-relacié szerint¥’, azaz

y(t) = wRe {gej%ej“t} = wRe {?ej“’tej%} = 512

=wRe {?ej(“’”g)} = wS cos(wt + p + g),
ami természetesen megegyezik az el6bbi eredménnyel®®. A (5.11) osszefiig-
gésbdl lathato, hogy ha egy s(t) szinuszos id6beli lefutasu jelet id6 szerint
derivalunk, akkor az a komplex cstcsértékekre attérve jw taggal torténd
szorzést jelent:

y(t) =5(t) < Y =jws, (5.13)

azaz az y(t) derivélt jel az s(t) jelhez képest fazisban 90°-kal (7 /2-lel) si-
et. Altalanosan az n-edik derivalt és a komplex csticsérték kapcsolata a
kovetkezé:

yt) =sM(t) < Y = (jw)"S. (5.14)

7Jegyezziik meg mar most, hogy j = ¢/2 és —j = e 7%, azaz +j-vel val6 szorzés +90°-0s
fazisforgatast jelent.
B Az w tagot kiemelhetjiik, mivel az egy val6s szam.

Tartalom | Targymutatd = = 48>



Jelek és rendszerek Szinuszos allandoésult valasz szamitasa
Tartalom | Targymutatd = = 486>

Példa Adott két szinuszos jel idéfliggvénye:
s1(t) = bcos(2t +0,257), s2(t) = —2cos(2t).

Hatarozzuk meg az s3(t) = s} (t), az s4(t) = sa(t)+s3(t) ésaz s5(t) = s1(t—
0,5) jelek id6fiiggvényét és komplex cstcsértékét. A példdban szerepld
fazorokat a 5.4. dbran abrazoltuk.

10

S, Ss

5.4. dbra. A példdban szerepld fazorok

Megoldas A jelek korfrekvencidja azonos: w = 2524 (SI egységben). A
(5.1) iddftiggvény és a (5.7) definicié alapjan meghatarozhatjuk a két jel
komplex csticsértékét?:

gl = 5ejo’257r, §2 =-2= 26j7r.

Lathat6, hogy a csticsérték mindig pozitiv (S > 0). Az s3(t) jel komplex
csticsértéke a (5.13) alapjan a kovetkezs®:

gg — J2§1 — J2 . 5ej0,257l' — 2ej0,57l' 5ej0,25ﬂ' — 106j0,757r’
idoftiggvénye pedig a (5.1) és (5.7) Osszefiiggések szerint felirhato:
s3(t) = 10cos(2t + 0,75 7).

Két komplex szam szorzdasat és osztasat az Euler-alak segitségével célszerti
szamolni. Altaldnosan tehéat:

o . el -
rel® roel® = piroel@th), e = ela=d), (5.15)
rgelﬁ 9

¥_2 = —24j0 = 2¢)". Ez a vektor a val6s tengellyel 180°-os szoget zar be. Eleinte
érdemes a fazort felrajzolni.
%j2 = 0+ j2 = 2¢/%° ™. Ez a vektor a val6s tengellyel 90°-o0s szoget z4r be.
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Az s4(t) meghatdrozasa soran Osszeaddst kell végezni. Ekkor célszert
attérni az algebrai alakra:

So=—2, S3=10%"" =10 (cos(0,757) 4 jsin(0,757)) =
= 7,071 +j7,071.

Adjuk 0ssze hat ezen két algebrai alakkal adott komplex szamot:
Sy =S89+ 853=-2—-7,071+j7,071 = —9,071 + j7,071.

A komplex csticsérték felirasdhoz az Euler-alakot kell felirni:

Sy = /0.0712 + 7,072 BT} Z 11 56710602

Vigyaznunk kell azonban a fazis szdmitdsa soran! Itt a val6s rész negativ, a
képzetes rész pedig pozitiv, azaz a szog biztosan nem lehet negativ értékii
(L. 5.2 dbra). Ez tehat a 7 — 0,662 sz0g lesz, amelynek értéke: 2,48.3! gy a
komplex csticsérték és az id6fiiggvény helyes értéke a kovetkez6:

Sy =1152% = 5(t) = 11,5 cos(2t + 2,48).
Az s5(t) = s1(t — 0,5) jel idéfliggvénye és komplex csticsértéke a kovetke-
z8képp szadmithato:
s1(t —0,5)=>5cos(2(t — 0,5) + 0,25 1) =5cos(2t — 14 0,257) =
=5cos(2t —0,215) = S5 =5e 19215,

Az id&beli eltolds tehat fazistolast jelent.

5.1.3. Az atviteli karakterisztika

Az atviteli karakterisztika és az atviteli egyitthaté fogalma, a valasz-
jel szamitasa. Ha egy folytonos idejti, linedris, invaridns és kauzdlis
rendszer gerjesztés-vilasz stabilis, akkor a teljes vélasz szabad 0sszetevéje
nulldhoz tart és a vélasz egy id6 utdn megegyezik a gerjesztett 9sszetevivel.
A szinuszos jel egy vizsgdldjel. Ha a gerjesztés szinuszos lefutdst, akkor
a vélaszjel is szinuszos lesz ugyanazon korfrekvencidval. Legyen hét a
gerjesztés is és a valasz is szinuszos:

s(t) = Scos(wt+ p), y(t) =Y cos(wt + ¢). (5.16)

3'Ezért kell felrajzolni mindig a fazorabrat, hogy lassuk a vektor végpontja melyik
siknegyedbe mutat. A mai szdmolégépek azonban tudjik az egyes alakok kozti helyes
atszamitast (— zy, — rO).
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Trjuk fel ezen jelek komplex csticsértékét:
S =258, Y =Ye%. (5.17)

Szinuszos gerjesztés és valasz esetén képezhetjiik ezen két komplex mennyi-
ség hanyadosat, ami az un. dtviteli karakterisztika:>

W =W (jw) = (5.18)

| =<

s(t) = S cos(wt + p) ) y(t) =Y cos(wt + )
— > W (jw) — —>
S = SeF Y =Ye¥

Az atviteli karakterisztika egy rendszerjellemzd fiigguény, és az w korfrek-
vencia fliggvénye, amely adott korfrekvencian (ami a gerjesztés korfrek-
vencidja) megadja a vélaszjel komplex cstcsértékét a gerjesztés komplex
csticsértékének fliggvényében:

Y =WS§5, (5.19)

amelybdl a vélasz y(t) id6fliggvénye meghatarozhaté a komplex cstics-

érték definicijanak megfeleléen. Fontos megjegyezni, hogy az atviteli
karakterisztika egy adott korfrekvencian egy komplex szdm, amely meg-
adja azt, hogy ezen korfrekvencidn a rendszer hatdsdra mennyivel fog
kiilonbdzni a valaszjel amplitiddja és fazisa a gerjesztés amplitdojatol
és fazisatol.3® Az atviteli karakterisztika egy adott korfrekvencian az un.
dtviteli egyiitthaté: W = Ke?, ahol K = |W| az atviteli egyiitthat6 abszoltt
értéke, azaz nagysaga, és ¢ = arcW az 4tviteli egyiitthat6 szoge a vizsgalt
korfrekvencidn. A vélaszjel tehat az alabbiak szerint szamithato:

Y =W S = Kel? Sel? = KS5el(0+0) (5.20)

és igy a valaszjel id6fliggvénye a kovetkezé:

y(t) = %’5’ cos(wt + (¢ + p)) =Y cos(wit + ¢). (5.21)
¥

32K ét jelolési mod is van: a W azt jelzi, hogy ez egy komplex szam, a W (jw) pedig azt is,
hogy ez a jw fliggvénye. Ezen két jel6lés természetesen ekvivalens.

¥ Az atviteli karakterisztika méréssel gy vehets fel, hogy egy adott amplitadéja és adott
fazist szinuszosan valtozoé gerjesztGjelet kapcsolunk a rendszer bemenetére, amelynek aztdn
valtoztatjuk a frekvencidjat és minden egyes frekvencidn mérjiik a kimeneti jel amplitadéjat
és fazisat. Ez megtehetd pl. egy kétcsatornds oszcilloszkép segitségével. A mért adatokat
pedig rogzitjiik. Az atviteli karakterisztika abrazolasi lehet6ségeivel kés6bb foglalkozunk.
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Megadtuk tehat az atviteli karakterisztika definici¢jat és azt, hogy ho-
gyan lehet alkalmazni a szinuszosan gerjesztett vdlasz szamitasdban. A
kovetkez6kben azt vizsgaljuk, hogy miként hatarozhatjuk meg az atviteli
karakterisztikat az dllapotvaltozos leiras, és a rendszeregyenlet ismereté-
ben. Valamilyen kapcsolat nyilvan kell legyen, hiszen mindharom leiras
ugyanazon rendszer mds-mds matematikai megfogalamazasa.

Az atviteli karakterisztika meghatarozasa az allapotvaltozos leiras
alapjan. Egy folytonos idejti, linedris, invarians és gerjesztés-vdlasz sta-
bilis SISO-rendszer allapotvaltozés leirdsdnak normalalakja a kovetkezé:

(1) = Ax(t) + bs(t),

5.22
y(t) = cTx(t) + Ds(t), (6-22)

ahol x(t) és x(t) az dllapotvektor és annak id6 szerinti els6 derivéltja, s(t) és
y(t) a rendszer szinuszos gerjesztése és valasza, A a rendszermdtrix, a b és
c! vektorok, valamit a D skaldr pedig a norméalalakban szerepls megfelel
egyltthatokat tartalmazzak. Ha a rendszer nem gerjesztés-vdlasz stabilis, akkor
ezen levezetés eredményeképp kapott dtviteli karakterisztikdval szamitott gerjesztett
vdlasznak nincs fizikai tartalma (1. 54. oldal). El6szor SISO-rendszerekkel
foglalkozunk, majd a kapott eredményt altalanositjuk.

Mivel a gerjesztés, és igy a valasz is szinuszosan véltozik, attérhetiink a
komplex leirasi médra, azaz haszndljuk fel a komplex cstcsérték fogalmat
valamint a (5.13) 0sszefiiggést:

jwX =AX +bS,
- e = (5.23)
Y=c X+DS.
Ezt megtehetjiik, hiszen ha ezen egyenletekben szerepl$ 6sszes komp-
lex csticsértéket szorozzuk el“!-vel (komplex pillanatérték), majd ezeknek
vessziik a valos részét, akkor pontosan az idétartoméanybeli analizisb6l
ismert dllapotvaltozos leirdst kapjuk.
Az els6 egyenletb6l X kifejezhetd:

jwX=AX+bS = (WE—-A)X=bS,

azaz
X = (jwE — A)"'bS, (5.24)
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ahol E az N-edrend(i egységmatrix. A valaszjel komplex csticsértékét
megkapjuk, ha a kapott eredményt Y kifejezésébe visszahelyettesitjiik:

Y = [CT GWE — A) "' b+ D] S. (5.25)

Utébbibdl az atviteli karakterisztika kifejezhetd:

W =

| |

=c"GwE—-A)'b+ D, (5.26)

azaz egy komplex elem{i matrixot kell invertalni. Példa kapcsan latni
fogjuk, hogy az dtviteli karakterisztika a jw vdltozé raciondlis fiiggvénye valds
egyiitthatokkal, vagyis az dtviteli karakterisztika egy polinom per polinom alaki
kifejezés.

Mindez MIMO-rendszerekre a kovetkez6képp fejezhet6 ki:

W =C(GuE-A)"'B+D, (5.27)

ami az dtvitelikarakterisztika-mdtrix, melynek ij idnex(i eleme megadja az
i-edik kimenet és a j-edik bemenet kozo6tt fenndlld atviteli karakterisztikat
ugy, hogy kdzben az 6sszes tobbi bemeneten nincs jel:

| =

Wi = , i=1,...,Ny,j=1,...,Ns. (5.28)

W

J

Példa Hatarozzuk meg az aldbbi éllapotvéltozos leirds édltal megadott
rendszer atviteli karakterisztikajat és adjuk meg a gerjesztett valasz id6-
fuggvényét, ha s(t) = 2cos(20t + 7/3).

AR EHIEARR
y(t)=1[0 1][951(15)].

T2 (t)

Megoldas Ezt a feladatot kétféleképp is megoldhatjuk. Az (a) pontban az

itt bemutatott moédszert kovetjiik, a (b) pontban az dllapotvéltozods leirast

mint egyenletrendszert kezeljiik, és az Y /S hanyadost fejezziik ki bel6le.
(a) A levezetés alapjan irhatjuk, hogy

W=clGwE—-A)"'b+D.
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Helyettesitsiik be a megadott métrixot és vektorokat:

weto 0[5 4] ]

Hatarozzuk meg az inverz matrixot. Egy N-edrendii kvadratikus matrix
inverze is N-edrendii kvadratikus matrix. A matrix inverzének meghataro-
zéséra szolgél a kovetkezd, linedris algebrabol ismert 0sszefiiggés:

adj jwE — A)

wE —A)! =
(jw ) WE_A|

(5.29)
ahol adj (jJwE — A) a jwE — A matrix adjungalt matrixa és |jwE — A| a
maétrix determindnsa. Az adjungélt és a determindns meghatarozaséaval
mar foglalkoztunk:

T
- jw+4 1 jw+4 =3
ad‘](JWE_A)_[J—3 jw] _[J 1 jw]’

JWE — A| = jw(jw + 4) + 3 = (jw)? + 4jw + 3.
A determinans tehat jw polinomja, és alakilag megegyezik a |\E — A|
determinansbdl képzett polinommal, amely egy aszimptotikusan stabil
(tehat gerjesztés-valasz stabil) rendszert ir le, ha minden sajatérték negativ
valos részi (1. 55. oldalon), itt Ay = —1 és Ay = —3. Az ezzel torténd osztast
hagyhatjuk a mtiveletsor végére a sok tort elkertilése érdekében, azaz az
atviteli karakterisztika szamlaldja a kovetkez6képp szamithato:

jw+4 =3 1] jw+4-15 | .
[0 1]{ ) ijE)}f[o 1]{ 1t iws ]71—|—Jw5,

s igy az atviteli karakterisztika a kovetkezd:

Y 5(w) +1
S (jw)?+4(w) +3°

Térjiink most vissza a (5.29) Osszefiiggésre és alakitsuk at ennek megfe-
lelen a (5.26) egyenletet:

1 adj (juE — A)

T /- —1
W= E-A)'btD=
¢ )bt D= = E A

b+ D,

majd hozzunk kozos nevezére:

cTadj jwE — A)b + [jwE — A|D

W =
jwE — A]

(5.30)
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Jelen feladat megoldasa soran ezt az alakot hasznéltuk. El6szor tehat
meghataroztuk az adjungalt matrixot, segitségével pedig az atviteli ka-
rakterisztika szdmlalgjat, majd a determindns meghatarozasaval annak
nevezgjét. A példdban D = 0 volt. Természetesen akar (5.26), akar (5.30)
alkalmazhato.
Hatarozzuk meg ezutdn a gerjesztett valaszt:
V= W}w:20 5,

ahol S a gerjesztés komplex csticsértéke: S = 2¢/™/3, a W értékét pedig meg
kell hatdrozni a gerjesztés altal megszabott w = 2024 korfrekvencian, ami
az 4tviteli egyiitthat6:3

W, - 5(j20)+1  1+j100  100e™/2
w=20 7 (j20)2 4+ 4(j20) + 3 —397+j80 404,98 62943

aminek értéke 0,247e 71372 és azt adja meg, hogy a vélaszjel csticsértéke

a gerjesztés csticsértékének 0,247-szerese, a valaszjel fazisa pedig a ger-
jesztés fazisdhoz képest 1,372rad szoggel késik. Igy a valaszjel komplex
csticsértéke a kovetkezo:

Y =W| _,, S=0247e 11372 2ei™/3 — 0, 4946710325,

ami az
y(t) = 0,494 cos(20t — 0,325).

idéfiiggvénynek felel meg.>®

Ugyanazon rendszer kiilonbo6z6 korfrekvenciaja jelekre adott vélasza
kiilonb6z6. A bemenet és a kimenet kozti kapcsolatot ebben az esetben
tehat az atviteli karakterisztika biztositja.

A példéabol érzékelhets, hogy ha a linedris, invarians rendszer gerjeszté-
se szinuszos, akkor a komplex szdmitdsi mod sokkal egyszertibb, mint a

konvoldciéval torténd szamités, vagy akér az allapotvaltozos lefrds megol-
dasa az id6tartomanyban.

#Két komplex szam hanyadosat az Euler-alak segitségével célszer(i elvégezni, mert
igy az eredmény szamunkra kedvezd, hiszen az egy Euler-alak lesz, amivel a kovetkez6
lépésben tgyis szorzast kell elvégezni. Ez természetesen elvégezhetd tgy is, hogy a tortet
beszorozzuk egy olyan torttel, amelynek szdmlaléja is és nevezdje is megegyezik ezen tort
nevez&jének konjugaltjaval.

¥ Gyakorldsképp hatdrozzuk meg a rendszer vélaszét, ha a gerjesztés s(t) = 2 cos(0,2t +
m/3). A vélasz ekkor y(t) = 0,922 cos(0,2t + 1,568), az atviteli tényezd pedig a kovetkezs:

W, _y, = 0,461,
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(b) Ezen példan keresztiil bemutatjuk, hogy az dllapotvaltozods leirdssal
adott rendszer atviteli karakterisztikaja nem csak a (5.26) vagy a (5.30)
szerint hatdrozhaté meg. A kovetkez6kben bemutatott médszer azonban
egyenletrendszer megoldésat igényli.

Az &llapotvaltozos leirds normalalakja idétartomédnyban és komplex

csticsértékek segitségével a kovetkez:3°
T = —3x9 + s, jwzl = :3?2 —Lg, -
Ty =x1 —4x9 + 5s = jwXo = X1 —4X545S
Yy =22. Y = YQ.

Utobbi egyenletrendszert mindig tgy kell alakitani, hogy abbdl az atviteli
karakterisztika alakjat kapjuk. A megoldds menete a kovetkezs. Fejez-
ziik ki az els6 két egyenletbdl az ismeretlennek tekintett dllapotvaltozok
komplex csticsértékét az ismertnek tekintett S gerjesztéssel, majd helyette-
sitsiik vissza azokat (jelen esetben csak az X »-t) az utolso6 egyenletbe. Az
allapotvaltozokat tehat ki kell ejteni az egyenletekbdl. Ezéltal kapunk egy
olyan egyenletet, amely csak az Y-t és az S-et tartalmazza. Jelen példanal
maradva, fejezziik ki pl. az X véltozot az els6 egyenletbdl:

majd helyettesitsiik vissza ezt a masodik egyenletbe:
. = 3 — 1= = -
JwXQ =——X9+ —85—-4X9+58.
Jw Jw

Szorozzuk be ezen egyenletet jw-val Ggy, hogy a jw tagokat polinomként
kezeljiik:

(jw)?Xy = —3X5 + S — jwdXy + jwbS.
Rendezziik 4t ezen egyenletet gy, hogy a bal oldalon csak X, a jobb

oldalon pedig csak S alljon, tovabba vegyiik figyelembe azt, hogy ebben a
példdban Y = Xo:

(jw)?Y + jwdY +3Y = S + jwbS,

majd rendezziik a kapott eredményt a szokdsos alakra:

= Y 5(jw) +1
W S (jw)?+4(w)+3

¥Egy integrator bemenete tehét az allapotvéltozé komplex csticsértéke jw-val szorozva,
kimenete pedig az allapotvaltoz6 komplex csticsértéke.
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A (b) pontban kozolt megoldas alacsony rendszdm esetén nagyon egy-
szerli: egy egyenletrendszert kell a kivant alakra hozni, amelyben a ger-
jesztés komplex csticsértékét ismertnek tekintjiik, s minden maés valtozo6t
ismeretlennek, de csak a valasz komplex cstcsértékére kell koncentralnunk.
Az (a) pontban kozolt megoldds csak alacsony fokszdm (/N < 3) esetén
végezhets el papiron, azonban szamitastechnikailag fontos eredmény.

Az atviteli karakterisztika és a rendszeregyenlet kapcsolata. Rovi-
den bemutatjuk, hogy a rendszer atviteli karakterisztikajabol a rendszer
rendszeregyenlete meghatarozhato, és forditva. Az atviteli karakterisztika
tehat egy polinom per polinom alakd kifejezés:

W = Z _ Z?:O bi (jw)nii '
S (w)™ + 220 ai (jw)"

Szorozzunk ezutan keresztbe:
Y ((jw)” +) a (jw)“) =5 b (jw)"
i=1 i=0

Ha most figyelembe vessziik, hogy a jw tényez6vel végzett szorzas a (5.13)
és (5.14) osszefiiggések szerint az id6tartomanyban id6 szerinti derivalas
felel meg, akkor irhatjuk, hogy

(5.31)

y M)+ aiy" () =D bismI(),
=1 =0

ami pontosan a rendszeregyenlet. Ez a mfiveletsorozat természetesen
visszafelé is elvégezhetd, azaz az atviteli karakterisztika meghatarozhat6
a rendszeregyneletbdl is. Figyeljiik meg, hogy az atviteli karakterisztika
nevezgdjének polinomja alakilag pontosan a rendszeregyenletb&l képezhetd
karakterisztikus polinom.

Az atviteli karakterisztika abrazolasa. Az atviteli karakterisztika tehat
a jw valtozo fliggvénye és azt adja meg, hogy a rendszer kimenetének amp-
litadoja és fazisa hogy véltozik meg a bemeneti szinuszos jel ugyanezen
adataihoz képest adott w korfrekvencian: Y = W' S. A W minden korfrek-
vencian mas és mds komplex értékii szam, tehat van amplitaddja és fazisa.
Ezek abrdzoldsara terjedt el két moédszer, két diagram: a Nyquist-diagram és
a Bode-diagram. Mindketts a W 4tviteli karakterisztika

W =W(jw) = K (w)el?®) (5.32)
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alakjdban talalhaté K (w) un. amplitiidokarakterisztika, és ¢(w) un. faziskarak-

Z X2

terisztika abrazolasat realizalja eltéré modon.

Nyquist-diagram. A Nyquist-diagram a K (w)el®(“) fazor végpontjat ab-
rézolja a —oo < w < oo intervallumban a komplex szdmsikon és ezen pon-
tokat koti 0ssze, ahogy az a 5.5. dbran lathat6.?” Ez tehét egy olyan gorbe,
amelyrdl leolvashat6 az atviteli karakterisztika abszolut értéke és fazisa
(vagy valos és képzetes része) egy-egy rogzitett w korfrekvencidn. Az dbran
berajzoltuk az w = 0,2 %, w=2 % ésw =20 % korfrekvencidkhoz tarto-
z6 fazorokat.®® Abrézoldsahoz ki kell szdmolni az atviteli karakterisztika
amplitadojat és fazisat (vagy valds és képzetes részét) néhany korfrekven-
cian, majd ezeket fel kell mérni a komplex szamsikon, és ezen pontokat
Ossze kell kotni. A Nyquist-diagramot a negativ korfrekvencidkra is szokds
dbrazolni, azonban a diagram szimmetrikus a valés tengelyre. Erezhetd,
hogy egy pontos Nyquist-diagram felvétele meglehet6sen hosszadalmas
eljards. Szamitégéppel végezve a szdmitdsokat azonban pontos gorbét
kaphatunk, de ekkor is nehéz lehet a leolvasas.>’

Im W(je)
o

p
,
‘
‘
] [
/
\ /
%z o \\%m:z

Re W(jw)

5.5. abra. Példa a Nyquist-diagramra

Bode-diagram. A Bode-diagram kiilén koordinédta-rendszerben &brazol-
ja az amplitidé- és a faziskarakterisztikat, tehat két fiiggvényt kell abra-
zolni. Ezek vizszintes tengelyén az w korfrekvencia szerepel (szoktdk tgy
is, hogy az abszcisszan az f frekvenciat mérik) logaritmikus léptékben,

¥ A gorbe az el6z6ekben meghatarozott 4tviteli karakterisztikdhoz tartozik (1. 91. oldal).

%Ezen pontok szamoldssal ellenérizhet6k: ha w = 0,2 %, akkor W = 0,399 + j0,229, ha
w =24 akkor W = 1,215 — j0,277, ha w = 20 24, akkor W = 0,046 — j0,243. Igy l4that6
a fazor helyzetének alakuldsa és forgdsa is.

¥Ezen tulajdonsagok mellett azonban nem szabad azt gondolni, hogy ez az dbrézo-
lasi médszer nem hasznos, szabalyozastechnikdban pl. a Nyquist-diagramot stabilitdsi
kritériumok ellenérzésére lehet hasznalni.
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5.6. dbra. Példa az amplitiidé- és faziskarakterisztikdra, a Bode-diagram két elemére

fiiggobleges tengelyén pedig a K (w) amplitddokarakterisztika és a ¢(w)
faziskarakterisztika (1. 5.6. dbra?). A logaritmikus lépték azért célszert,
hogy lehet6ség szerint széles intervallumot tudjunk dbrdzolni:

wlz2d)

0,02 0,2 2 20 200
Lathato, hogy a skalazas logaritmikusan torténik, azaz két egymast kovetd
osztés kozott az ardny 10: w;11/w; = 10. Egy ilyen tavolsag neve dekid.*!
Linedris skaldn nem lehetne j6l lathaté moédon ilyen széles tartomanyt
abrazolni (ebben a példaban a legkisebb és a legnagyobb korfrekvencia
kozott 4 nagysagrend van). Egy dekadon beliil egy adott korfrekvencidnak
megfeleld pont szamitdsa a kovetkez8képp torténik. Legyen egy dekad
a papiron 40 mm és hatdrozzuk meg pl. az w = 524 kérfrekvencidnak
megfelel6 pontot:

40 mm lg <;> = 15,91 mm,
azaz az w = 2%
ehhez hasonléan az w = 20% ponttdl lesz 15,91 mm-re és igy tovdbb. A
logaritmus argumentumaban azért 2-vel osztottunk, mert az a keresett
korfrekvencia intervallumanak als6 hatdra.*? Elég tehat egy dekddon be-
liil elvégezni a pontosabb felosztast. Ezen intervallum felosztdsa tehét a
kovetkez6képp néz ki:

ponttdl 15,91 mm-re lesz a keresett pont. Az w = 50%

A gorbe az el6z6ekben meghatdrozott atviteli karakterisztikdhoz tartozik (1. 91. oldal).
A szaggatott vonallal berajzolt gorbével pedig késébb foglalkozunk.

#1S70kas ezt gy is felvenni, hogy két egymadst kovetd osztds kozott az arany 2, ekkor
egy ilyen tavolsag neve oktdv. Mi a dekadot fogjuk hasznalni.

2p4r pontra kapott eredmények: w = 2%, 0mm, ami egyértelmi, w = 3%, 7,04 mm,
w =104, 27,96 mm, w = 1524, 35 mm stb.
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]
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2 4 6 8 10 12 14161820
Fontos megjegyezni azonban azt, hogy a logaritmikus skalan nincs

w = 0ésw = oo pont.
Az amplitid6karakterisztika fﬁgg”leges tengelyét hasonloképp loga-
ritmikusan célszer(i felmérni azon egyszer{i okndl fogva, hogy nagy ér-

téktaromanyt tudjunk dbrazolni (ez az un. log-log diagram). Itt az ampli-
tadokarakterisztika decibel egységben kifejezett értékét szokds felmérni:

Ki = Kgg(w) = 201gK (w) = K(w)=10%0°Kas (5.33)

aminek a mértékegysége tehat a dB (decibel).®® A faziskarakterisztika ese-
tében a fligg6leges tengelyen rad egységben, vagy fokban szokds felmérni
a faziskarakterisztika értékét. A dekad egységet D-vel fogjuk jelolni.

A Bode-diagram egyszer(i esetekben kényelmesen szerkeszthet6 az un.
normdlalakok, vagy karakterisztikaelemek segitségével. A kovetkezdkben
ezeket foglaljuk ossze.

Tudjuk, hogy az atviteli karakterisztika egy polinom per polinom alakt
kifejezés. Hatdrozzuk meg el8szor a szamlalo és a nevezd gyoktényezbs
alakjat, azaz szdmoljuk ki a polinomok zérushelyeit. Két eset lehetséges:
a gyokok egy része valos, masik része (ha van ilyen) konjugélt komplex
pérokat alkotnak. Ezutdn az atviteli karakterisztika mindig atalakithat6 a
kovetkez6 forméra:

oy
W—A<J’£> I1; (1+f%j> [T, (1+2§lj:;+ (5)2) :

tehat vannak els6fokud és masodfoku tényezék. A Bode-féle amplitidodka-
rakterisztikdban a K (w) logaritmusat kell venni, azaz

Ig|W| = lg|A|—|—rlg‘ ‘—FZlg’l—i—‘ Zlg‘

+Zlg 1+2§k+< >| Zlg 1+2§l— ()2

ahol felhaszndltuk azokat az azonossagokat, hogy szorzat logaritmusa a
tényez6k logaritmusanak Osszege és hdnyados logaritmusa a tényezk

)

BEgy masik lehetéség a Knp = InK (w), amelynek mértékegysége az Np (neper). Mi
az el6bbit alkalmazzuk. A ketté kozott a kovetkezd kapcesolat van: INp = 8,686 dB,
1dB = 0,115 Np.
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logaritmusénak kiilonbsége. A kapott eredményt ezutdn még 20-szal még
be kell szorozni.
A Bode-féle faziskarakterisztikaban a ¢(w) értékét kell meghatarozni:

wl Jw
arcW—arc{A}—l—rarc{Jw} Zarc{l—i—wl} Zarc{1+wj}+

+Zarc{1+2§k+( )} Zarc{1+2£z+( )2}

azaz a szamladloban szerepld elemek fazisainak 9sszegébdl ki kell vonni a
nevez&ben szerepld tényez6k fazisainak Osszegét, ugyanigy, ahogy azt két
komplex szdm osztasakor tessziik.

Ha ezutan meghatarozzuk az egyes tényez6k amplitid6karakteriszti-
kajat és faziskarakterisztikdjat, akkor azokat csak elGjelhelyesen tssze kell
adni, és igy egy j6 pontossdgu kozelitést kapunk.

Az elsofokii tényezoket a kovetkezd dbrakon foglaljuk 6ssze. A gorbék te-
hat a kovetkezdk (a vizszintes tengelyen minden esetben dekadban mérjiik
a korfrekvenciét, erre utal a D index, ha ez nem deriil ki az dbrabdl):

JEa(w) P(w)

N 18" ey

201gA
T20 8 T90°
} o) } } CJD f f f s }OWD
+-20 20r/D +g0° =
A<O

T-40 T-180°
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Kgp(w) P(w)

T 40 T90°

szamlalo szamlalo(+)
T 20 20dB/D 45" 45°/D

w;- w; } s wi  w } ~on

T—20 (20dB/D T—45° ?grizlglo(-)

nevezd —45°/D
T—40 T-90° -

Ezen karakterisztikaelemeket érdemes tehat megjegyezni, segitségiikkel
ugyanis bonyolultabb &tviteli karakterisztikak Bode-diagramja kozelitSleg
felvazolhat6. A karakterisztikaelemek tehét a kovetkezok.

1.) Az dllandé tényez0 logaritmikus alakja a kovetkez6:

ha
ha

0°,
+180°,

A > 0;

A<0 (5.34)

Kan(e) = 20ig4l, o) = {
Mindkét karakterisztika parhuzamos a vizszintes tengellyel és nem fiig-
genek a frekvencidtél. Ha |A| > 1, akkor erdsitésr6l beszéliink, és ekkor
Kap > 0, ha |A| < 1, akkor csillapitdsrél beszélunk, és ekkor Kqp < 0. Mdr
utaltunk arra, hogy egy negativ szam Euler-alakja a kovetkezs: —A = Ae'™,
ezért lesz ebben az esetben a faziskarakterisztika £180°.

2.) Az (wp/jw)" tényezdnek megfelel amplitidokarakterisztika-elem
és faziskarakterisztika-elem a kovetkez6képp hatdrozhaté meg. Ez az elem
felirhat6 az (wp/w)"(1/j)" alakban is, amelynek masodik tagja egységvektor,
és csak a fazisforgatasért felel6s, ugyanis 1/j = —j = e 37/2, s igy (1/§)" =
(—j)" = e I"/2, azaz

wo

Kap(w) = 2071g (;) . Bw) = —r90°, (5.35)
azaz az r € 7 egész szamtol fliggben 720dB/D meredekségii egyenest
kapunk az amplitidékarakterisztikdban, amely az w = wg pontban metszi
az abszcisszat, mivel ekkor lgg—g = lgl = 0 (ha r > 0, akkor a meredekség
negativ, ha r < 0, akkor a meredekség pozitiv, hiszen ez a karakterisztikae-
lem forditottan aranyos az w korfrekvencidval). A F720dB/D meredekség
abbdl fakad, hogy mig az w = wy helyen az amplitid6karakterisztika ér-
téke 0dB, addig az 1 dekdddal nagyobb frekvencidn (az w = 10wy helyen)
201g0,1 = —20dB lesz (r = +1). A faziskarakterisztika pedig parhuzamos
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az w tengellyel, értéke szintén r értékétdl fligg. Ez a tényezd sok esetben
nem szerepel.

Ha ennek reciproka, azaz (jw/wp)" szerepel a szamlaléban, akkor az el6-
z8ek vizszintes tengelyre vett tiikorképe lesz mindkét karakterisztikaelem.
Ezt 4gy lehet egyszerfien belédtni, hogy figyelembe vessziik, hogy

jw\" (wo\ "
B ()"
és az r mindkét karakterisztikaelemben szorzoként szerepel, ami viszont
eljelet valt.

3.) Az elsbfokii tényezd szerepelhet akdr a szamlaloban, akar a nevez6ben.
Ha a nevez@ben van, akkor mind az amplitiddkarakterisztika, mind a fa-
ziskarakterisztika ,lefelé” torik. Ez az egyszer(i kozelités onnan szarmazik,
hogy alacsony frekvencidn (w — 0) az els6foku tényez6 abszolut értéke
egyhez tart, melynek logaritmusa 0, magas frekvenciakon (w — oo) pedig
a tényezd nevezsje végtelenhez tart, s igy a tort nulldhoz kozelit, amelynek
logaritmusa —oo:

1 1

lim —— =1, lim ———— =0(.
w20 /14 (w/w))? w00 /14 (w/w))?
A torésponti korfrekvencidn, azaz az w = w; korfrekvencidn az els6fo-

ka tényez6 1/(1 + j), amelynek abszoltt értéke 1/+/2, decibelben pedig
201g(1/+/2) ~ —3dB. Ezt az értéket azonban nulldnak vessziik, s igy ezen
a korfrekvencidn lesz a legnagyobb eltérés a kozelit6 karakterisztika és a
valédi karakterisztika kozott. Ez a pont az un. toréspont, s ezért hivjak ezt
az abrazolasi médot toréspontos karakterisztikdnak. Ennél egy dekaddal na-
gyobb korfrekvencian az elséfokt tényez6 1/(1 + 10j) ~ 1/(10j), amelynek
abszolat értéke 0,1, decibelben kifejezve pedig pont —20dB. Ezértaz w > w;
korfrekvencidkon az egyenes meredeksége —20dB/D lesz. Mégegy dekdd-
dal magasabb korfrekvencian az els6foka tényezé 1/(1 + 100j) ~ 1/(100j),
amelynek abszolut értéke 0,01, decibelben kifejezve pedig pont —40dB. A
valédi értéktdl valo eltérés egyre kisebb lesz és a htizott egyenesek aszimp-
totikusan simulnak a valédi gorbéhez.**

A faziskarakterisztika értéke a torésponti korfrekvencian az 1/(1 + j)
komplex szambdl kiindulva pontosan —45°, egy dekdddal magasabb korf-
rekvencian az 1/(1 + 10j) ~ 1/(10j) = —j0,1 kozelités miatt —90°, egy

“Ppéldaul az ﬁ tort abszolut értéke \/1-17102 = 0,0995, decibelben pedig —20,043 dB.
AZ gg; tort abszolut értéke \/1+11W = 0,0099, decibelben pedig —40,000434 dB.
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dekdddal kisebb korfrekvencidn pedig az 1/(1 + 0,1j) ~ 1 kozelités miatt
0° lesz a kozelit6 faziskarakterisztika értéke. Ebb6l fakad a —45° /D mere-
dekség. A legnagyobb eltérés a valodi gorbéhez képest a 0°-0s és a —90°-0s
toréspontokndl van.*

Ha az els6foku tag a szamlaloban szerepel, akkor az amplitidoka-
rakterisztika ,felfelé” torik, szimmetrikusan az el6bb elmondottakra. A
taziskarakterisztikat illetGen két eset lehetséges. Ha negativ el&jel szerepel a
kifejezésben (1 — i)ﬂ_), akkor a fentiekben elmondottak érvényesek, ellenkez6
esetben pedig a faziskarakterisztika is felfelé” torik.

Megjegyezziik, hogy a szamlaloban az elobb emlitett elGjel lehet pozitiv
is, negativ is. A nevezd&ben a stabilitdsi kritérium teljesiilése miatt azonban
csak pozitiv el&jel szerepelhet (1. 55. oldal).

Példa Viazoljuk fel a mar kiszdmolt atviteli karakterisztika Bode-
diagramjat.

Megoldas Hozzuk az 4tviteli karakterisztikat a kivant gyoktényez&s alak-
ra. Szamitsuk ki a nevez6 gyokeit (ha a szdml4lo is legaldbb masodfokd,
akkor természetesen azt is ilyen alakra kell hozni): (jw)? + 4jw + 3 = 0,
ahonnan (jw); = —1, és (jw)2 = —3. Ezen értékek mindig negativak kell
legyenek, kiilonben a rendszer nem gerjesztés-vélasz stabilis. Az atviteli
karakterisztika igy a kovetkez6 alakban irhat6 fel:

W= _ 5jwq'L1 '
(jw+1)(jw + 3)

Mivel csak els6fokti tényez6k szerepelnek, ezért minden egyes elemnek 1 +

= alakunak kell lenni, hiszen ezen alakokra léteznek egyszerti tortvonalas
kbzelits gorbék. A szamlalot 4t kell alakitani tgy, hogy 5 = 1/0,2, a nevez6
els6 tagja rendben van, masodik tagjabdl azonban ki kell emelni 3-at, tehat

1+ {5
I+ +%5)

W =

W

Ez a végleges alak, amelyben szerepel egy konstans tag és harom elséfoka
alak. A Bode-diagram igy mar felvdzolhat6 a fenti ismeretek birtokaban.

#Példaul a 0,1 w; korfrekvencian a faziskarakterisztika értéke arc tg (M) ~ 5,7106°,
s mi ezt a kozehtes soran nulldnak vessziik. A legnagyobb eltérés tehat kb. 5,71°. A
90°-0s toréspontndl ez az érték természetesen ugyanennyi. Erdemes ezt is gyakorlasképp
kiszamolni.
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Ez a kovetkez6képp néz ki (a pontos gorbe és a tortvonalas gorbe 0ssze-
hasonlitasat 1. a 5.6. dbran, ahol a tortvonalas gorbét szaggatott vonallal
dbréazoltuk):

KdB (w) ¢>(W)
T 40 90°T
T20 45°T 4\
0171 Jo v o.NINI N 10| w
T-20 -45°T
T-40 -90°T
Az amplitaddkarakterisztikdban a vizszintes vonal a QOIg% = —9,542dB-

nél van, mindhdrom egyenes szakasz meredeksége azonos: 20dB/D (a
megfelel6 elGjellel). A faziskarakterisztikdban az egyes egyenes szaka-
szok meredeksége +45°/D. Miutdn megrajzoltuk az egyes alaptagoknak
megfelel$ karakterisztikdkat, azokat 0ssze kell adni. Ezt agy célszer(i meg-
tenni, hogy az egyes toréspontokndl pl. fliggbleges vonalat htizunk és igy
latjuk azt, hogy mikor torténik véaltozas a karakterisztika menetében. Ezu-
tan adjuk 6ssze két ilyen vonal kozott a meredekségeket és htizzunk egy
ilyen meredekségtli egyenest a kovetkez6 bejelolt vonalig, azaz a kovetkezd
toréspontig. Ezen fliggbleges egyeneseket az dbran be is jeloltiik.

Az abrakon kis négyzettel bejeloltitk a 92. oldalon kiszamolt atvite-
li egyiitthatok abszolut értékét és fazisat (W|,—o2 és Wl,—20). Ezek ab-
szolut értéke decibel egységben a kovetkezé: 201g0,461 = —6,726dB és
201g0,247 = —12,146dB. Olvassuk le ezek értékét a diagramrol is. El&b-
bi pont az els§ téréspontnal taldlhato, értéke a mar ismertetett 20lg3 =
—9,542dB, s a két érték kozott a maximadlis eltérés tapasztalhatd, ami kb.
3dB, a mésik leolvashat6 érték azonban elég pontosan meghatarozhato a
diagrambol. Nézziik a radidn egységben szdmitott fazisok értékét: 0,521 és
—1,372, amelyek rendre 29,851°-nak és —78,609°-nak felelnek meg.

Az adatok kell6 pontossaggal leolvashatok a gorbékrdl, ha azokat pl.
milliméterpapiron szerkesztjiik meg.

4.) A kovetkezbkben roviden targyaljuk a mdsodfokii tényez6k dbrazolasi
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modjat, azaz a
1

. . 2
14268 4+ (1)

jellegti karakterisztikaelem amplitdddkarakterisztikdjat és faziskarakterisz-
tikdjat. Ezt az alakot akkor alkalmazzuk, amikor a nevez6 (vagy Wi, (jw) =

Wi(jw) =

. N2
1+262 + <%> esetben a szdmldl6) polinomjdnak gyokei konjugéalt
komplex péart alkotnak, egyébként az el6bbiekben elmondott els6foku
karakterisztikaelemeket kell alkalmazni.

Alacsony frekvencidn (w — 0) ennek értéke egy valos szam, amely
pontosan 1, decibel egységben pedig 0dB, és fazisa 0°. Az w = w; korfrek-
vencidn a karakterisztika a kovetkez6 alakot olti:

1 1
Wi(jwr) = = 5
1— (ﬂ>2 +j2fl% 12§

wi

amelynek abszolut értéke 1/(2¢;) és fazisa az 1/j tényezd miatt pontosan
—90°. Ezen korfrekvencia kornyezetében a diagram alakja fligg a & értéké-
tol. Egy dekdddal magasabb frekvencidn, azaz az w = 10w; korfrekvencidn
azt kapjuk, hogy

1 1
99 +320§  —100’

Wl(jlowl) =

amelynek kb. —40dB-es csillapitas (az amplitidokarakterisztika w > w;
esetén —40dB/D meredekségti egyenessel kozelithets), és —180°-os fazis
felel meg. Novelve a korfrekvenciat, aszimptotikusan ezen gorbékhez si-
mul6 értékeket kapunk. A masodfoka karakterisztikaelem Bode-diagramja
lathato & kiilonboz6 értékei mellett a 5.7. dbran. Az amplitadékarakte-
risztikdba még berajzoltuk a 0dB-es egyenest és a —40dB/D meredekségii
aszimptotat is, melyek az w; korfrekvencidn metszik egymast.

Ha ezen tényez6 a szamlédloban szerepel, akkor az amplitiddkarakte-
risztika az elmondottaknak pontosan a vizszintes tengelyre vett tiikorképe,
a faziskarakterisztika £, > 0 esetén az el6bbiek tiikorképe, &, < 0 esetén
pedig az elbbiekkel megegyez&en alakul.
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5.7. dbra. A mdsodfokii karakterisztikaelem Bode-diagramja kiilonboz6 & értékek
mellett (w, = 2124)

5.2. Periodikus allandoésult valasz szamitasa

Ebben a részben 4ltaldnos periodikus jelekkel (pl. négyszogjel, flirészfogjel,
egyenirdnyitott szinuszos jel stb.) és az ilyen tipust gerjesztésre adott va-
lasz meghatarozasaval foglalkozunk. Epitiink az el6z6 részben megismert
atviteli karakteriszika fogalmara, és a szinuszos gerjesztett vdlasz megha-
tarozasadra. Az altalanos periodikus gerjesztésre adott valasz szamitasat
ugyanis visszavezetjiik a szinuszos gerjesztett valasz szamitasara. Tessziik
ezt 4gy, hogy az s(t) periodikus gerjesztés id6fliggvényét els6 1épésben
szinuszos jelek Osszegére bontjuk, majd az atviteli karakterisztika segit-
ségével minden egyes szinuszos Osszetevére adott vdlasz meghatdrozasa
utdn a részvélaszokat Osszegezziik, azaz szuperponaljuk. Ezt a rendszer
linearitdsa miatt tehetjiik meg.

Egy id6ben vdltozd folytonos idejii s(t) jel akkor periodikus a T' periddusiddvel,
ha

s(t+T)=s(t), VtcR] (5.36)

Mint ismeretes a peri6édusid reciproka a jel frekvencidja, f = 1/T, korf-
rekvencidja pedig az w = 2 = 27 f mennyiség. Altalanos periodikus jelek
esetében ezeket a mennyiségeket alapfrekvencidnak és alap-korfrekvencidnak
nevezziik.

5.2.1. Folytonos idejii periodikus jel Fourier-felbontasa

Els6 lépésben tehat bontsuk fel a periodikus jelet szinuszos jelek 6sszegére.
Ez az un. Fourier-felbontds, ami azt mondja ki, hogy tetszdleges periodikus jel
elddllithato olyan szinuszos jelek szuperpoziciéjaként, amelyek korfrekvencidja a
kozelitendd periodikus jel korfrekvencidjdnak egész szdmui tobbszorose.
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Mar az elején megjegyezziik, hogy folytonos idejti jelek esetében a
Fourier-felbontas egy kozelitése az eredeti periodikus jelnek, és ezt a kdze-
litést a kovetkezdképp fogjuk jelolni:*®

s(t) =~ sp(t), (5.37)

ahol s(t) a felbontandé periodikus jel, s, () pedig a jel Fourier-soros kozeli-
tése véges tagszammal:

s(t) =~ sp(t) = So + Z [S,? cos kwt + S,]S’ sin kwt] , (5.38)
k=1

amely egy n-edrendii trigonometrikus kozelités. Ez a Fourier-0sszeg egyik
valds alakja.’’ A kozelitésben az Sy, az S2 és az SP egyelSre ismeretlen
konstansok, melyek meghatarozdsaval foglalkozunk a kovetkez&kben.

Egy kozelitést mindig valamilyen hibakritérium szerint kell elvégezni. Ha az
s(t) jelet a (5.38) kifejezéssel kozelitjiik, akkor a

1 T
= (50,5 5P) = / [s(t) — sn(t)]? dt (5.39)
0

Osszefliggés altal definidlt un. négyzetes (kvadratikus) kozéphiba akkor
lesz minimélis, ha az ismeretlen Sy, Si* és SE egyiitthatokat az adott s(t) jel
(figgvény) un. Fourier-egyiitthatoiként hatdrozzuk meg.*® Az ok, amiért
ezen kritériumot vélasztjuk az, hogy ebben az esetben az egytitthatok
meghatarozasara n értékétdl fliggetlen formula adhato:

1 (T
= — t)dt

So= | st
9 (T

A

S = / s(t) cos kwt dt, (5.40)
T Jo
9 T

SB = / s(t) sin kwt dt.
T Jo

“Fiiggvények kozelitését fiiggvények approximaciéjanak is nevezziik, amelyre nagyon
sok megoldas és lehet6ség létezik. A Fourier-sor egy lehetséges, jelen esetben nagyon jol
alkalmazhato eljarés.

“Ha n — oo, akkor beszéliink Fourier-sorrél. A gyakorlatban végtelen tagbél 4116
Osszeget nem tudunk meghatarozni, ezért irunk Fourier-sszeget, vagy véges tagszamu
Fourier-sort a Fourier-sor kifejezés helyett.

®Ha n — oo, akkor ezen négyzetes hiba nulldhoz tart akkor, ha az s(t) jel korlatos
(Is(t)] < o0) és at € [0,T] intervallumon legaldbb szakaszonként folytonos. Erre azt is
mondjak, hogy a Fourier-sor kozépértékben tart az adott fiiggvényhez. Ha az s(t) jel
folytonos, akkor az s, (t) kozelités pontonként is konvergal az s(t) jelhez.
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Az Sy értékét eqyszeril kizépértéknek, az Si és SP egylitthatokat pedig
Fourier-egyiitthatoknak nevezziik.

Ennek igazoldsdra helyettesitsiik a (5.39) hibaftiggvényben s,,(t) helyébe
a (5.38) kozelitést:

n

2

T

H, = 1{/ {s(t) — Sy — Z [S,f cos kwt + SP sin kwt| } dt.
0 k=1

Egy hibaftiggvénynek ott van széls6értéke (most a minimumot keresstik),
ahol a kérdéses paraméterek szerinti parcidlis derivaltak valamennyien
elttinnek. Ezen széls6érték-keresés céljabol képezziik a kapott H,, =
H,,(So,82,5S2) hiba parcialis derivéltjait az egyes paraméterek szerint:

O, _2 /T So + i [SA cos kwt + SB sin kwt] — s(t) » dt
680 T 0 0 h—1 k k ’

T n
8HZ _ 2 / {SO + Z [S{? cos kwt + SE sin kwt] — s(t)} cos pwt dt,
05} T Jo P

H, 9 T n
% =7 / {So + Z [S,;A cos kwt + SP sin kwt] — s(t)} sin pwt dt.
P 0 k=1

Abban az esetben, ha ezen parciélis derivaltak az (Sp,S;,5P) konfiguracio-
ban mind nulldt adnak, akkor azon a helyen a H,, hibanak széls6értéke van
(sziikséges feltétel). Itt p = 1,...,n, azaz 2n+ 1 szdmu egyenletet kapunk és
pontosan 2n + 1 szdmt ismeretlen van, ugyanis Sy, Si* és S2 (k= 1,...,n)
az ismeretlen egyiitthaték. Az els6 egyenletbdl Sy, a masodikbok S,?, a
harmadikbol pedig SP hatdrozhat6 meg.

Bontsuk fel tehdt a 0H,,/0Sy = 0 egyenletben szerepld integralt. Mivel
a parcidlis derivéltat egyenl6vé tessziik nullaval, a 2/T tényezd elhagyhato,
a konstans paraméterek pedig kiemelhet6k az integral elé:

T n T T T
SO/ dt + Z (S,‘?/ cos kwt dt + SE/ sinkwtdt) 7/ s(t)dt = 0.
0 0 0 0

k=1

A szummadban szerepld két integral értéke nulla és az els6 integral értéke
T, ahonnan S értéke kozvetleniil adédik:

T 1 T
TS() — / S(t) dt =0 = So = / S(t) dt.
0 T 0

A 0H, /952 = 0 egyenlet esetében hasonléan jarunk el. Bontsuk fel a
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benne szerepld integralt:

T n T
So / cos pwt dt + Z (Sf;\ / cos kwt cos pwt dt+
0 1 0

T T
+SP / sin kwt cos pwt dt) - / s(t) cospwtdt = 0.
0 0

Ebben az egyenletben az els integrdl értéke nulla. A harmadik integral
értéke szintén nulla.*’ A mésodik integrél értéke csak p # k esetén nulla,
egyébként T//2, ami miatt a szumma csak a p = k tagra egyszer{isodik.”
Ennek megfelelSen:

T T 2 [T
- / s(t)coskwtdt =0 = Si= / s(t) cos kwt dt.
2 0 T 0

A 0H,/0SP = 0 egyenletben szerepl§ integralok felbontésa a kovetke-
z6t eredményezi:

T n T
So / sin pwt dt + Z (S,? / cos kwt sin pwt dt+
0 i 0

T T
+SP / sin kwt sin pwt dt) - / s(t) sinpwt dt = 0.
0 0

Ebben az egyenletben az els6 integrdl értéke szintén nulla, a masodik

integral értéke az el6zbek alapjan lesz nulla. A harmadik integral értéke
csak p # k esetén nulla, egyébként 7/2.! Ennek megfeleléen:

T r 2 (7T
. — / s(t)sinkwtdt =0 = SP == / s(t) sin kwt dt.
2 0 T Jo
“A sinacos = 3[sin(a— B)+sin(a + 3)] azonossdg alapjan sin kwt cospwt =

1 [sin(k — p)wt + sin(k + p)wt], amelynek integrélja az adott intervallumon mindig nul-
lat ad, hiszen szinuszos fliggvény integralja egy periédusra nulldt ad eredményiil.

YA cosacosf = 2[cos(a— B)+ cos(a+ [3)] azonossdg alapjén cos kwtcospwt =
1 [cos(k — p)wt + cos(k + p)wt], amelynek integralja az adott intervallumon p # k ese-
tén az el6bbi labjegyzetben leirtakhoz hasonléan nullat ad. Ha p = k, akkor cos® kwt =
1 + 1 cos 2kwt, melynek egy periddusra vett integrélja pontosan Z.

A sinasin = 3[cos(a— B) — cos(a+ 3)] azonossdg alapjan sin kwtsinpwt =
1 [cos(k — p)wt — cos(k + p)wt], amelynek integralja az adott intervallumon p # k ese-
tén nullat ad. Ha p = k, akkor sin® kwt = § — 1 cos 2kwt, melynek egy periédusra vett
integralja pontosan %.
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A levezetés soran kihasznaltuk (és ldbjegyzetben roviden igazoltuk
is) a trigonometrikus fiiggvények un. ortogonalitisat. Két vektor akkor
ortogondlis, ha skaldris szorzatuk nullat ad eredményiil. Az [a,b] inter-
vallumon folytonos fiiggvények 4ltal alkotott térben a skalaris szorzat az
f-g= ff f(z)g(x) dz integralt jelenti. Ebben az esetben mindez a kovetke-
z8kre vezet:

T T
/ sin kwt cos pwtdt = 0, / cos kwt sin pwtdt = 0, (5.41)
0 0

tovabba p # k esetén

T T
/ sin kwt sin pwt dt = 0, / cos kwt cos pwt dt = 0. (5.42)
0 0

Ezen két 0sszefliggés eredményezte tehdt azt, hogy a k = 1,... ,n szerinti
Osszegzés egyetlen tagra redukalodott. Ezzel a kiinduldsként szolgdlo (5.40)
Osszefiiggéseket igazoltuk.

A Fourier-osszeg egy masik valds alakja a kovetkezo:

sn(t) = So+ > Sk cos(kwt + py). (5.43)
k=1

P

Erre a felirdsra a kovetkez6 elnevezések hasznalatosak: Sy az s(t) jel egysze-
rii kozépértéke, vagy a Fourier-0sszeg dllandd tagja (egyendramt, vagy DC
komponensnek is nevezik), a k = 1 sorszdmd tag az alapharmonikus, a k > 1
(2w, 3w stb. korfrekvencidjt) osszetevok pedig a felharmonikusok.

A két valos alak kozotti kapesolat a kovetkez6:>?

SB
Si = (S?)Q + (SE)Q, Pk = —arctgs—’z, (5.44)
k
és
S,? = Sjcos pp, S = —S),sin py. (5.45)

Az Acos(wt) + Bsin(wt) = /A2 + B2 cos(wt — arctg{B/A}) osszefiiggés alapjan.
Mintha az A — jB komplex szamot atirndnk Euler-alakra (a szogre tigyeljiink).

P A cos(a + B) = cos a cos 3 — sin asin 3 azonossag alapjan frhatjuk, hogy S cos(kwt +
pr) = Sk cos kwt cos pr — Sk sin kwt sin py, ahonnan a fenti eredmények kovetkeznek.
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A Fourier-6sszegnek létezik egy komplex alakja is, ami a (5.38) val6s
alakbdl vezethet6 le a (5.40) osszefliggések felhasznélasaval. Induljunk
tehat ki a Fourier-0sszeg val6s alakjabol:

sp(t) = So + Z [S,? cos kwt + SE sin kwt]
k=1

és hasznaljuk fel a kovetkez6 Euler-formuldkat:>*

ejkwt + e—jkwt ejkwt _ e—jkwt
coskwt = ————,  sinkwt= ———F———,
2 2j

s igy irhatjuk, hogy

ejk:wt + e—Jk‘wt ejkwt _ e—kat
sn(t) = S0+ ) :[S,f 5 + 8P 3 ]
k=1

Bontsuk fel ezutdn a torteket:

n
1 ikw 1 —ikw 1 ikw 1 —jkw
sull) = S0+ 3 [ 35204 et - Lispeta 4 JisPeii]
k=1

majd vonjuk dssze az e/ és az e k! egyiitthatoit:

N S&+ijSp .
sn(t) = So + Z [k 2‘] koohwt p Zk "k 2J k e_ka] ;
k=1

majd vezessiik be a kovetkez6 komplex egytitthatokat:

<C _ Sp —iSE oyt _ Sk sk
Sp = Pk (SE) = (5.46)
azaz .
sult) = So+ > [?fei’m n (FS) e—i’m} . (5.47)
k=1
Esettinkben az s(t) jel mindig valds fiiggvény, amelyre igaz, hogy
=C <C\*
5°, = (Sk> . (5.48)

> Az Buler-raldci6t ismerjiik: e/ = cos ¢ + jsin ¢, igy:
JP pe—iv i si s ©o—jsi .
e +2e _ Cos p+tjsin <p-2kc0> pojsing _ o ®, valamint
el?—e"i¥ _ cosp+ijsinp—cos ptjsing _ -
5 = 57 = sin¢.
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Ebbdl kivetkezik, hogy Sy egy valés szam.> Ezen dsszefiiggés felhasznéla-
sdval a (5.47) dsszefiiggéssel ekvivalens, de egyszertibb alakra jutunk, ami
a komplex Fourier-Osszeg alakja:

= Y Spelt, (5.49)

k=—n

Hogy ezt belassuk, irjuk ki az dsszeget részletesen:
sn(t) =8 e ™t b 4 5% e £ 8o+ ST 4L+ Shemt,
majd hasznéljuk fel a (5.48) 6sszefiiggést:
sn(t) = (?S) Teminety oy (?10) Te 4 Sy + 5T 4+ Saem,
ami pontosan a (5.47) formula.

Hétravan még a (5.49) szummadban szerepld Eg komplex Fourier-
egylitthatok meghatdrozasa. Felhaszndljuk a komplex egyiitthat6 (5.46)
definicidjat és a (5.40) osszefiiggéseket (az integralban szerepld 2-es szorzé-
val rogton egyszertisithetiink):

_ SA SB 1 [T
55—7‘] / coskwtdt—jT/ s(t) sinkwt dt=
0
1 .
:/ s(t) [cos kwt — jsin kwt] dt,
T Jo

és alkalmazzuk az integranduszban szereplé komplex kifejezésre az Euler-
reldciot. Igy kapjuk a komplex Fourier-egyiitthaté formuldjat:

1

T
Sy = - /0 s(t) e Ikt gy, (5.50)

amely Osszefiiggés k > 0 esetén érvényes, az Sy egyiitthaté meghatdrozasa-
ra ugyanugy torténik, mint a valés alak esetén (1. (5.40) Sp-ra vonatkoz6
integral).

Ha megvizsgéljuk ezt az Osszefliggést, észrevehetjiik, hogy a (5.48)
feltételezés valds id6tiiggvény esetén valoban helytall6 volt, hiszen

1 T . 1 T . oy
- jhwt — | = —jkwt —
T/o s(t) Rt dt <T/0 s(t)e dt) (Sk) ,

*Ha egy komplex szém és konjugaltja megegyezik, akkor az biztosan valés: a+jb = a—jb
csak b = 0 esetén lehetséges.
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ami tehdt megegyezik a komplex egytitthat6 konjugaltjaval.

Ha 6sszevetjiik a (5.40) és a (5.50) Osszefiiggéseket, azt vessziik észre,
hogy utébbi egyszertibb, hiszen egyetlen integrélt kell meghatarozni a
Fourier-0sszeg felirasdhoz. Célszerti lehet tehat ezt alkalmazni a szami-
tasok sordn. A kovetkezd feltételezések mellett a valos alak is elénydsen
alkalmazhato:

e ha ajel pdros, akkor a valds alakt 6sszegben S2 = 0 (csak koszinuszos
tagokbol al1°°), a komplex alakti 6sszeg pedig valos értékd,

e ha ajel pdratlan, akkor a val6s alakd 6sszegben Si* = 0 (csak szinuszos
tagokbol 411°7), a komplex alakt 6sszeg pedig képzetes értékd.

Ezen dsszefiiggések a (5.40) dsszefiiggésekbdl kovetkeznek. Ugyanis, ha a
jel paros, akkor

T
5 [T
S,]?:/2 s(t) sin kwt dt =

MH

T
2 (7
= /g ) sin kwt dt + T/ s(t) sin kwt dt =

T

—_/2 smkwtdt—i—/ t) sin kwt dt = 0.

Ebben az esetben az s(t) jel szimmetrikus az ordindtdra, azaz s(—t) =
s(t), de ugyanakkor sin(—kwt) = — sin(kwt), aminek kovetkeztében a két
integral egymadst kiejti.

Ha a jel paratlan, akkor s(—t) = —s(t), az Si* kifejezésében szerepls
cos kwt viszont paros, igy az el6z6ekhez hasonléan felirhaté két integral
egymast kiejti:

!

Sp = / t) cos kwt dt =

MH

T
2 2 [2
_ T/g cosl<:(,utd7§+T/2 s(t) cos kwt dt =

2

T
Ezt tigy konny(i megjegyezni, hogy a koszinuszos jel is paros.
Ezt tgy konny(i megjegyezni, hogy a szinuszos jel is paratlan.

MH

s(t) cos kwt dt + / t) cos kwt dt = 0.
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Jegyezziik meg azt, hogy a valds Fourier-0sszeg egytitthatéinak szami-
tdsa sordn az integral 2-vel be van szorozva, a komplex Fourier-egyiitthat6
formuléja pedig nincs.

Abban az esetben, ha a komplex Fourier-egyiitthatokat hatdrozzuk meg
és a valos Fourier-0sszeget akarjuk megkapni, akkor a komplex Fourier-
egytitthatokbol ki kell szdmolni a valds Fourier-osszeg egyiitthatéit. Ezeket
a (5.46) atrendezésébdl kaphatjuk meg:

SA = 2Re {?S} , SB=_27m {ES} . (5.51)

Ezek segitségével a mésik valds alak is meghatdrozhat6 (5.44) szerint.

A szamitds menetét és az eredmények dbrazolasi lehet6ségét lentebb
példakon illusztraljuk.

A Fourier-0sszeg segitségével egyszerfien meghatdrozhat6 a periodikus
jel teljesitménye, masnéven négyzetes kozépértéke, amelynek definicidja és
Fourier-6sszeggel meghatdrozva a kovetkezé:

2
17T, 17 -
P— T /0 s2(t) dt ~ T/o <S0 + Z S cos(kwt + Pk)) dt.  (5.52)

k=1

Ha a zérdjelet az (a + b)? = a? + 2ab + b? azonossdgnak megfeleléen
felbontjuk, akkor a kovetkez6 osszefiiggéshez jutunk:

1 n
P =52+ 3 > s; (5.53)
k=1

Fontos megjegyezni, hogy az igy szamitott teljesitmény n novelésével
alulrél konvergdl a pontos értékhez.

Példa Jelek Fourier-osszegének meghatdrozdsara kovessiik végig a ko-
vetkez6 feladatot. Legyen a két Fourier-0sszeggel kozelitend? jel az alabbi:

s(t) s(t)

1 — A Asinwt /
T |t

t z T t

ST
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1. Példa megoldasa A feladat megoldésa sordn a val6s Fourier-sszeg
egyiitthat6it szadmitjuk ki. Induljunk ki a (5.40) definiciés Osszefiiggésekbdl
és kezeljiik a T peri6dusid6t paraméterként. Az S; egyiitthat6 a kovetke-
z8képp hatarozhaté meg:

1 (T 1 3T T
So =~ t)dt = dt — 0,5 dt | =
o7 ), 0¥ -7 2,

4
Lt o) - L (3 osir) -
=7 ([t]o 0’5[t]iT> =7 <4T 0,54T> = 0,625.
A periédusidd mindig ki kell essen a levezetés soran, hiszen attol, hogy
mekkora a jel periddusideje nem fiigghet az egyiitthat6 értéke. Az Sy a jel
egyszerii kozépértéke, amely mindig egy konstans szam kell legyen.
Az S2 egyiitthato kifejezése szintén a definiciébol kiindulva hatdrozha-

t6 meg:>®
3
9 37 T
S,? =— /4 coskwtdt—0,5/ coskwtdt | =
T 0 3

4

2 sin kwt iT sin kwt 17
== —-0,5 .
T kw 0 kw T

3
1

Emeljiik ki a nevezkb6l a kw tagot, és vegyiik figyelembe, hogy w = %%,
igy irhatjuk, hogy

A 2T . 27 3 . 2 . 27 3
_ <L o _0_ i 2T S )
St = Thon [sm (kT4Z) 0 — 0,5sin (le)—i—O,Ssm(kTéll)}

Lathato, hogy a periédusidé minden helyen kiesik. Az egyszerfisitések
utén vonjunk dssze*’, s megkapjuk a végeredményt:

1,5 3
A 5 . e
Sy = o Sin <k27r>, ha k£ > 0.

Az SP egyiitthato kifejezése hasonléképp kaphat6 meg:®

9 3t T
SE =— / sin kwt dt — 0,5/ sinkwtdt | =
T \Jo 3

2 [_cos kwt} iT 05 [_cos kwt}T
T kw |, ’ kw s

A cos kwt fiiggvény primitiv fiiggvény Snket,
59Vegyl'ik figyelembe, hogy sin k27 = 0.
A sin kwt fliggvény primitiv fliggvénye: — %
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Emeljiik ki a nevezskbdl a kw tagot, és vegyiik figyelembe, hogy w = 2%,
igy irhatjuk, hogy

—_ | < —_ _ 1 3 - —_ < - — .
Sk = Tha [ cos <kT 1)+ +O,5cos(k‘T1) O,5cos(kT l>}

A periédusidé ismét kiesik. Az egyszertisitések utan®! kapjuk az egyiitthato

kifejezését:
1,5 3
B_ & _ e
Si = [1 cos (kQTr)] , hak>0.

Fontos megjegyezni, hogy az egyliitthatok csak k értékétdl fliggenek,
tovabb4, hogy a k£ (vagy annak hatvdnya) mindig a nevezdben szerepel.
Ez azt jelenti, hogy k novekedésével egyre kisebb amplitadéja szinuszos
és koszinuszos jelek egyre nagyobb frekvencidval, azaz egyre finomabb
modositdsokkal jarulnak hozza a kozelitéshez.

A kozelités tehat a kdvetkezd dsszefiiggés szerint lehetséges:

1,

sin k’§ﬂ' coskwt—i—l’S 1 — cos k§7r sin kwt ».
2 km 2
—_————

= 5
s(t) ~ 0,625+
() —~— ;{kﬂ'

So

A B
Sk Sk

A val6s Fourier-egytitthatok két alakjat a kovetkez6 tdblazatban foglal-
juk dssze k = 0,1,2,3 esetekre (ezt a kovetkezd szakaszban felhasznaljuk®?):

010625 |0 0,625 | 0°

1| -0478 | 0478 | 0,676 | -135°
210 0,478 | 0,478 | -90°
3

0,159 | 0,159 || 0,225 | -45°

A jel Fourier-egyiitthat6it un. vonalas spektrummal szokds abrazolni,
amelynek vizszintes tengelyén a korfrekvencia szerepel, de csak adott
diszkrét értékeken wy, = kw, ahol w az alapharmonikus korfrekvencidja,
tiiggobleges tengelyén pedig az adott harmonikus komponens csticsértéke
és fazisa szerepel (5.8. dbra).

A Fourier-0sszeggel kozelitett jel és az eredeti jel 6sszehasonlitdsa latha-
t6 a 5.10. dbran. Az dbra elemzését a kovetkezd példa utdnra halasztjuk.

*!Vegyiik figyelembe, hogy cos k27 = 1.
62A téblazatbeli értékeket gyakorldsképp érdemes lehet ellendrizni.
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Sk
o
=
o
[
o
o—
o

-180

5.8. abra. A jel vonalas spektruma

2. Példa megoldasa A feladat megolddsa sordn a komplex Fourier-
Osszeg egytitthatdit szamitjuk ki. Az el6z6 példdban az s(t) idéfuiggvénye
egy-egy intervallumban konstans volt, ebben a feladatban azonban az s(t)
véltozik az intervallumon beliil, ezért a levezetés kissé hosszadalmasabb.
A végeredményeket A = 2 értékkel szamitjuk.

Az Sy egyszerii kozépérték meghatarozdsa ugyanugy torténik, mint az

el6z6 esetben. Az integralds fels6 hatérat 2 -nek valasztjuk, mert a periédus
masodik felében a jel nulla értékii, és az A konstanst kiemeljiik az integraljel

elé:
_ AT [ 2nTy 44
T 7o |\ T2 =T

.
2

T
So = é/z sinwtdt = é {_coswt}
T J,

T w 0

Az ?S komplex Fourier-egyiitthatok meghatarozasa a kovetkezdk sze-
rint torténik. Induljunk ki a (5.50) definiciés 6sszefiiggésbol:

T
_ 1 (32 _
SS = /2 Asinwte*tdt,
T Jo

Az integrandusz primitiv fiiggvényét nem tudjuk kozvetleniil meghata-
rozni. Hasznéljuk ezért a parcidlis integrdlds szabdalyat.®® A kovetkez
jeloléseket alkalmazzuk:

_—ikwt o —jkwt
u=e = S
v=sinwt v =w coswt,
igy irhatjuk, hogy
—c A sin wt e Ikt 2 T o ikwt
Sp =m0 [ } —/ - w coswtdt
T —jkw 0 0o —jkw

63fab w'v = [uv]} — ff uv’.
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Az elsé tag értéke nulla. Vizsgéljuk meg csak a szamlalot:

2T 12 2 o 2m .
sin <;2> e FF T _gin <;O> e O —ginge T 0 =0,

Az integralban w-val lehet egyszertisiteni, és emeljiik ki a nevez8ben szerep-

16 jk tagot. A komplex Fourier-egyiitthato kifejezése tehat a kovetkez&képp

irhato fel: -
—C A 2

k= o
JET Jo
Ezen integrandusz primitiv fliggvénye sem ismert. Alkalmazzuk hat mé-
gegyszer a parcidlis integralds szabélyat a kovetkezd jelolésekkel:

cos wt e Tkt

! —jkwt _ eTikwt
u =e U=
v=-coswt v =—w sinwt,
azaz
. T T .
—C A cos wt e kWt 2 7 o jkwt )
Sk =7 — | - - w sinwt dt
kT —jkw 0 o Jjkw

Hatdrozzuk meg el6szor az els6 tag értékét:

1.2 T .
cos () HFE 1 ey

=T
—jk2m —jk2m —jk2m 7’

s igy a kifejezés értéke a kovetkez lesz:

N

—C —e kT _ 1 A ) ikt
S, =4 Y + kQT/O sin wt e "t dt.

Ez a kifejezés tartalmazza a kiindulésban is szerepld integralt. Trjuk fel hat
a kiindulasi képletet és a parcidlis integrélds szabalyat felhasznal6 utébbi
Osszefliggést és tegyiik azokat egyenléve:
A [7 . —eIFT 1
= inwte it = A———— + —
; sinwte 22 + 12T

.
2

sin wt e Rt ¢,

Rendezziik ezt 4t a kovetkez8képp:

T .
A [z : 1 —e IkT _ 1
T/O2 sinwte_Jk“’tdt |:1 — k2:| = Aei
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azaz
e dkm 41
27(1 — k?)
lesz a komplex Fourier-egyiitthatok kifejezése. Az Euler-relaci6 segitségé-
vel ezt atirhatjuk algebrai alakra:

A 3

— 2 .

S,S = / sinwte At = A
T Jo

—C cos(km)+1 . sin(km)
—A —iA
k= Asra s e — ey
amelybol
A <C1 _ cos(km) +1
St =2Re {5} = AT
B_ =C\ _ , sin(km)
SB = —2Tm {sk} = AT

kovetkezik. A Fourier-0sszeg valds alakja ezek segitségével mar felirhato.
Vizsgéljuk meg el6bb a kapott eredményeket. Latszik, hogy ha k¥ = 1,
akkor mindkét esetben a szamléalo is és a nevez6 is nullava valik, azaz
egy J alakd, hatdrozatlan értékii hdnyadost kapnank. Ebben az esetben a
L'Hospital-szabdlyt®* kell alkalmazni a tort értékének meghatdrozésara:

A . (cos(km)+1) . —7wsinknm
= Alim T f iy T
St =Alm T ey M o
B — At ST g, TooskT A

k—1 (m(1 — k2)) k—1 —2km 2

A k > 1 egyiitthaték szamitdsa mar nem jelent problémat. Vegyiik sze-
miigyre a kapott valds egytitthatokat. Ezek tovdbb egyszerfisithetk:

~Dk+1 sin(k)
sp— AT L gy sinlkn)
k r(1—k2)" °k (1 — k2)
A kozelité Fourier-osszeg tehat a kovetkez lesz:
A A = (-1)F +1
s(t) ~ = + o) coswt+z Am cos kwt | .
~ =~ k=2 L ,
So SB gA

k

A Fourier-egytitthatékat a kovetkezo tdblazatokban foglaljuk 6ssze
k =0,1,2,3,4 esetekre:

% Abban az esetben, ha egy tortfiiggvény helyettesitési értéke 2, vagy = alakd, akkor a
szamlalo és a nevezd derivalasa utdn kapott tortfliggvény (jelen esetben k — 1) hatarértékét
kell meghatarozni. A derivaldst k szerint kell elvégezni.
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180

90

“;x 0.4 2 0
0.2 ® -90
0 Q@ ? ? (0] 180
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
5.9. abra. A jel komplex spektrumdnak dbrdzoldsa
k ?f y?f | arcgg S SB Sy Pk
0| 2/m 2/m | 0° 2/m 0 2/m | 0°
1 -j0,5 0,5 -90° 0 1 1 -90°
2| -0,212 || 0,212 | 180° | -0,424 | 0 0,424 | 180°
310 0 0° 0 0 0 0°
4 | -0,042 || 0,042 | 180° -0,084 | 0 0,084 | 180°

A komplex Fourier-egytitthaték vonalas spektruma lathaté a 5.9. ab-
rdn. A spektrumnak tehat a negativ k értékek mellett is van értéke, az
amplitadé-spektrum péros fiiggvény, a fazisspektrum pedig pératlan fligg-
vény. Erdemes megfigyelni a komplex spektrum és a val6s spektrum kozot-
ti Osszefliggést a két tdblazat 6sszehasonlitasaval: a k = 0 elem megegyezik,
a k > 0 elemek esetében azonban a val6s spektrum amplitadékarakterisz-
tikaja pont 2-szerese a komplex spektrum amplitiddkarakterisztikajanak
(Sk = 2\?5 ), a két fazisspektrum pedig megegyezik.

A Fourier-0sszeggel kozelitett jel és az eredeti jel 0sszehasonlitasa latha-
t6 a 5.10. dbran.

A 5.10. 4brdbdl egy fontos konklizi6 olvashat6 le. Az els6é négyszog
alakd jel korlatos ugyan, de szakadasa van egy peridduson beliil. Ekkor
a Fourier-kozelités a szakadasi helyen a bal és jobb oldali hatarétékek
szamtani kozepéhez konvergal, ha n — oo:

s(t— 3T —0)+s(t— 3T +0)
2

tovabba ezen szakadasi helyen nem csokkenthetd tetsz6leges érték ala a
hiba, annak ellenére, hogy a (5.39) altal definialt hiba értéke csokken. Ez
az un. Gibbs-jelenség. A masik jel folytonos, azaz nincs szakaddsa. Ez a jel
tetsz6legesen kis hibaval kozelithetd Fourier-osszeggel. Egy masik fontos

snlt) — = 0,25,
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5.10. &bra. A példdkban szerepld fiigguények és a Fourier-Osszeggel tortént kozeli-
tésiik osszehasonlitdsa n = 1,3.5 esetekre

észrevétel, hogy ha a jel folytonos, akkor a Fourier-0sszeg gyorsabban
konvergdl (az egyiitthatok nevez6jében k? szerepel). Az dbrén is lathato,
hogy pl. n = 5 egyiitthatéval a méasodik jel jobban kozelithetd.

A Fourier-0sszeg segitségével szamitott (5.53) teljesitmény értéke n —
oo esetén mindig alulrél konvergdl a (5.52) definiciés formula altal adott érték-
hez. Ez lathat6 a 5.11. dbrdn. A mésodik jel Fourier-kozelitéssel szamitott
teljesitményének konvergencidja gyorsabb. Az elsf jel teljesitményének

pontos értéke 0,8125, ha pl. n = 10, akkor a Fourier-kozelitéssel szamitott
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T
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n n

5.11. dbra. A példdkban szerepld fiigguények teljesitménye pontosan és a Fourier-
Osszeggel szdmitva

teljesitmény 0,792, ha n = 10000, akkor 0,81248. A mdsodik jel esetében
azonban mdr n = 20-ra megkapjuk a pontos értéket, ami 1.

5.2.2. A periodikus valasz szamitasa

Ha a folytonos idejii rendszer s(t) gerjesztése egy periodikus jel, és ezen
periodikus jel Fourier-felbontasat elvégezziik, akkor a rendszer gerjesztett
valasza Fourier-0sszeg alakjaban meghatdrozhat6. A Fourier-osszeggel
adott gerjesztés adott szamu szinuszos jel szuperpoziciéja. Ha ismert a
rendszer tviteli karakterisztikdja, akkor az egyes harmonikusokra adott
részvalaszokat ki tudjuk szdmolni a komplex leirdsi modszer alapjan. Ezu-
tdn ezen részvélaszokat kell szuperpondlni, hiszen a rendszer linedris. Arra
kell csupan tigyelniink, hogy az egyes harmonikus komponensek korfrek-
vencidja kiilonb6z6: az alapharmonikus korfrekvencidjanak egész szamu
tobbszorose. A vélaszjel egyes komponensei tehédt a kovetkezd dsszefiiggés
szerint hatdrozhatok meg:

Yy — WSk, (5.54)

ahol Sy, jeloli a gerjesztés k-adik harmonikus komplex csucsértékét, Wy, =
W (jkw) az atviteli egytitthato a kw korfrekvencian és Y, a valaszjel k-adik
harmonikusdnak komplex csticsértéke. Ezek szdmitdsdra érdemes egy
tablazatot késziteni. Ezutan a vélaszjel felirhat6 a jol ismert alakban:

y(t) =Yy + Z Yy cos(kwt + ¢p). (5.55)
k=1
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Gyakorlatilag az el6z6 részben ismertetett eljarast kell n 4 1-szer megis-
mételni, majd a részeredményeket 6sszeadni. Fontos megjegyezni, hogy
a vélasz periddusideje azonos a gerjesztés periddusidejével. Az eljardst
szintén példaval illusztraljuk.

Példa Egy rendszer atviteli karakterisztikdja adott. A rendszer beme-
nete a mar vizsgalt négyszog alaku periodikus jel (113. oldal), melynek
Fourier-kozelitése ismert. Legyen a gerjesztés korfrekvencidja w = 0,224,
Hatarozzuk meg a valaszjel id6fliggvényét.

5(jw) + 1
(jw)? + 4(jw) + 37
s9(t) = [0,625 + 0,676 cos (wt — 135°) + 0,478 cos (2wt — 90°)] .

woY _
5

Megoldas A W atviteli karakterisztika helyébe irjunk W-t:

W—@— 5(jkw) + 1
YT 5 (Gkw)? +4(kw) + 3

majd szamitsuk ki azt a k = 0,1,2 esetekre és foglaljuk tdblazatba az ered-
ményeket:

Sk Pk Ky, Pk Y Dk
0,625 | 0° 1/3 0° 0,208 | 0°

0,676 | -135° || 0,461 | 29,85° || 0,312 | -105,15°
0,478 | -90° 0,686 | 34,04° || 0,328 | -55,96°

N| | O]

A tdblazat minden sora tartalmazza a gerjesztés k-adik harmonikusdnak
amplitadojat és fazisat, amely értékek a gerjesztés Fourier-kozelitésébdl
kiolvashatdk, tovdbba az atviteli karakterisztika helyettesitési értékét adott
k értékek mellett. A vélaszjel amplitidodja a gerjesztés amplitaddjanak és
az atviteli egytitthat6 abszolut értékének szorzata, fazisa pedig a gerjesztés
fazisdnak és az 4tviteli egyiitthat6 fazisanak az 6sszege, hiszen minden
sorban igaz, hogy Y, = W, Si. Ezért célszerti az Euler-alakot haszndlni a
szdmitasok sordn. A tablazat utolsé két oszlopa tehdt a gerjesztés k-adik
harmonikusara adott gerjesztett vilasz amplitidojat és fazisat tartalmazza.
A vélaszjel id6fuiggvénye a komplex csticsérték fogalméanak ismeretében
tehat a kovetkezé:

y2(t) = [0,208 4 0,312 cos (wt — 105,15°) + 0,328 cos (2wt — 55,96°)] .

A valaszjel id6fiiggvénye a 5.12. dbran lathat6. Minél tobb egytitthatot
hasznalunk fel a szamités sordn, annél pontosabb vélaszjelet kapunk. Az
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abran példaképp felvazoltuk a valaszjelet n = 100 egytitthatét is figyelembe
véve. Lathato, hogy az egyiitthatok szamanak novelésével egyre pontosabb
megoldast kapunk. A szamitdst természetesen szamitogép segitségével
végeztiik el.

2 2

y(t)
<
-
N
(

s(t),
7
N\,
S
t

0 15 31 46 62 0 15 31 46 62
tls] tls]
5.12. dbra. A példdban szerepld vdlaszjel iddfiigguénye n = 2 és n = 100 egyiitt-
hatét figyelembe véve

5.3. Jelek és rendszerek spektralis leirasa

v 2 7z

Az el6z6 részben lattuk, hogy tetszéleges periodikus jel eldallithaté szi-
nuszos jelek szuperpozicidjaként, és az egyes harmonikusok un. vonalas
spektrummal reprezentdlhatok. A vonalas spektrum csak az alapharmoni-
kus korfrekvencidjanak egész szamu tobbszoroseit tartalmazza.

Ezt az eljarast nem periodikus jelekre is alkalmazhatjuk. Ha egy pe-
riodikus jel periddusat minden hatédron tal noveljiik, akkor eljuthatunk a
nem periodikus fiiggvényekhez. Ennek az lesz a kovetkezménye, hogy
mig a periodikus jelek diszkrét korfrekvencidja szinuszos jelek 6szegeként
allithatok els, addig a nem periodikus jelek végtelen sok szinuszos jel
Osszegeként irhatdk le, vagyis a (5.49) 0sszefliggésben szerepld 6sszegzés
integraldsba megy at. A levezetés sordn a (5.49) dsszeftiggésbdl indulunk
ki. Ez a Fourier-transzformdcid.

5.3.1. A Fourier-transzformacio és a spektrum

Induljunk ki tehét a (5.49) és a (5.50) Osszefliggésekbdl. A Fourier-0sszeg
helyett vegyiink Fourier-sort, azaz n — o0, és az integralasi hatarokat 0 és
T helyett vegyiik —7'/2-nek és T'/2-nek:

e ) T
o _ 1 .
s(t) = g Sgelk“’t, Sg = T/Q:r s(T) e kT 47,

k=—o00 2
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majd helyettesitsiik be az ?,S kifejezését az idofiiggvénybe:

S(t): Z %/T (T) 7ka7'd ejkwt_ Z / ka(tfﬂ') dr.

k=—o00 2 k=—o00 2

Ez az 6sszefiiggés csak periodikus jelekre érvenyes. Ha azonban a periodi-
kus jel T' perédusidejét minden hatdron tal noveljiik, akkor az alapharmo-
nikus korfrekvencia (w = 2%) minden hatdron tal csokken. Jeloljiik ezért
ezt dw-val (alkalmazzuk kozben az % = o atrendezést is):

S / e]kdwt T) dr.

Az exponencidlis fiiggvény argumentumaban szerepel a k£ dw tag. Ha az
Osszegzés k szerint —oo-t6l co-ig fut, mikozben dw nagyon kicsi lesz, akkor
a szummazast atirhatjuk integralla a kovetkez6képp:

s(t) = % / Z [ / ZS(T) (=) dT] dw,

ami tovabb alakithato:

1 00 oo ) )
s(t) = 27r/ [/ s(r)e 4T dT] ! dw,

és az ezen Osszefiiggésben szerepld bels6 integralt nevezziik az s(t) jel
S(jw) = F{s(t)} (irott F bettivel) Fourier-transzformdltjanak, vagy a jel
spektruméanak:

o0

S(jw) = F {s(t)} = / s(t) et dt. (5.56)

—0o0

Az S(jw) spektrum ismeretében az s(t) jel idofliggvénye eléallithatd a
kovetkez6 komplex alakban:

s(t) = F 1 {S(jw)} / S(jw) 6! du. (5.57)

Ez az s(t) = F 1 {S(jw)} szimbélummal jel5lt miivelet az inverz Fourier-
transzformdcid. A jel spektruma egy komplex értékii és az w korfrekvenciatol
fiiggd fiiggvény (S(w) = S(jw)), amelynek abszolut értéke a jel un. amplitii-
déspektruma, fazisa pedig a jel fizisspektruma. Altalanos jel spektruma tehat
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végtelen sok szinuszos jel 0sszegébdl all, ahogy a (5.57) el6allitdsabol latszik
(a (5.49) eldéllitasban k szerinti 0sszegzés, itt pedig minden korfrekvenciat
osszegzd integral szerepel). Irjuk at a (5.57) osszefiiggést az alabbi alakra:

1 « .
= lim — Y S(jkAw) e A
s(t) A‘}’IEO27T]€_70C>S(]I€ w)e w,

amelyben jol latszik, hogy s(t) végtelen szamu kAw korfrekvencidja szi-

nuszos jel dsszege, ahol az S(jkAw)Aw/2m mennyiség az egyes szinuszos

jelek komplex cstcsértékét jelenti. Ez az un. amplitiiddstiriiség.
Hasonloképp vezethetd be a Fourier-transzforméci6 és inverze, ha az f

frekvenciat alkalmazzuk:
S(f) = / s(t)e 1AL, s(t) = / S(f) ety (5.58)

A (5.56) alkalmazhatésaganak feltétele, hogy az s(t) jel abszoliit integrdl-
haté legyen:

/ T s dt < oo (5.59)

—00

Egyébként a jel spektruma a (5.56) definicids integrallal nem hatarozhaté
meg, mert az improprius integrdl nem véges.

Ahogy a Fourier-kozelités, igy a Fourier-transzformécio is rendelkezik
azzal a tulajdonsaggal, hogy a (5.57) 0sszeftiggéssel visszaallitott id6fiigg-
vény nem minden esetben egyezik meg az eredeti s(¢) jellel. Ha a jel
folytonos, akkor az egyenl6ség fennall, ha azonban véges szakadassal ren-
delkezik a jel, akkor a szakadasi helyeken szintén a szdmtani kozépértékhez
tart a visszaallitott jel.

A Fourier-transzformdcionak 1étezik valds alakja is. Ezzel foglalkozunk
a kovetkezdkben, de féként a komplex alakot fogjuk alkalmazni. Bont-
suk ketté a (5.57) 0sszeftiggésben szerepld integrélt, majd az els6 tagban
w helyébe irjunk —w-t, melynek eredményeképp az integralasi hatdrok
felcserélhetok:

1 /0 . 1 [® :
s(t) = o / S(jw) e dw + 2/ S(jw) @ dw =
T J_—co ™ Jo
1 [ : 1 [ )
= — —j —jwt ; wt
277/0 S(—jw)e " dw + 27r/0 S(jw) " dw.

Valés s(t) fiigguények esetében (mi csak ilyenekkel foglalkozunk) az S(jw) komplex
spektrum amplitiidéspektruma pdros, fazisspektruma pedig pdratlan fiigguénye
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az w korfrekvencidnak. Trjuk fel ugyanis (5.56) alakjat tgy, hogy az e =
coswt — jsin wt Buler-relaciét figyelembe vessziik:

S(jw)—/ s(t)coswtdt—j/ s(t) sinwt dt,

valamint
S(—jw) = / s(t) coswtdt+j/ s(t) sinwt dt.
—00 —00

Ezen két 6sszefiiggésbdl lathatd, hogy S(jw) és S(—jw) valos része mege-
gyezik, képzetes része azonban egymds —1-szerese, azaz

[[S(=jw)| = [S(jw)|, areS(—jw) = —arc §(jw), (5.60)
Vagy
(S(jw))" = S(=jw), (5.61)
azaz
s(t) = Qi / T (S(Gw)) e dw + 2i / " S () 6 dw.
™ Jo ™ Jo

frjuk fel ezutdn az S(jw) komplex spektrumot és konjugaltjat algebrai alak-
ban:

S(jw) = Sre(w) +jSim(w),  (S(jw))" = Sre(w) = jSim(w),

majd irjuk be ezeket az el6z6 integralba:

(1) % /OOO [Sre(w) = JSim(w)] 7" dort
—+ 1 - [Sre(w) +jSim(w)] eju)t dw’

21 Jo

majd bontsuk fel a zar6jeleket, csoportositsuk a valés és a képzetes részeket,
és vigyiink be egy 2-es osztét is. A kifejezést az azonos integralasi hatarok
miatt egyetlen integrallal kifejezhetjiik:

1 [e%S) ejwt 4 e—jwt ejwt _ e—jwt
s() :%/0 [zsre(w)2—2si (@) dw

és vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

SA(w) =2Re{S(jw)}, SB(w)=—-2Im{S(jw)}, (5.62)
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azaz (5.60) miatt S* (w) paros, S®(w) pedig paratlan fiiggvény. Az Euler-
relaci6 értelmében mindezt a kovetkez6képp irhatjuk fel:

1
2

s(t) / [SA(w) coswt + SB(w) sin wt| dw.

0
Hatravan még S (w) és SB(w) valés spektrumok meghatérozasa. Irjuk fel
ezek meghatarozasdhoz a (5.56) 0sszefiiggését és irjuk at az exponenciélis

tényez6t algebrai alakra:
S(jw) = / s(t) coswt dt —j/ s(t) sinwt dt.

A komplex S(jw) spektrumot (5.62) alapjan a kovetkez6képp irhatjuk fel:

SAw) _ SPw)

S(jw) = Re{S(jw)} +jZm{S(jw)} =

2 2 7
azaz
S (w) = 2/ s(t)coswtdt, SB(w) = 2/ s(t) sinwt dt. (5.63)

Ezen alakok hasonléak a Fourier-egyiitthatok meghatarozasa sordn kapott
eredményekhez. Itt jegyezziik meg, hogy a Fourier-kozelitéshez hasonléan
a Fourier-transzformadltra is igaz, hogy pdros fiigguény spektruma valds, azaz
SB(w) = 0 pdratlan fiiggvény spektruma pedig képzetes, azaz S (w) = 0.

Ha az s(t) jel négyzetesen integralhato, akkor a véges értékii £ energi-
dja a kovetkez6képp szdmithato:

E, = / h |s(t)[dt. (5.64)

—00

Célunk most ezen energia meghatarozasa a jel spektrumanak ismeretében.
Ha a jel valos értékd (mi csak ilyenekkel foglalkozunk), akkor az abszolut
érték képzése el is hagyhat6. Helyettesitsiik be s(¢) helyébe az inverz
Fourier-transzformaci6 (5.57) 9sszefiiggését:

B, = /_ C:s(t)s(t) dt = /_ Zs(t) <217r /_ Z S(jw)ej‘“tdw> dt.

Az 1/2m konstanst emeljiik ki, és az integralok sorrendjét cseréljiik meg:

B = % /_ O; S(jw) ( /_ Z s(t)eiwtdt> dw.
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A spektrum definici6jabol kovetkezben a belss integral pontosan az S (jw)
spektrum konjugaltja:

- s

amely a kovetkezd eredményre vezet:®®

E, = / S(jw) S*(jw)d / S (jw) Pdw. (5.65)
o

Ez Parseval tétele, |S(jw)|? pedig a jel un. energiaspektruma, amit Ggy is
értelmezhetiink, hogy a jel energidja el van osztva a frekvencidk mentén.
A Fourier-transzformdcié egy un. integraltranszformacié. Az integral-
transzformdéciok lényege abban all, hogy az id6tartomdnyban megfogal-
mazott differencidlegyenlet-rendszereket transzformédljuk algebrai egyenle-
tekké. Ezek megoldasa a vélaszjel transzformdltja, amit aztan vissza kell
transzformdlni az id6tartomanyba, hiszen a kérdés az id6fiiggvény:

Id6tartomanybeli _, Megoldas pl. osszetevSkre y(t)
differencidlegyenlet-rendszer bontassal
8! FY
Transzformélt Megoldés

algebrai egyenletrendszer

5.3.2. A Fourier-transzformacio tételei

A kovetkezbkben a Fourier-transzformaci6é néhédny tételével és bizonyitdsa-
val foglalkozunk, amelyekre a tovabbiakban sziikségiink lesz.

Linearitds. A Fourier-transzformacié és inverze egy-egy integrdl. Az
integrélds pedig linedris operdtor, azaz barmely C;, (> konstans esetén
fennall, hogy

.7:{0181(75) + 0282(25)} = le{sl(t)} + CQ.F{SQ(t)},

1 ) ) 1 ) 1 . (5.66)
FHC181(jw) + CaSa(jw)} = C1F~ {S1(jw)} + CoF ™~ {S2(jw)}.

®Mivel 2z* = (a + jb)(a — jb) = a® — (jb)* = a® + b* = |z
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Altalanosan ez a kovetkez6t jelenti:
F {Z CZSZ(t)} = Z Cl f{Si(t)},
i=1 i=1

7 {Z cl-sl-(m} =2 CiF S}
i=1 =1

Ez a szuperpozicié elve, ami tehat annyit jelent, hogy a transzformdcio és
inverze tagonként elvégezhetd.

(5.67)

Eltolasi tétel. Ha létezik az s(t) jel S(jw) spektruma, akkor a 7 idével
eltolt s(t — 7) jel spektruma az eltoldsi tétel értelmében a kovetkezs:

Fs(t—7)} = e 7S (jw), (5.68)

azaz az s(t) jel spektrumét be kell szorozni e /*7-val, amely —wr értékii
tazisforgatdst végez az S(jw) spektrumon, de az amplitidéspektrumot és az
energiaspektrumot nem médositja, mivel |e 77| = 1. A tétel bizonyitésara
a (5.57) osszefiiggésben irjunk minden ¢ helyébe (¢t — 7)-t:

st=m)= g [ St e = o [ (i) 7 e da.
2r J_ 2T J _ oo e —
F{s(t—7)}

A konvolucié spektruma. Utobbi tételt alkalmazzuk a konvoliicié spektru-
mdnak meghatdrozasa sordn. Az id6tartomanyban végzett y(t) = w(t) *s(t)
konvoltci6 a frekvenciatartoméanyban szorzattd egyszeriisodik:

Y (jw) = Fw(t)}F{s(t)} = W (jw) S(jw),

(5.69)

ahol S(jw) és Y (jw) a gerjesztés és a vdlaszjel spektruma, W (jw) pedig
a rendszer atviteli karakterisztikdja. Az Osszefiiggés természetesen mas,
Fourier-transzformdlhato jelekre is érvényes.

A (5.69) igazolasat az inverz Fourier-transzformacié segitségével
tessziik meg, és feltételezziik, hogy s(t) és w(t) abszolut integralhato:

(1) = F{S (1) W)} = 5 /_ ™ S(iw) W (jw)e dw —
L[ (/00 s(T)e T d7‘> W (jw) &t dw.

27r —00 —00

S(jw)
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Cseréljiik fel most a 7 és az w szerinti integréldsokat és alkalmazzuk az
eltolasi tételt:

v = [ s (5o [ W aw) ar

w(t—7)

ami pontosan a konvolci6 kifejezése. A vélaszjel spektruma tehét az
impulzusvélasz spektrumdanak és a gerjesztés spektruménak a szorzata.
Kovessiik végig ezutan a kovetkez6 gondolatmenetet, melynek kap-
csan eljutunk a Fourier-transzformacié formalis megaddsdhoz. Legyen
egy rendszer nem belépd gerjesztése az s(t) = e“! jel, amely az Euler-
formuldnak megfeleléen egy szinuszos jel. Vegyiik ezen jel és a rendszer

impulzusvélaszdnak konvoltciéjat:

vt) = [ wste—nar= [ wmetar

—0o0 — 00

majd bontsuk fel a kitevében szerepl6 zérdjelet. Ekkor ¢/“! kiemelhets,
hiszen az integréalds a 7 valtozo6 szerint torténik:

y(t) = / w(T)ethefij dr = ej“’t/ w(T)efj”T dr.
Az 9sszeftiggésben szerepld integralban 7 helyett ¢-t irva a w(t) impulzus-
valasz Fourier-transzforméltjadhoz, vagy a rendszer atviteli karakterisztika-
jéhoz jutunk (ezt a 136. oldalon igazoljuk):

W(jw) = /_ h w(t)e @t dt. (5.70)

Igy a rendszer valasza a kovetkez6:
y(t) = W (jw)e™,

azaz 4llandésult dllapotban a linedris rendszer szinuszos gerjesztésre adott
vélasza is szinuszos lesz, melynek amplitidéjat és fazisat a W (jw) atviteli
karakterisztika hatdrozza meg. Az atviteli karakterisztikat ezért a rendszer
sajdtértékének is szokds nevezni, az e gerjesztés pedig az un. sajdtfiigguény.
Ez tehat a Fourier-transzformdci6 formalis bevezetése, amikoris a kon-
voltciébdl indultunk ki és egyben eljutottunk a rendszer atviteli karak-
terisztikdjanak definicidjdhoz is. Az integralban szerepld w(7) helyébe
tetszGleges (de abszolut integralhato) s(t) fliggvényt irva definidlhatjuk az
5(t) jel Fourier-transzformaltjat is, ha ez az improprius integral létezik.
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Derivalt jel spektruma. Ha létezik az s(t) jel S(jw) spektruma, akkor az
5(t) derivdlt jel spektruma a kovetkez:

[ F{3(t)} = jw S(w), | (5.71)

vagyis az id6tartomanyban végzett derivalas a frekvenciatartoményban
jw-val végzett szorzdsnak felel meg, amely az eredeti jel S(jw) amplita-
déspektrumdt w-val szorozza, fazisspektrumat pedig a j-vel val6 szorzas
miatt 90°-kal elforgatja. Ez az inverz Fourier-transzformadci6 osszefiiggése
alapjan lathato be. Derivéljuk a (5.57) 0sszefiiggés mindkét oldalat id6
szerint:

[ee]
s(t) = — / S(jw) ju & du.
oo (s/(0)
F{s'(t

Az osszefiiggés dltalanosithato: F {s(™(t)} = (jw)"S(jw). Ugyanazon
eredményre jutottunk, mint a komplex cstcsértékek alkalmazasa soran (1.
(5.13) és (5.14) osszefiiggések).

Az atviteli karakterisztika meghatarozasa. Alkalmazzuk ezen Ossze-
tiiggést az dllapotvaltozos leirdsra. Eztiton a mar bevezetett dtviteli karak-
terisztikdhoz jutunk. A levezetést nem ismételjiik meg, hiszen az teljes
mértékben megegyezik a 89. oldalon bemutatottakkal. Az atviteli karak-
terisztika tehdt nemcsak a szinuszos gerjesztés és szinuszos véalasz esetén
hatdrozhat6 meg, hanem tetszdleges gerjesztés és a ra adott vélasz spekt-
rumdénak segitségével is, hiszen tetszdleges jel spektrumét végtelen sok
szinuszos jel 0sszegeként allitottuk el6. Lattuk, hogy a derivalas a frekven-
ciatartomdnyban jw-val torténd szorzassa egyszerisodik ugyantagy, ahogy
a komplex cstcsértékek alkalmazasa soran. Ezen okndl fogva ugyanez érvé-
nyes a rendszeregyenletre is. Az dviteli karakterisztika tehat a kovetkez6t
jelenti:

0l V()
WO Fsmy ~ Stie) 672
w [ e v
S(ie) = F (s(1) V(i) = F (1)

Fontos ismét kiemelni, hogy csak gerjesztés-vilasz stabilis rendszer esetén
értelmezett az atviteli karakterisztika.
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Szimmetriatulajdonsag. Néhdany esetben nagyon hasznos a Fourier-
transzformdci6 szimmetriatulajdonsiga. Ha egy ¢(t) idofliggvény spektruma
valds értékd, azaz a j elhagyhato, akkor:

Glw) = / T geetan g(t) = % / ” G(w) e du,

majd ¢ helyébe —w-t, w helyébe pedig t-t irva, az inverz dsszefiiggésbol azt
kapjuk, hogy

2mg(—w) = / Gty e dt,

azaz, ha ismert egy g¢(t) figgvény G(w) valds spektruma, akkor az gj
f(t) = G(t) idéftiggvény spektruma az F(w) = 2mg(—w) lesz (a g(t) id6-
fiiggvényben kell minden ¢ helyébe —w-t irni). Ha a transzformadcios dssze-
fuggéseket nem az w, hanem az f véltozéval hasznaljuk, akkor a 27 szorz6
elmarad. Ennek illusztalasat késébb latni fogjuk.

Eltolas a frekvenciatartomanyban, a modulacios tétel. A moduldciés
tétel kimondja, hogy a frekvenciatartomanyban wy korfrekvencidval valé
eltolas az id6tartoményban 0! fiigevénnyel végzett szorzést jelent:

/ s(t) ot eIt 4f = / s(t) eI Wmw0)t gy,

—00 —00

azaz az S(jw) spektrumban minden w helyébe (w — wp)-t kell irni:

F{s(t) e} = S(jlw — wo)). (5.73)

Az e/“0! = cos wpt+jsin woyt azonossag alapjan ez a tétel tehat szinuszos jellel
torténd szorzdasra ad Osszefiiggést. A tétel fontos kovetkezménye, hogy az
5(t) cos wot jel spektruma az Euler-reldci6 alkalmazédsaval a kovetkezo:

00 ) 0o ejwot —jwot )
/ s(t) coswot e dt = / s(t)% e I dt.

— 0 —00

Felbontva a tortet kapjuk, hogy

F{s(t) coswot} = 1 {S(ile —wo]) + SGlo+ea)}.|  674)

azaz az s(t) jel S(jw) spektruma az w = wy és az w = —wy korfrekvencidkon
jelenik meg fele akkora amplitadéval.
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Hasonl6képp, az s(t) sinwpt jel spektruma az Euler-relédci6 alkalmaza-
saval a kovetkezé:

fe'9) . [e¢) eju.)ot _ efijt .
/ s(t) sinwot e ¥ dt = / s(t)T et dt.
J

—c0 —00

Felbontva a tortet kapjuk, hogy

F {s(t) sinwot} = 21J {8Glw — wo]) — S(Glw +wo])} (5.75)

A tétel gyakorlati jelentdsége az amplitiidémoduldciéban van: a kisf-
rekvencids s(t) jel attehet6 a nagyfrekvencids vivGjel segitségével az wy
korfrekvencia kornyezetébe. Kiilonb6z6 wy korfrekvencidja vivjelek se-
gitségével tobb kisfrekvencids jel is atviheté ugyanazon csatornan anélkiil,
hogy egymast zavarndk. A vételi oldalon aztdn az egyes kisfrekvencias
jeleket un. demoduldciéval lehet visszanyerni. Az amplitddémoduléciét
egy példaval illusztraljuk.

Példa Legyen a belépgjel s(t) = e(t)Ae " (a > 0, A > 0), amelyet a
cos wot jellel beszorzunk. Hatdrozzuk meg az szorzat amplitadéspektru-
mat.

Megoldas A jel abszolut integralhatd, hiszen

/ |s(t)ydt:/ Ae*atdt:é,
—00 0 (6%

ami véges érték (belépd és korlatos jelek mindig abszolit integrdlha-
tok).%® A spektrum meghatdrozésara tehat alkalmazhatjuk a Fourier-
transzformdci6 (5.56) Osszefiiggését:

S(jw) / Ae eIt qt = A/ —(atilt g =

—(atjw)t

A=
—(aﬂW) o

oa—l—Jw

% Az integralds alsé hatdra nullanak valaszthaté, mert a ¢ < 0 intervallumon a jel értéke

at s

és igy az integral értéke is nulla. Az e~
a < 0 esetén a jel nem abszolut integrdlhat6. Az A értékére csupdn annyit kell kikotni,
hogy értéke korlatos legyen.
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Ezen jel amplittdéspektruma és fazisspektruma a kovetkezs®:

A
Va2 w2’

Az sap(t) = e(t)Ae ! coswpt amplitidémodulalt jel spektruma a modu-
lacios tétel értelmében tehat a kovetkezo:

1 A +1 A
2a+jw—w) 2a+jwtw)

|S(jw)| = arc S(jw) = —arctgg.

Sam(jw) =

Az s(t) jel, a coswpt jel és a kett6 szorzata lathat6 a 5.13. dbran (A = 5,
a = 2). Az s(t) jelhez rendelt amplitidéspektrumot és az amplitadémo-
dulalt jel spektrumét a 5.14. dbran véazoltuk fel (wy = 20%29). A modul4lt
jelben a két spektrum egymadsra kis mértékben ugyan, de hatést gyako-
rol. Ha a jel sdvkorldtozott (1. 145. oldal), azaz adott 2 korfrekvencia felett
amplitadéspektruma elhanyagolhat6 és wy > €2, akkor ez az dtlapolédds és
egymasrahatds nem jon létre.

i N
. : L

San (E)

IR REITIAY] I
VLY V

-1 -5
0.5 0 0.51 1.5 2 -0.6-0.3 0 0.3 0.6 -0.50 0.5 1 1.5 2
t[s] tls] tls]

5.13. dbra. Az s(t) jel, a cos wot jel és a két jel szorzatdnak iddfiigguénye

A modulécio6s tétel alkalmazasaval nem kell tehat meghatérozni a (5.56)
integralt:
San(jw) = / e(t)Ae™ coswpt e I¥tdt.

—00

%7 Az amplitadéspektrum is és a fazisspektrum is w fiiggvénye. Ha a spektrum egy tort,
akkor annak abszoltt értéke a szamlalo és a nevez6 abszolut értékeinek a hanyadosa, fazisa
pedig a szamlal6 és a nevez§ fazisainak a kiilonbsége.
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5.14. dbra. Az s(t) jel és az san(t) jel amplitiidéspektruma

5.3.3. Folytonos idejii jelek spektruma

A kovetkez6kben néhadny fontos jel Fourier-transzformaltjat és Gjabb tétele-
ket fogunk meghatdrozni illetve bemutatni.

1.) Sziikségiink lesz a kovetkezo egységnyi magassdgui szimmetrikus (azaz
pdros) négyszogjel (5.15. abra) Fourier-transzforméltjara, mert segitségével a
Dirac-impulzus spektruma meghatarozhaté:

hp(t) =e(t+T)—c(t—-1T). (5.76)

A spektrum a (5.56) definiciébol kiindulva meghatarozhat6, mivel a jel
abszoliit integrdlhaté (ablakozott véges értékii jelek mindig abszoltt integ-
ralhat6k). Az integrédldsi hatdrok —T és T' lehet a —oo és oo helyett, hiszen
ezen intervallumon kiviil a jel értéke nulla, egyébként pedig hr(t) = 1:

Hr(jw) = / . [

=T

9

w 2j

e—jwt:| T 2) eij _ e—ij

ahol felismerhetd a sin w7’ jel Euler-formulaval felirva:

sin wl’ sinwT
hr(t)} =2 =2T
F b)) =22 s

(5.77)

ami egy sin z/x jellegli val6s spektrum (péros jel spektruma mindig valés).
A jel és amplitiddspektruma lathaté a 5.15. abrén.

Lathato, hogy a jel amplitaddéspektruma paros fiiggvény. A fazisspekt-
rum a [0,7/T] intervallumban nulla, a [r/T,27/T] intervallumban pedig
+180°, és ez ismétlédik, ahogy a sin w7 jel el&jele adja, tovabba paratlan
fuggvény, hiszen sin(—wT') = —sinwT'. A nulla értékii helyek az wT = k7
egyenlet alapjdn az w = kT értékeknél vannak (k € Z, k # 0°).

%A sinz/z fiiggvény = = 0 helyen vett hatdrétéke a L'Hospital-szabaly alapjan 1:
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5.15. dbra. A 2T hossziisdgui négyszogimpulzus és amplitiidéspektruma (itt T =
2s)

2.) Ezen eredmény segitségével éllitjuk el a Dirac-impulzus spektrumit.
Legyen ugyanis a hr(t) jel magassaga 1/27". Ebben az esetben az impulzus
teriilete mindig egységnyi, hiszen hossza 27'. Kozelitsiik ezutan a 7" értékét
nullahoz, igy a hr(t) /21 jel a Dirac-impulzushoz kozelit, hiszen magassaga
T csokkenésével né mikdzben intenzitésa egységnyi.®” Ezen jel spektruma
(5.77) alapjan a kovetkezé:

1 sinwT
f{QThT(t)}— —

melynek 7" — 0 hatarértéke a L'Hospital-szabély értelmében a Dirac-
impulzus spektruma:

inwT T
F{5(t)} = lim SIZ; = lim % = 1. (5.78)

Mivel a Dirac-impulzus abszoltt integralhat6 jel, ezért spektruma meg-

hatérozhat6 a definici6 alapjan is”’:

F{5()} = /_ T S(t) e et dt — i /_ TS di= 1.

A Dirac-impulzus spektruma tehat minden korfrekvenciat azonosan
egységnyi értékkel (sullyal) tartalmaz.

sin x

lim, o S22 — lim, o 8000 — fim,_, sz —

¥1gy vezettiik be a Dirac-impulzust.

""Emlékezziink vissza, hogy a 6(t) jel a t = 0 helyen kiviil mindentitt nulla érték.
Ezért minden olyan jel ¢ = 0-ban vett helyettesitési értékét ki kell szdmolni, amit Dirac-

impulzussal szorzunk.
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A Dirac-impulzus eltoltja az eltolasi tétel értelmében a kovetkezs:

F{ot—7)} =,

ami a definiciobdl is adodik:
FLo(t—7)} = / St — ) eIt 4t = =T / 5(t— ) dt,

ahol az integrél értéke definici6 szerint egységnyi, és a végeredmény igy
e 19T lesz.

A Dirac-impulzus Fourier-transzformaltjat helyettesitsiik be a (5.69)
konvoltcios dsszefiiggésbe:

Y(jw) = W(jw) 1,

ami annyit jelent, hogy a Dirac-impulzusra adott valasz (az impulzusvélasz)
spektruma megegyezik az atviteli karakterisztikaval, azaz az impulzusvd-
lasz Fourier-transzformdltja (spektruma) pontosan az dtviteli karakterisztika, és
megforditva az dtviteli karakterisztika inverz Fourier-transzformdltja az impul-
zusvidlasz:

W(iw) = F{w(t)}, w(t)=F "{W(w)}. (5.79)

Ezzel igazoltuk a (5.70) dsszefiiggést is.

A kovetkezd két jel spektrumédnak meghatarozasa a nem abszolat integ-
ralhat6 £(t) egységugrasjel spektrumdanak meghatdrozdsat célozza meg.

3.) Hatarozzuk meg el8szor a nem belépd, eqysényi értékil jel spektrumit.
Ez a jel nem abszolut integralhato, tehat a (5.56) Osszefliggés nem alkal-
mazhat6. A szimmetriatulajdonsag alapjan hatarozzuk meg a spektrumot,
mivel igy a legegyszertibb. Lattuk, hogy a Dirac-impulzus spektruma valés
értékii és egységnyi, most pedig pontosan az egysényi jel spektrumat ke-
ressiik. Haszndlhatjuk tehat a szimmetriatulajdonsdgot. Maradjunk az ott
leirt jelolések mellett: g(t) = 6(t) és G(w) = 1. Legyen hat f(t) = G(t) =1,
amelynek spektruma F(w) = 27§(—w). Mivel a 6(w) fliggvény pdros, ezért
F(w) = 2m0(w). Az egysényi jel spektruma tehét csak az w = 0 korfrekven-
cidbol all, ami varhat6 is volt, hiszen ez pl. egy egyendramu jel.71

"' Az osszefiiggés ellendrizhetd ugy, hogy a kapott spektrumot visszahelyettesitjiik a
(5.57) dsszefiiggésbe: 5= [ 2m6(w) " dw, ami pontosan 1.
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Mindez grafikusan a kovetkezot jelenti:

Tg(t) =0(t) (0 =G@)
! t t
e Tf&w>::2wgc—w>
=271 (w)
w ! t

Az egyégnyi jel paros fliggvény és spektruma tisztdn valds értékd,
ahogy annak lennie kell.
4.) Hatarozzuk meg ezutan az (1. 5.16. dbra)

s(t) = si(t) + sa(t) = —[1 —e(t)]e*’ +e(t)e™

jel Fourier-transzformaltjat, ha o > 0. Ez 1
ajel alkalmas lesz a nem abszoltt integral- \
hato elgjelfiiggvény spektrumédnak meg- o5
hatdrozaséra, ugyanis o — 0 esetén s(t) .
az elgjelfiiggvényhez tart. Az [1 —e(t)] 7 °p—
jel at > 0 tartomdnyon nulla érték és a g
—e? jel a > 0 mellett abszolut integral- AN
hat6 a [—00,0] intervallumon. Az (t)e™ e Y a0,
jelet mar vizsgaltuk, ez szintén abszolut 2 1 o 1 2
integralhat6, igy a spektrum szamithaté
a (5.56) definici6 alapjan. 5.16. dbra. A —[1 — e(t)]e*" +

A jel els6 tagjanak spektruma a kovet- € (t)e™" fiigguény alakuldsa o kii-
kez8képp hatarozhat6 meg: lonboz0 értékei mellett

. 0
0 ) (a—jw)t
S1(jw) = —/ eleilt g — — !e ] _

oo a — jw o —jw’

A jel masodik tagjdnak spektrumat mar ismerjiik: Sp(jw) = 1/(a + jw). A
Fourier-transzformaci6 linearis mtivelet, ezért a kiilon-kiilon meghatérozott
spektrumok 0sszege adja az ered§ idéfliggvény spektrumat:
. . . 1 1 —j2w
S(jw) = 81 (jw) + Sa(jw) = — - =

a—jw  a+tjw o+ w?

Ennek hatdrértéke o — 0 esetén a kovetkezd:
2w 2w —j2w 2

w2 —(jw)?  —jwiw  jw’
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azaz

Flsent} = = (5.80)

jw

Az elgjelfiiggvény pdratlan, s kovetkezésképp spektruma tisztdn képzetes.
5.) Utobbi két jel spektrumanak ismeretében most mar meghatarozhat-
juk az egységugrasjel Fourier-transzformaltjat is, hiszen

1 1
) e(t) 40,5 0,5sgnt
= + .
X X t
t t

azaz a jelet felbontottuk egy paros és egy paratlan jel 6sszegére, és a két jel
spektrumdnak Osszege adja az (t) jel spektrumat:

Fle(t)} = mo(w) + JL (5.82)

Az ¢(t) jel nem péros és nem is pdratlan, kovetkezésképp spektruma valds
és képzetes részt is kell, hogy tartalmazzon. A 7(w) tag az egyenszintnek
megfelel6 spektrum, az 1/jw tag pedig az ugrdsnak megfelel6 spektrum.
Gyors véltozdsok spektruma ugyanis nagyon széles frekvencia intervallu-
mot 0Olel fel egyre kisebb amplitadéval.

Az ¢(t) jel spektruma kis odafigyeléssel meghatarozhat6 a kovetkez6
jel spektrumédnak ismeretében is:

1
a+jw

sty =e(t)e ™™ =  S(jw)=

Ha a — 0, akkor s(t) — £(t). A spektrumban azonban nem képezhetjiik
kozvetleniil ezt a hatardtmenetet, ugyanis akkor 1/jw-t kapndnk, ami azon-
ban a 0,5sgnt paratlan jel spektruma. Az ¢(t) jel azonban nem paratlan.
Alakitsuk 4t ezen spektrumot a kovetkez6képp:

1 a—jw « jw

S(jw) = = - .
() a+jwa—jw a?2+w? a?+w?
A képzetes rész o — 0 esetén a — i% = jiw-hoz tart, ami a helyes eredmény.
A val6s rész azonban kis magyarédzatot igényel. A Dirac-impulzus vizsga-
T

lata soran megemlitettiik a 0, (t,7) = B alakua fiiggvényt (1. 18. oldal),
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melynek a gorbe alatti teriilete egységnyi és igy a Dirac-impulzus egy le-
hetséges megvalositasaként fogtuk fel. A valés rész ehhez nagyon hasonlé
alakd, ugyanis helyettesitsiink a ¢ valtoz6 helyébe w-t, a 7 helyébe pedig
a-t. Egyetlen kiilonbség, hogy a nevez6ben nem szerepel a 7. Integrédljuk a
val6s részt az w valtozo szerint —oo-t6l oo-ig:’?

* wioe !

/OO mdw = [arctga] LT = 2 - = mé(w).
Mivel a valds rész ezen improprius integrdlja konstans, ezért a Dirac-
impulzus definicidja szerint felfoghatjuk tgy is, hogy ez a §(w) Dirac-
impulzus 7-szerese. Igy az elébbivel megegyez6 eredményre jutottunk.

Az ¢(t) jel spektrumanak ismeretében meghatarozhatjuk egy s(t) jel
integrilt jelének spektrumat, ha s(t) spektruma S(jw):

F { / s df} = L 5(w) + 7S(j0)5(w), (5.83)

HUNS jw

azaz az integralas nemcsak jw-val val6 osztast jelent, hanem van egy additiv
tag is benne, amely elttinik, ha S(j0) = 0 (pl. pératlan fiiggvény esetén).
Ekkor S(jO) értelmezett kell legyen, aminek értéke a Fourier-transzformaci6
szerint w = 0 helyettesitéssel a kovetkezo:

S(j0) = / ” s(t) dt, (5.84)

—00
ha az s(t) jel abszolut integralhat6. Ennek egy lehetséges bizonyitasdhoz
fel kell hasznalnunk a konvoltcié-tételt. Az integrél fels6 hatara ¢, azaz, ha
vessziik s(7) és az egységugrasjel a konvolucidjat, akkor az integral értéke
nem valtozik meg:

/ s(T)dT_/ s(r)et—r)dr =  F{s(t)} Fle(®),

ahonnan a tétel mar kovetkezik:
! 1 1
F {/ s(T) dr} =S5(jw) [ﬂé(w) + Jw] =75(j0)6(w) + J.ZS(jw).
Az egységugrasjel spektrumét ezen tételbdl is meghatarozhatjuk, ugyan-
is a Dirac-impulzus és az egységugrds jelek jol ismert Osszefliggése a kovet-
kezé:

c(t) = /_ ; 5(r) dr,

7p 1 _
J tizde = arctgx.
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és a (5.83) 0sszefiiggés alapjan irhatjuk, hogy

Fle()y = F { / too 5(r) dT} — r(w) + =, (5.85)

Jw

hiszen a Dirac-impulzus spektruma 1.

Ha az s(t) jel belépd, akkor az alsé integralasi hatdr —0 lesz. Az alsé
hatar akkor lehet 0, ha s(¢) nem tartalmaz Dirac-impulzust.

5.3.4. A valasz spektruma és idofiiggvénye

Az s(t) gerjesztés S(jw) spektrumdnak meghatdrozasa utdn a rendszer
W (jw) atviteli karakterisztikajat felhaszndalva felirhatjuk a rendszer véla-
szdnak spektrumat:

Y (jw) = W (i) S(jw), (5.86)

amelynek inverz Fourier-transzformadltja szolgdltatja a valaszjel id6fiiggvé-
nyét:

y(#) = F Y ()} = % / T Y ()6 dw. (5.87)

Ezen integral csak nagyon specidlis és egyszer(i esetekben alkalmas az
id6fuggvény képletszerti megadasara. Legtobb esetben csak numeriku-
san oldhaté meg. A gyakorlatban azonban a spektrumbdl sok 1ényeges
jellemzére lehet kovetkeztetni. A kovetkez6kben azt vizsgaljuk, hogy al-
kalmazhat6 a spektrummaodszer linedris, invarians és kauzalis rendszerek
tulajdonsdgainak meghatarozésara.

Az alakhii jelatvitel. Az alakhfi jelatvitel (torzitdsmentes jelatvitel) azt
jelenti, hogy az y(t) vélasz csak egy dlland6 K szorzoéval és egy 7 id6késlel-
tetéssel térhet el az s(t) gerjesztéstol:

ly(t) = Ks(t—7), 7>0] (5.88)

Felhasznélva az eltolasi tételt, a valaszjel és a gerjesztés spektrumanak
kapcsolata a kdvetkez6:

Y (jw) = K S(jw)e 7, (5.89)

azaz az alakhti jelatvitelt biztosité rendszer idedlis atviteli karakterisztikdja
a kovetkez6:

: _ Y(Jw) _ —jwT
W(jw) = S(iw) Ke 97, (5.90)
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melynek amplitiddkarakterisztikdja tehat konstans: |W (jw)| = K, fazis-
karakterisztikdja pedig linedris, azaz egy negativ meredekségii egyenes:
arcW(jw) = —wr.

Ilyen rendszer a gyakorlatban nem valésithaté meg minden w korf-
rekvencidn. De erre nincs is sziikség, elegendd ugyanis csak egy adott
intervallumban (kozelit6leg) biztositani azt, amely intervallumot a gerjesz-
tés spektrumdnak un. sdvszélessége hataroz meg. Természetesen a rendszer
atviteli karakterisztikdja is rendelkezik sdvszélességgel. Ezekro6l lesz sz6 a
kovetkeztkben, majd egy egyszer(i példan illusztrdljuk a leirtakat.

A jel savszélessége. Olyan gerjesztésekre szoritkozunk, amelyek spekt-
ruma egy frekvenciasdvon kiviil elhanyagolgat6. Ez természetes, hiszen
ha nem igy lenne, akkor a jel nem lenne abszolit integralhato, azaz véges
energidja (1. Parseval-tétel, a (5.65) Osszefiiggés).

Egy jel savszélességén azt a korfrekvencia-intervallumot értjiik, ame-
lyen kiviil a jel amplitidéspektruma elhanyagolhat6, s igy nulldnak
tekinthetd:

€18 [max < 1SGw)] < () mas; (5.91)

azaz elhanyagolhaténak tekintjiik a jel amplitddéspektrumat, ha értéke a
maximum e-szorosdndl kisebb. Az e egy adott kis értékii pozitiv szdm. Ezen
feltételhez hatdrozand6 meg a jel savszélessége, amelyet Awg-sel fogunk
jelolni. Meg szokds adni a sdvszélesség intervalluménak w, als6 és wr felsd
hatdrat is, ilyenkor Aws = wf — w,.

Az atviteli karakterisztika savszélessége. Az atviteli karakterisztika
amplitadokarakterisztikdjanak két tartomanya van. Az egyik az un. dt-
eresztOtartomdny, a masik az un. zdrotartomdny. Az ateresztStartomany a
korfrekvencidban az az intervallum, ahol az amplitddokarakterisztika nem
kisebb egy adott értéknél. A zarétartomdny a korfrekvencidban az az inter-
vallum, ahol az amplitddokarakterisztika nem nagyobb egy adott értéknél.
A viszonyitast mindig az amplitidékarakterisztika maximumahoz képest
szokéds megtenni. AteresztStartomanyban tehat:

W (19 e < [ ()] < [W () lmac | (5.92)

zarb6tartomanyban pedig

10 < [W(jw)] < 1| W () [mas- | (5.93)
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Az 1 és 1 értékek mindig adottak. Altaldban ezek értéke n = 9 = 1y =
1/v/2, ami a —3dB-nek felel meg (3dB-es csillapitds).”® Ismét ezen feltétel-
hez hatdrozand6 meg az 4tviteli karakterisztika (vagyis a rendszer) sdvszé-
lessége, amelyet Awy-vel fogunk jeldlni. Meg szokds adni a sdvszélesség
intervallumdanak w, als6 és wr fels6 hatarat is, ilyenkor Aww = wf — wa.

Az alakhii jeldtovitel feltétele az, hogy a rendszer atviteli karakterisztika-
janak sdvszélessége foglalja magdba a jel sdvszélességét, azaz a rendszer
sdvszélessége legyen nagyobb a jel sdvszélességénel:

N

Ez az alakhti jelatvitel egyike feltétele. Ha teljestil még, hogy a rendszer
taziskarakterisztikdja kozel linedris a Aws tartoméanyban, akkor az atvitel
j6 kozelitéssel alakhfi.

Példa Egy rendszer atviteli karakterisztikdja és gerjesztése adott. A para-
méterek legyenek a gyakorlatban is alkalmazott értékek: € = 0,1, = 1/+/2.
A mennyiségek SI-ben értend6k.

1

Wiw) = ———
(jw) 1+jw0,1’

s(t) = e(t +T) —e(t —T).

Megoldas Hatdrozzuk meg elGszor a jel savszélességét. A jel spektrumat
és amplitidéspektrumét mar korabban, a (5.77) levezetésben meghatédroz-

tuk:
sinwT

wT

sinwT
wT

Abban az esetben, ha a jel amplitadéspektruma stirtin valtozik, célszerti
a jel burkolégorbéjét alapul venni a sdvszélesség meghatarozdsa sordn. A
burkol6gdrbe most 2/w (1. 5.15. dbra). Az amplitadéspektrum maximum
értéke az w = 0 korfrekvencidn van, |S(jw)|max = |S(0)| = 27, igy a jel
sdvszélessége meghatdrozhat6 a kovetkez6 egyenlétlenség alapjan:

S(jw) = 2T = |S(jw)| = 2T

€|S(w)|max < |S(w)] = 0,1-2T <

E“\ )

ahonnan w < 12 adédik, azaz a jel sdvszélessége Awg = 9.
T T

Megjegyezziik, hogy ez a —3dB-es hatdr a |W (jw)|? un. energiaatviteli-karakterisztika
maximumadnak a felét jelenti.
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Hatdrozzuk meg ezutdn a rendszer atviteli karakterisztikdjanak savszé-
lességét. Az amplitadokarakterisztika a kovetkezs:

1
V1+0,01w?’

melynek maximuma az w = 0 helyen van, és ez a maximum |W (jw)|max =
|W(0)| = 1. Az atviteli karakterisztika savszélessége meghatdrozhat6 a
kovetkez6 egyenl6tlenség alapjan:

(W (jw)| =

. : 1 1
W) max < W(jw)| = —=-1<

V2 T /140,012

ahonnan w < 10% adodik, azaz a rendszer sdvszélessége Aww = 10%.

Azt kell megvizsgalnunk, vajon milyen szélességii impulzusokat képes
ez a rendszer alakhtien atvinni, azaz vizsgdlni kell a kovetkez6 egyenl6t-
lenséget:

10
Aww > Aws = 102? = T >1s.

A 5.17. dbran két eset lathat6. Az dbrakon berajzoltuk a 2/w burkol6-
gorbét, valamint az amplitddéspektrumot és bejeldltiik a sdvszélességeket
is. A spektrumok abszolut értéke paros fiiggvény, ezért all az dbran a
sdvszélességek kétszerese, definici6 szerint a savszélesség az w = 0 korf-
rekvenciatél mérendd. Az els6 esetben a T’ = 2, ami kielégitita 7' > 1s
feltételt, azaz a jel sdvszélessége kisebb, mint a rendszer sdvszélessége:
Awg =5 %, Aww = 10 %. Az rendszer amplitid6karakterisztikdja ekkor
kozelitéleg konstansnak tekinthets. A masodik esetben 7' = 0,2 s, ami nem
biztositja az alakhti jelatvitelt, ekkor a jel sdvszélessége ugyanis nagyobb,
mint a rendszer sdvszélesség: Awg = 50 %, Aww = 10 %, és lathato, hogy
a rendszer amplitiddkarakterisztikdja nem tekinthet$ konstansnak. Az
elsd esetben a faziskarakterisztika a bejelolt Awg intervallumon nagyon
jol kozeliti a linedris egyenest, a masodik esetben azonban ez sem teljesiil.
Lathato tovdbbd, hogy a faziskarakterisztika pératlan fiiggvény.

Vizsgéljuk meg ezutdn a rendszer kimeneti jelét ezen két esetben. A
kimeneti jel kifejezése a kovetkez6:

1 > sinwT 1 .
t) = — 2T e dw.
y(t) QW/ < wT 1—|—jw0,1> “

—00

Ezen integral kiértékelését numerikusan végeztiik el (egy programot lehet
irni a meghatdrozdsara). A rendszer kimeneti jelének idéfiiggvénye lathaté
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5.17. abra. A példdban szerepl0 jel amplitiidéspektrumdnak burkolégorbéje, az
dtviteli karakterisztika amplitiidkarakterisztikdja, faziskarakterisztikdja és a sdv-
szélességek T' = 2s és T = 0,2 s esetekben

2

y(t)

s(t),

0
t[s]

y(t)

s(t),

-0.4

/
-0.2 0 0.2 0.4
t[s]

5.18. dbra. A példdban szerepld rendszer s(t) gerjesztésre adott vdlasza T' = 2s és

T = 0,2s esetekben

ab5.18. dbran T = 2s és T' = 0,2 s esetekre. Az els6 esetben az alakhi jelat-
vitel kozelitSleg biztositott, hiszen a kimeneti jel alakja hasonlit a bemeneti
jel alakjahoz, értékét pedig kis késleltetéssel eléri. A masodik esetben az
alakhti jelatvitel kozelitéleg sem biztositott, hiszen a kimeneti jel meg sem
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kozeliti a bementi jel alakjat. Az alakhi jelatvitel tehat fiigg a rendszertdl

7z

(annak id6alland6itdl) és a gerjesztéstdl.

Savkorlatozott jelek. Az el6z6 példakban (1. pl. a 5.15. dbrdn) lattuk,
hogy egy s(t) jel S(jw) spektrumdnak |S(jw)| amplitidéspektruma az w
korfrekvencia novekedésével dltaldban csokken. Ha a jel abszolut integral-
hat6 (véges energiaji), akkor ez biztosan igaz.”* Nem koévetiink el nagy
hibat, ha egy bizonyos (2 korfrekvencia felett a jel amplitadéspektrumat
nulldnak tekintjiik, elhanyagoljuk:

[SGw)| =0, ha |w|>Q.] (5.95)

Az ilyen tipusd jeleket nevezziik sdvkorldtozott jeleknek. Fontos megjegyez-
ni, hogy az (2 sdvkorlat és a jel Awg sdvszélessége nem egyenlbek, el6bbi
ugyanis altaldban nagyobb,

Q> Aws. (5.96)

Ha az igy el64llo, w-t6l fliggo jelet perodikusnak képzeljiik 2Q2 periddus-
hosszal”®, akkor az Fourier-sorba fejthets, de a sort csak az |w| < 2 tarto-
mdanyban haszndljuk. Az alap , korfrekvencidja” ezen amplitidéspektrum-
nak az id6dimenzidjt 25 = & mennyiség, mivel a periédushossz 2.

A levezetés mell6zésével mondjuk ki a kdvetkezd, gyakorlat szamdra is
lényeges un. mintavételezési tételt: bdarmely folytonos idejii, sdvkorldtozott jel
idéfiigguénye (elméletileg) tetszbleges pontossiggal meghatdrozhato, ha ismert a
jel nagysdga adott diszkrét (mintavételi) idOpillanatokban, és a mintdk legfeljebb
Ty, = % tdvolsdgra vannak eqymdstdl.”® A mintavételezés periodusideje és
frekvencidja tehat

Q
<X o > (5.97)
Q T

Ezt a frekvenciat Nyquist-frekvencidnak is szoktdk nevezni és fy-nel jelolni.
A mintavételezés tehat er6sen Osszefiigg a jel spektrumaval. Fontos megje-
gyezni, hogy ez csak kozelitleg teljesiilhet, mert pl. a jelek valéjaban nem
savkorlatozottak.

Parseval tétele értelmében abszolut interalhat6 jelek amplitadéspektruma nulldhoz
tart, ha a korfrekvencia végtelenhez tart (1. (5.65) 6sszeftiggés).

> Azért 2Q, mert az amplitidéspektrum péros fiiggvény. Ezt igy jeloltiik a 5.17. és 5.18.
dbrédkon is.

76 Az s index az angol sampling (mintavételi) széra utal.
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A mintavételezéssel a 10. fejezetben fogunk foglalkozni, mert ehhez
sziikségiink lesz a kovetkez6 fejezetben targyalt ismeretekre is. Itt csak
megemlitettiik a spektrum és a mintavételezés kapcsolatat.

Sziir6k. A négy alapvetd sztir6karakterisztika ldthaté a 5.19. dbran. Az
aluldteresztG-sziird a jel kisfrekvencias komponenseit atengedi, a magasf-
rekvencids komponenseket pedig elnyomja. A feliildtereszt6-sziir0 ennek
pontosan a forditottja. A sdvdtereszté-sziird egy bizonyos intervallumon
kiviil minden komponenset elnyom, a sdvzdrd-sziiré pedig egy bizonyos
intervallumot elnyom, a tobbit pedig adtengedi. A sz{ir6k viselkedése ne-
viikbol tehat kovetkezik.

Ha pl. egy alulatereszt6 sz{ir6 bemeneti jele egy periodikus négyszogjel,
amelynek nagy az amplitaddstir{isége a magasfrekvencian is, akkor a sz{ir6
ezen komponenseket elnyomja, kovetkezésképp a kimeneti jelben nem

lesznek érzékelhet6k a hirtelen ugrasok. Ez a jelet ,,simitja”.
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5.19. abra. Tipikus sziir6karakterisztikdk: aluldtereszto, feliildteresztd, sdviteresz-
t6, sdvzdro
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Zajsziirés. A zajos jelek szlirése a Fourier-analizis egyik fontos gya-
korlati alkalmazéasa. Példaképp (5.20. abra) vegyiink egy zajjal terhelt
sn(t) = s(t) +n(t) jelet, ahol s(t)-t akarjuk meghatarozni és n(t) egy additiv
véletlenszerti zaj. Hatdrozzuk meg ennek |5, (jw)| amplitidéspektrumat.
Az amplitadéspektrumbol valasszuk ki a két legnagyobb értékii osszetevot,
azaz egy adott szint alatt hagyjunk el (szfirjiink) minden komponenset,
majd inverz Fourier-transzforméciéval allitsuk el6 az s, (t) sztrt jel id6-
fiiggvényét. Mindezt numerikus az un. gyors Fourier-transzformdciéval

végeztiik (FFT, Fast Fourier Transform). A szfirt jel csak kis mértékben tér
el az eredeti s(t) jeltol.
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5.20. dbra. A zajos jel, annak amplitiidéspektruma, valamint a Fourier-analizissel
sziirt és az eredeti jel Osszehasonlitdsa
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6. Flrendszerek analizise a komplex frekvenciatarto-
manyban

6.1. A Laplace-transzformacio

A Laplace-transzformdciot tobbféleképp is bevezethetjiik. El6szor a Fourier-
transzformaci6 fel6l kozelitjiikk meg a Laplace-transzformaciét, majd len-
tebb formalis bevezetést is adunk. Mar az elején leszogezziik, hogy alapve-
téen belépojelekkel foglalkozunk, azaz olyan jelekkel, amelyek a ¢ < 0 id&in-
tervallumban nulla értéktiek. Egy vizsgalt folyamatot leir6 jelek ugyanis
egy adott pillanatban kezd6dnek, ami nyugodtan valaszthaté nullanak.
Lattuk, hogy csak azok a jelek Fourier-transzformalhat6k a definicié
alapjan, amelyek abszoliit integrdlhatdk. Igy nem Fourier-transzformalhat
pl. az (t), vagy az ¢(t)t fuggvény sem, hiszen ezen esetekben a (5.56)
definiciénak megfelel improprius integral nem létezik. Ez nagyon lesz{iki-
ti az alkalmazasi lehet6ségeket. Képzeljiik el azonban, hogy az abszolut
integrélhat6sagot tgy biztositjuk, hogy a belépgjelet (ami egyébként nem
feltétleniil abszolut integréalhato) beszorozzuk egy e 7" (o > 0) jellel, azaz

/00 |s(t)|dt £ oo, de /00 s(t)e 7| dt < oo. (6.1)
0 0

Ha ajel belép6, akkor tetszdleges pozitiv értékii o vélaszthat6 a gyakor-
latban el6fordul6 jelek esetében, azaz o értéke érdektelen szamunkra. Az
e(t) jel pl. tetszbleges o > 0 érték mellett abszolut integralhatéva tehetd, az
e(t)e® (o > 0) exponenciélisan névekvd jelhez alkalmas valasztés a o > a.
A lényeg tehat annak biztositdsa, hogy a belépgjelet, ami esetleg a t — oo
esetén nem tart nulldhoz, ,leszoritsuk” egy exponencialis tényez6vel, ami
elég gyorsan tart nulldhoz ahhoz, hogy a szorzatfiiggvény elttinjon ¢t — oo
esetén. Abban az esetben, ha egy jelhez nem taldlunk ilyen o értéket, akkor
a jelet nem tekintjiik Laplace-transzformadlhaténak, s ilyen jelekkel nem is
foglalkozunk. Egy példa ilyen jelre: e(t)e(@")’.

Képezziik ennek a belép6 szorzatfiiggvénynek a Fourier-transzformalt-
jat:

]:{E(t)s(t)e—at} :/ S(t)e—ate—jwtdt :/ S(t)e_(aﬂw)tdt,
0 0

majd vezessiik be az s = 0+jw jelolést, melynek eredményeképp definidljuk
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egy s(t) folytonos idejti jel Laplace-transzformaltjat:

S(s) = /OO s(t)e st dt, (6.2)

-0

ahol S(s) az s(t) id6fiiggvény Laplace-transzformaltja (képfiiggvénynek is
nevezik), s pedig az un. komplex frekvencia, ugyanis s € C. Az integrélas
als6 hatdra —0, ami azt jelenti, hogy az s(t) jel belépd kell legyen.”” A
szokasos jelolés szerint a —0 azt is jeloli, hogy ha az s(t) jel tartalmaz Dirac-
impulzust, akkor azt is figyelembe kell venni az integralas soran, egyébként
az als6 hatar 0-nak tudhat6 be. Az (6.2) integralt a kovetkez6 operatorral
szokds jelolni (irott L betti):

1S(s) = L{s(t)} .| (6.3)

A komplex frekvenciatartomanyt folytonos idejti jelek esetében s-
tartoméanynak is nevezik.

6.1.1. A Laplace-transzformacio tételei

A kovetkezdkben felsoroljuk és bizonyitjuk a Laplace-transzformécié né-
hény tételét, amelyekre a tovdbbiakban sziikségiink lesz. Egyes esetekben
ezeket alkalmazzuk is.

Linearitds. A Laplace-transzforméci6 és (késtbb latni fogjuk) inverze is
egy-egy integrélt jelent. Az integralas pedig linedris operditor, azaz barmely
(4, Cy konstans esetén fenndll, hogy

E{Clsl(t) + 0282(75)} = Clﬁ{sl(t)} + Czﬁ{SQ(t)}, (6 4)
L7HC181(s) + C285(5)} = CLLTH S (5)} + CoL7HSs(s)}. '
Altaldnosan (n 6sszegre) ez a kovetkezdt jelenti:
L {Zn: CiSi(t)} = Zn: Ci L{si(t)},
i=1 i=1 6.5)

£ {Zn: C’iSi(s)} = zn: C; L71S;(s)}.
i=1 =1

’Fontos megjegyezni, hogy az interélas csak a t € [0,00] intervallumban torténik, kovet-
kezésképp ajel t < 0 intervallumbeli viselkedése figyelmen kiviil marad. Példdul az 1 és az
e(t) jelek Laplace-transzforméltja ugyanaz.
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Ez a szuperpozicid elve, és azt jelenti, hogy a transzformdcio és inverze tagonként
elvégezhetd.

Eltolasi tétel. Ha létezik az (¢) s(t) jel S(s) Laplace-transzformaltja, ak-
kor a 7 > 0 id6vel eltolt (késleltett) e(t — 7) s(t — 7) jel Laplace-transzfor-
maltja az eltoldsi tétel értelmében a kovetkezs:”®

LA{e(t—T1)s(t—T)} =e*75(s), (6.6)

azaz az id&beli eltolds az s-tartomanyban e™*” exponencidlis fliggvénnyel
végzett szorzasnak felel meg. Itt arra kell tigyelniink, hogy az «(t) jelben és
az s(t) jelben is ugyanazon 7 eltolds szerepeljen.

Ezt a tételt a kdvetkezd illusztracié segitségével bizonyitjuk:

(t)s(t) (T)s(T)

0 T g 0 T
frjuk be a Laplace-transzforméci6 (6.2) definiciéjdba az (t) s(t) jel helyett
azeltolt e(t — 7) s(t — 7) jelet:

Clelt—7)s(t—7)} = / Je=st dt,

ahol az integralds als6 hatdra azért lett 7 — 0, mert a ¢t < 7 id6pillanatokban
az eltolt jel értéke nulla. Vezessiik be most a T = t — 7 valtoz6t, mint 4j
idétengelyt, melynek orig6ja a 7 pontban lesz (I. dbra). Igyt = T + 7
és dt = dT, mivel 7 konstans. Irjuk &t ezen uj integréldsi valtozénak
megfelelGen a fenti integralt:

L{e(t—T)s(t—7)} = / T)e *T+7) 4T,

amelyben az e™°" konstans a 1" valtozo6 szerint, igy ez a tag kiemelhet6 az
integral elé, és az integral a Laplace-transzformacié definicidja lesz, azaz

L{et—T7)s(t—T)} =T /Oo s(T)e 1 dT = e~*75(s).

-0

S(s)=L{e(T) s(T)}

78 Az (t) jel mindig szerepel az s(t) jel mellett, hiszen belép&jelekrél van sz6.
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Ez pedig pontosan az eltolasi tétel.””

Derivalt jel Laplace-transzformaltja. Ha létezik a szakaszonként folyto-
nos és differencidlhatd, nem belép6 s(t) jel S(s) Laplace-transzformaltja,
akkor az §(t) derivdlt jel Laplace-transzformdltja a kovetkezo:

| L{3(t)} = 5S(s) — 5(-0),| (6.7)

azaz at = —0 pontban (&ltaldnosan a szakadasi helyeken) kell, hogy 1étez-
zen az s(—0) bal oldali hatarérték. Ha az s(¢) jel belépd, akkor s(—0) = 0,
azaz az id6tartomédnyban végzett derivalds az s-tartomédnyban s-sel végzett
szorzasnak felel meg:

L{)s®)]} =5S(s). (6.8)

A (6.7) osszefliggés igazolasa céljabol helyettesitsiik be az 5(t) derivalt jelet
a Laplace-transzformaci6 (6.2) 9sszefiiggésébe és haszndljuk az [u'v =
wv — [wv' parcidlis integralds szabélyat (legyen v/ = $(t) és v = e~ %,
valamint u = s(t) és v’ = —se™5!):

o0

L{s(t)} = /_C: $(t)e™*tdt = [s(t) e, + 3/ s(t)e "t dt.

-0

Az els6 tag értéke nulla a fels6 integraldsi hatdr helyettesitése esetén és
s(—0) az als6 hatar esetén, végeredményben —s(—0)-at ad. Az integrél
pedig pontosan az (6.2) kifejezés. Igy a (6.7) kifejezést kapjuk.

Az Osszefiiggés belépGjelekre a kovetkez6képp 4ltaldnosithato:
L {(E(t) s(t))(”)} = s"S(s) | Az éltalanositas nem belépsjelekre a kovetke-

z8képp néz ki altalanosan:

n—1

L {s(") (t)} = 5"S(s) = Y s's 10 (), 6.9)

=0

Példaul
n=2: L{3(t)} = s[sS(s) - s(=0)] - ( )
= 525(s) — ss(—0) — §
n=3: E{S(?’)(t)} = 535(s) — s2s(—0) — ss( 0) — 3(—0).

7 Az eltolasi tételt a Fourier-transzformécié kapcsan annak inverz alakjabél igazoltuk,
mivel az als6 integréldsi tartomdnyt nem lehetett volna atirni 7 — oo-re.
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Az atviteli fliggvény meghatarozasa az allapotvaltozos leiras alapjan.
Alkalmazzuk az utébbi tételt az dllapotvaltozos leirdsra. Eztaton egy 4j foga-
lomhoz, a rendszer dtviteli fiigguényéhez jutunk, amely egy rendszerjellemzd

fiigguény.30
Egy folytonos idejfi, linedris, invarians és kauzalis SISO-rendszer &lla-
potvéltozoés leirasdnak normalalakja a kovetkezd:
x(t) = Ax(t) + bs(t),

y(t) = cTx(t) + Ds(t). (6.10)

Képezziik az egyenletek Laplace-transzforméltjat és alkalmazzuk a deri-
valt jel Laplace-transzformaéltjanak megismert kifejezését és szoritkozzunk
belépd gerjesztésre (igy a valaszjel is belépd):

sX(s) = AX(s) +bS(s),

Y (s) = cTX(s) + DS(s). (6.11)

Az elss egyenletbdl az X (s) dllapotvektor Laplace-transzformaltja kifejez-
het6:
sX(s) = AX(s) +bS(s) = (sE—A)X(s)=bS(s),

azaz
X(s) = (sE — A) ' bS(s), (6.12)

ahol E az N-edrendti egységmatrix. A kapott eredményt helyettesitsiik be
az Y (s) kifejezésébe:

Y(s) = |[cT(SE—A)'b+ D] S(s). (6.13)

Utobbibdl fejezhetd ki az dtviteli fiigguény, amely a vilaszjel és a gerjesztés
Laplace-transzformdltjdnak hdnyadosa:

- =c"E—A)'b+D. .
W(s) S0s) c (s ) b+ (6.14)
Alkalmazzuk ezutdn az
_ dj (sE—A)
E-A) =202 )
(s ) |sE — A

80A levezetés nagyon hasonlé az allapotvaltozoés leirds és az atviteli karakterisztika
kapcsolatanak bemutatdsa sordn lefrtakhoz (1. 89. oldal).
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Osszefliggést, melynek segitségével az atviteli fliggvény a kovetkezd poli-
nom per polinom alakban fejezhetd ki:

ctadj (sE— A)b+ [sE— A|D

|sE — A| B
bosn—‘rblsnfl—i-...—i-bn

"4 a1 s L4 ags" 2+ .. +a,

W(s) =

(6.15)

il

azaz az dtviteli fiigguény az s vdltozo raciondlis fiigguénye valds egyiitthatdkkal.
Az atviteli karakterisztika a kovetkez6 abrdval illusztralhato:
s(t y(t
) > W (s) ) >
S(s) = L{s()} Y(s) = L{y(t)}

Az atviteli karakterisztika MIMO-rendszerekre a kovetkez&képp irhato:

W(s)=C(sE—A)"'B+D, (6.16)

ami az dtvitelifiigguény-mitrix, melynek ij index{i eleme megadja az i-edik
kimenet és a j-edik bemenet kozott fenndll atviteli fliggvényt tgy, hogy
kozben az dsszes tobbi bemeneten nincs jel:

, i=1,...,Ny,j=1,...,Nq. (6.17)
55(5) | 5, (5)=0.k5 Y

Az dtviteli fiiggvény nevezdjének gyokeit pélusoknak, szamldldjanak gyokeit
zérusoknak nevezziik.

Ha a gerjesztés nem belépd, akkor az allapotvektor derivaltjanak
Laplace-transzformaltja nem egyszertien sX(s) lesz, hanem sX(s) — x(—0).

Lathato, hogy formélisan ugyanazon miiveleteket végeztiik el, mint a
frekvenciatartomdanybeli analizis sordn.

A rendszeregyenlet és az atviteli fliggvény kapcsolata. Egy rendszer
atviteli fiiggvénye tehat a kovetkezd:

Vi) Sy b
S(s) st +Y o aismT
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Szorozzunk keresztbe:

n

Y (s) (s" + Z a; s”i> = S(s) Z by s"
i=1

=0

majd belépd gerjesztést és valaszt feltételezve vegyiik figyelembe, hogy s-el
val6 szorzas az id6tartomanyban derivalasnak felel meg. Igy eljutunk a
rendszeregyenlethez:

y M)+ aiy" () =D b s (1),
=1 =0

A miiveletek forditott sorrendben is elvégezhet6k, melynek eredménye-
képp a rendszeregyenletbdl jutunk el az atviteli fliggvényhez.

A konvolucié Laplace-transzformaltja. Az eltolasi tételt alkalmazzuk
a konvoliicié Laplace-transzformdltjoznak meghatdrozdsa sordan. Az id6tarto-
manyban végzett y(t) = w(t) * s(t) konvolacié Laplace-transzformalhat6
belépdgerjesztés és Laplace-transzformélhaté belép6 impulzusvalasz ese-
tén az s-tartomanyban szorzattd egyszerfisodik:

[V (s) = L{w®)}£{s(t)} = W(s) S(s), (6.18)

ahol S(s) és Y (s) a belépbgerjesztés és a belép6valaszjel Laplace-transz-
formaltja, W (s) pedig a rendszer atviteli figgvénye. A tétel bizonyitdsa
érdekében Laplace-transzformaljuk a konvoltci6 (4.14) kifejezését:

Y(s) = /j </_t03(7)w(t ) dT> et dt.

Ezen Osszefiiggésben a belsd integral fels6 hatéra ¢, hiszen az impulzus-
valasz beléps. Cseréljiik le ezen hatart co-re tigy, hogy kozben a w(t — 7)
helyébe ¢(t — T)w(t — 7)-t irunk, azaz az integrdlon belil jeloljiik, hogy
az impulzusvalasz belépd. Erre az ezt kovet6 1épések miatt van sziikség.

Tehat: - -
Y(s)= /0 </0 s(m)e(t —m)w(t —1) dT) e St dt

Cseréljiik fel ezutan az integréldsok sorrendjét:

Y(s) = /_ ZO s(7) ( / ioos(t — Tw(t —T)e dt> dr.
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A belst integral als6 hatdra 7 — 0 lett, hiszen az integranduszban szerep-
16 e(t — T)w(t — 7) jel at < 7 id6pillanatokban nulla értékéi. A bels6
integral pedig pontosan az eltolt jel Laplace-transzformaltja (v.6. (6.1.1)
Osszefliggéssel), azaz:

[e.9]

Y(s) = / ()W (s)e—" dr = W(s) / s(r)e* dr,

-0 -0
amely Osszefiiggésben a gerjesztés Laplace-transzformaltja ismerhet6 fel,
azaz:

Y(s) =W(s)S(s).

Ezen 0sszefiiggés tehat a konvoltcié Laplace-transzforméltja. Emlékez-
ziink vissza arra, hogy a konvoltci6é adott impulzusvalaszt rendszer va-
laszanak meghatarozdsara alkalmas adott gerjesztés mellett. Ezen 0ssze-
fliggés pedig a gerjesztés Laplace-transzformaltjanak és az atviteli fligg-
vénynek a szorzatat tartalmazza, ami a valaszjel Laplace-transzformaltjat
eredményezi.

Kovessiik végig ezutdn a kdvetkezd gondolatmenetet, melynek kapcsan
eljutunk a Laplace-transzforméci6 formadlis megaddsdhoz. Legyen egy kau-
zélis rendszer nem belép6 gerjesztése az s(t) = e jel, amely gyakorlatilag
megfelel egy exponencidlisan novekvd amplitiiddjii szinuszos jelnek, hiszen
est = e%tel!, ahol o > 0 és a masodik tényez6 pedig az Euler-formulanak
megfelel6en egy szinuszos jel (1. 129. oldal). Vegyiik ezen jel és a rendszer
impulzusvélaszanak konvoltciéjat:

) = [ st —ryar= [T umet

majd bontsuk fel a kitevGben szerepld zérdjelet. Ekkor e kiemelhets,
ugyanis az integralas a 7 valtozo szerint torténik:

y(t) = / w(r)ette 5 dr = eSt/ w(r)e T dr.
0 0

Az Osszeftiggésben szerepld integralt a w(t) impulzusvélasz Laplace-
transzformaltjanak, vagy a rendszer atviteli fliggvényének nevezziik (ezt a
161. oldalon igazoljuk is):

W(s) = /_(: w(t)e s dt. (6.19)
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Igy a rendszer valasza a kovetkezd:

azaz a kimeneti jel alakja a W (s) atviteli fliggvénytdl eltekintve olyan, mint
a gerjesztés alakja. Az atviteli fliggvényt ezért a rendszer sajdtértékének is
szokds nevezni, az e gerjesztés pedig az un. sajitfiigguény.

Ez tehat a Laplace-transzformdcié formalis bevezetése, amikoris a kon-
voltciébdl indultunk ki és egyben eljutottunk a rendszer atviteli fliggvé-
nyének definicidjahoz is. Az integrélban szerepl6 w(7) helyébe tetsz6leges
s(t) fuggvényt irva definidlhatjuk az s(¢) jel Laplace-transzformaltjat is, ha
ez az improprius integral létezik.

Integralt jel Laplace-transzformaltja. Ha létezik az =(t) s(t) jel S(s)
Laplace-transzformaltja, akkor az integrilt jel Laplace-transzformdltja a kovet-

kez6:
t
L {/ s(7) dT} = ES(S), (6.20)

-0

azaz az idétartomanyban végzett integralds az s-tartomanyban s-sel valé
osztast jelent. A tételt kétféleképp is bizonyithatjuk. El6szor helyettesitsiik
be az integralt a (6.2) definicidba és alkalmazzuk az [u'v = uv — [ uv’
parcidlis integralas szabalyét:

AL weoue2 L] o2

ahol a kovetkezd jeloléseket alkalmaztuk®!:

/. —st _e”st
u=e U=,

v = ffOS(T) dr o =s(t).

A parcialis integrdldsban az els6 tag nulla, mivel a fels6 integralasi hatar
helyettesitési értéke nulla, az als6 integralasi hatar helyettesitési értéke
pedig azért nulla, mert az integral fels6 hatdra megyezik az als6 hatarral.
Az utols¢ integrél pedig pontosan a Laplace-transzformaci6 definicidja.

81Ezt mindenképp igy érdemes megtenni, ugyanis ha forditva valasztottunk volna, akkor
az integral primitiv fliggvényét kellett volna meghatarozni.
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A kovetkez6 bizonyitds egyszertibb, de igényli a kovetkezd illusztracié
értelmezését:

et —1) s(t)

Induljunk ki az £(t) jel és egy tetsz6leges belépd s(t) jel (amit jelen esetben
integralni akarunk) konvoltci6jabol:

t t
e(t) x s(t) = / e(t—7)s(r)dr = / s(7)dr.
-0 -0
Vegyiik figyelembe, hogy az integralds a 7 valtozé szerint torténik, s ennek
szempontjabol ¢ egy konstans, ahol épp keressiik az integral értékét. Ennek
megfelelen az (t — 7) = e(—(7 — t)), ami az dbran is ldthaté. Ugyanis az
e(—7)jel az e(7) jel tiikorképe az ordindtatengelyre. Az e(—(7—t)) tehat azt
jelenti, hogy az (1) jelet tiikkrozni kell a fligg6leges tengelyre, majd ¢-vel el
kell tolni pozitiv irdnyba. A két jel szorzata tehat valéban a végeredmény-
ben kapott integralt adja, és pontosan ezen integral Laplace-transzformaltjat
keresstik. A konvoliacié Laplace-transzformaltjanak ismeretében irhatjuk,

hogy:

t 1
L {/ s(7) dT} =LA{et)xs(t)} =L{e)} L{s(t)} = gS(s).

-0

A 159. oldalon igazoljuk, hogy £{e(t)} = L.
A csillapitasi tétel. A csillapitdsi tétel azt mondja ki, hogy egy belépd és
Laplace-transzformalhat6 s(t) jel és egy e~ exponenciélisan csokkend jel
(a > 0) szorzatanak (amely csillapitja az s(t) jelet) Laplace-transzformaltja
a kovetkez6:

L{s(t)e "} = S(s+a), (6.21)

hiszen
/ s(t)e e st At = / s(t)e” @ dt = S(s + a),
-0 -0

azaz az s(t) jel S(s) Laplace-transzformaltjdban minden s helyébe (s + «)-
t kell irni. Ez egy eltolds s-ben. A tétel tehdt a Fourier-transzforméci6
moduldcios tételével analég.

Tartalom | Targymutatd = = 4157 >



Jelek és rendszerek A Laplace-transzformacio
Tartalom | Targymutatd < = 4158 >

Kezdetiérték-tétel és végértéktétel. A Laplace-transzformdacidonak van
két un. végérték tétele, melyek segitségével meghatarozhatjuk az s(t) jel
kezdeti értékét a t = 4+-0-ban és végértékét t — oo esetén az S(s) Laplace-
transzformdlt ismeretében, ha ezek a hatarértékek léteznek:

s(4+0) = lim s S(s), s(t — o0) = lim sS(s). (6.22)

S§—00 s—0

Ezen tételeket akkor kényelmes alkalmazni, ha a jel Laplace-transzformaltja
ismert és az id6fiiggvény hatdrértéke a kérdés, pl. ha a valaszjel Laplace-
transzformaltjat meghatarozzuk. A hatarértékek meghatarozasahoz tehat
nem kell meghatarozni az id6ftiggvényt. A kezdetiérték-tétel bizonyitasat
késtbb végezziik el (1. 160. oldal), a végértéktételt pedig a kovetkezEképp
bizonyitjuk. Tudjuk, hogy a derivélt jel Laplace-transzformaltja £{5(t)} =
s8(s)—s(—0). Hatdrozzuk meg el6szor a (6.2) definiciéban szerepld integral
kovetkez6 hatarértékét az 5(t) jelre:

lim h s(t)e stdt = /00 5(t)dt = s(o0) — s(—0) = lim s(t) — s(—0).

s—0 0 0 t—o0

Hasznaljuk fel ezutan a derivélt jel Laplace-transzformaltjat is:

lir% 5(t)e stdt = liH(l) [sS(s) — s(—=0)] = lir% sS(s) — s(—0),
S— —0 S— S—>
majd tegyiik ezeket egyenlévé, amikor is s(—0) kiesik és a végértéktételt

kapjuk eredménytil:
lim s(t) = lim sS(s).

t—o00 s—0

Kapcsolat a Fourier-transzformalttal. A fejezet bevezet6jében lattuk,
hogy a Laplace-transzformaciét a Fourier-transzformdci6 altalanositdsaként
vezettiik be. Ennek eredményeképp kell, hogy legyen kapcsolat a két
transzformalt kozott.

Ha ugyanis az s(t) jel beléps és abszoliit integrilhatd, akkor a jel S(jw)
spektruma meghatarozhat6 a Laplace-transzformaltbdl s = jw helyettesi-
téssel:

S(jw) = S(s)] (6.23)

s=jw *

Ez biztosan igaz, ha a jel belépd, korldtos és véges tartéjii, vagy ha a jel belépd,
korldtos és a t — oo esetén exponencidlisan nulldhoz tart. Az 6sszefliggés igy

nem érvényes pl. az £(t) jelre, mert az nem abszolit integralhats. Az

e(t) jel Laplace-transzformaltja ugyanis £{e(t)} = 1. Ha s helyébe jw-t

s
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helyettesitiink, akkor jiw-t kapunk, ami helytelen, hiszen tudjuk, hogy ezen
jel Fourier-transzformaltja F{c(t)} = Jiw + 7o (w).

Ha a rendszer gerjesztés-vilasz stabilis és kauzdlis, akkor az atviteli karak-
terisztika el6allithat6 az atviteli fliggvénybdl:

W (jw) = W(s)| (6.24)

s=jw *

Felmertil a kérdés: miért lehet ebben az esetben ¢ = 0? Belépdjel
Laplace-transzformaltjonak ismeretében a jel Fourier-transzformaltja csak
akkor éallithato el6, ha a jel abszolut integralhat6. Az abszolut integralhat6
jeleket azonban nem kell , leszoritani” az e 9t tiggvénnyel, kovetkezés-
képp o = 0 vélaszthat6.

6.1.2. Folytonos ideju jelek Laplace-transzformaltja

A kovetkezdkben néhany fontos jel Laplace-transzformaltjat fogjuk megha-
tdrozni, melyekre a kés6bbiekben sziikségiink lesz.

1.) Hatdrozzuk meg el6szor az £(t) egyséqugrdsjel (a legegyszertibb
belépdjel) Laplace-transzformaltjat. Induljunk ki a definiciébdl és vegyiik
figyelembe, hogy az s(t) = (t) jel értéke 1 a t > 0 tartomanyban:

L{e(t)} = /OOO e "t dt = [e__zt-zo = O__sl = é;
azaz
Cle(t)} = % (6.25)

Jegyezziik meg, hogy ugyanez lesz a t < 0 id6pillanatokban is egység-
nyi értékdi jel és az elGjelfiiggvény Laplace-transzformaéltja is. Barmi is le-
gyen tehat a jel értéke a ¢ < 0 id6pillanatokra, azt a Laplace-transzformacié
tigyelmen kiviil hagyja.

2.)  Hatarozzuk meg az ¢(t)t jel (un. sebességjel) Laplace-
transzformaltjat el6szor a definiciobdl kiindulva, és alkalmazzuk az [ v/v =
uv — [ wv' parcialis integralds szabélyat az v’ = e, v = ¢ jelolések mellett,

st r_ .
—ésv' =1:

o0 —st1% 1 oo 11 1
£{s(t)t}=/0 te_Stdt:[te } +/0 e—stdtzﬁzj_

—S Jo S

azaz u =

Az els6 tag nulla, hiszen a két helyettesitési érték nulla. A masodik tagban
az integrdl értéke pedig az ¢(¢) jel Laplace-transzformaltja.
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Meghatdrozhatjuk ezen jel Laplace-transzformaltjat agy is, hogy ki-
indulunk abbdl a ténybdl, hogy az 1 jel integralja (primitiv fliggvénye)
a t fuggvény, azaz az ¢(t) jel integrélja az (t)t jel. Az £(t) jel Laplace-
transzformaltjat ismerjiik: 1, majd alkalmazzuk a (6.20) sszefiiggést: ha
az ¢(t) jelet integraljuk, akkor az s-tartomdnyban s-el kell osztani az &(t) jel
Laplace-transzformaltjat. Igy szintén S%-et kapunk.

Folytassuk ezt a sort (1. 6.1. dbra). Az (t)t jel integralja az e(t)% jel,
aminek Laplace-transzformdltjat agy kapjuk, hogy az ¢(t)t jel Laplace-
transzformaltjat elosztjuk s-el, azaz:

c {5(t)t;} -

Tovabbi pér integralt jelre kapjuk, hogy:

c{g(t)tg} = %4 £{€(t)§;} = 515’

Altalanosan tehat:

c {s(t) t"} _ 5n1+1' (6.26)

n!

Ezen Osszefiiggésre az inverz Laplace-transzformécié soran sziikségiink
lehet.

t[s] tls] t[s]

6.1. dbra. Az e(t)% jelek n = 0,1,2 esetekre (ezen jelek biztosan nem abszoliit
integrdlhatdk, ez ldtszik az dbrdbol is)

Ezen ismeretek birtokdban egyszertien bizonyithatjuk a kezdetiérték-
tételt. Késobb latni fogjuk, hogy az altalunk vizsgalt jelek Laplace-
transzformaltja polinom per polinom alakt kifejezés, amelyben a nevez6
fokszdma nagyobb, mint a szdmlalé fokszama. Allitsuk el ennek % szerinti
hatvéanysorat tgy, hogy polinomosztasok sorozatét végezziik, azaz

aq ay a as
Ss)=—+—5+5+—F+...
(s) 3+52+s3+s4+ ’
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amelyhez tehat a kovetkez6 idofiiggvény tartozik:

t2 t3 ¢
s(t) = e(t) <ao +ait + azgy + a3 gy +.. ) =e(t) § @i,
=0

ami épp az s(t) jel Taylor-sora a t = 0 pont kornyezetében. Ebben lathato,
hogy ha t = 40, akkor s(+0) = ag, ami az S(s) Laplace-transzforméaltbol
akkor kaphat6 meg, ha azt s-el beszorozzuk és vessziik a hatdrértékét az
s — oo esetben. Ez pedig pontosan a kezdetiérték-tétel.

3.) A Dirac-impulzus Laplace-transzformaltjat is kétféleképp kaphatjuk
meg. A (6.2) definici6 és a Dirac-impulzus definicidja alapjan irhatjuk, hogy

+0 +0
L{5(t)} = S(t)e*Vdt = S(t)dt = 1.
-0 -0

Az als¢ integrélasi hatart tehdt —0-nak kell irni, hiszen a behelyettesitett s(t)
fiuggvény a Dirac-impulzus, ami azonban a t = 0 helyen kiviil mindentitt
nulla értékdi. Ezért kell a fels6 integraldsi hatart +-0-nak valasztani, és az
e fliggvény argumentuméba is ezen oknal fogva kell a t = 0 értéket behe-
lyettesiteni, ami igy 1-et ad. Az eredmény a Dirac-impulzus definici¢jabol
kovetkezik.

Ha figyelembe vessziik, hogy a Dirac-impulzus az egységugrasjel altala-
nositott derivaltja (6(¢) = €'(t)), akkor a derivlt jel Laplace-transzformaltja
(1. (6.7) Osszefiiggés) alapjan azt mondthatjuk, hogy ha az () jel
Laplace-transzformaltjét (ami 1) megszorozzuk s-sel, akkor megkapjuk
az egységugrasjel derivaltjanak, azaz a Dirac-impulzusnak a Laplace-
transzformaltjat:

L{5(0)} = sL{e(t)} = s% 1 627)

Az eltolasi tétel értelmében az eltolt Dirac-impulzus Laplace-
transzformaéltja a kovetkezd:

L{6(t— 7)) = e * . (6.28)

Helyettesitsiik be most a Dirac-impulzus Laplace-transzformaltjat a
(6.18) osszeftiggésbe:
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azaz a Dirac-impulzusra adott vdlasz (ami az impulzusvilasz) Laplace-
transzformdltja pontosan az dtviteli fiigguény, és megforditva az dtviteli fiigg-
vény inverz Laplace-transzformdltja az impulzusvdlasz:

W(s)=L{w(t)}, w(t)=L{W(s)}, (6.29)

ahogy azt a (6.19) osszeftiggéssel is definidltuk.

4.) Hatarozzuk meg az ¢(t) jel és az e~ (a > 0) jel szorzaténak, azaz
a csillapitott eqységugrisjelnek a Laplace-transzformaltjat.%?> Induljunk ki
el6szor a definiciébol:

Lle(t)e et} = / eOte 5t 4t — / o= (o)t gy
0 0

e—(s—i—a)t &

~Gra)),

_ _0-1 1

—(s+a) s+a

Hasznalhatjuk a csillapitasi tételt is, ugyanis az e(t)e~** jel az (t) csil-
lapitottja. A csillapitési tétel pedig azt mondja ki, hogy az eredeti jel (jelen
esetben az ¢(t)) Laplace-transzforméltjaban (ami ekkor 1) minden s helyébe
(s + «)-at kell irni, azaz

1
= . 6.30
S+ « ( )

L{e(t)e ot} = 1

S

S—Ss+a

Ha elvégezziik az o = 0 helyettesitést, akkor pontosan az (t) jelet kapjuk,
tovabb4 a transzformalt . lesz, ami a helyes eredmény.

5.) Sziikségiink lesz az £(t)el? és az ¢(t)e ! jelek Laplace-transzfor-
maéltjara. Az elébbiek alapjan, a = jw helyettesitéssel ezek a kovetkez&képp
néznek ki:

z{g(t)eﬂ'wt}:s%, L{e(t)e it} =

- _ (6.31)
Jw s+ Jw

Ezen eredmények segitségével pedig az e(t) coswt és az ¢(t) sinwt jelek
Laplace-transzformaéltja felirhat6 a (6.2) integral meghatarozédsa nélkiil:

i B 1 1
25

L{e(t) coswt} = L {E(t) 5

—jw—l—is—i-jw'

@

82Ugyanez lesz pl. az e= !, az [1 — (t)]e™ + e(t)e™*, vagy az e " jelek Laplace-
transzformaéltja is, hiszen a transzformécié a ¢t < 0 id6pillanatokat figyelmen kiviil hagyja.
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Hozzunk k6zos nevezdre:

1 1 1 1 1s+jw+s—jw S
[,{s(t)coswt}—is +28+Jw_§ §2 4 w? T2 4w?

Az £(t) sinwt jel Laplace-transzforméltja pedig a kovetkez6:

1 1 1 1
2js—jw 2js+jw

C{e(t) sinwt) = L {g(t)ej“’t—zjej“’t} _

Hozzuk k6z6s nevezdre ismét az eredményt:

. 11 11 lstjw—s+jw = w
L{e(t)sinwt} = 55w 2stiw 2 21 T 24w
Osszefoglalva tehat:
Lle(t)coswt} = 5. Lis(t)sinwt} = 5 (632)
g(t)coswt} = —— e(t)sinwt} = ——. .
52 4+ w?’ s2 4+ w?

7 oz

6.) Hatarozzuk meg a belép0, dltaldnos periodikus jel Laplace-transzfor-
maltjat. Az f(t) fuggvény szerint valtoz6 periodikus jel els6 periédusa a
kovetkez6 fliggvénnyel allithat6 eld:

sr(t) = [e(t) —e(t = T)]f (), (6.33)

melynek S7(s) = L{sr(t)} Laplace-transzformaltjit meghatdrozhatjuk. Ha
ezt a jelet eltoljuk i7" helyekre (: = 0,1,...,00), akkor megkapjuk az s(t)
periodikus jel id6fiiggvényét:

s(t) = i st(t —T). (6.34)

Hasznaljuk ki a Laplace-transzformdci6 linearitasat, azaz transzformaljuk
ezt a kifejezést tagonként és kozben alkalmazzuk a Laplace-transzformacié
eltolasi tételét:

S(s) = L{s(t) ZL{ST R ﬁb&(s). (6.35)

e=*T| < 1, ha o > 0) végtelen mértani
sor 0sszegképletének felhaszndaldsaval kaptuk.
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Ezen 0sszefiiggés hasznos lehet a Fourier-sor egyiitthatdinak meghata-
rozaséra a (5.50) integral kiértékelése nélkiil. Ha ugyanis el6allitjuk a peri-
odikus jel els6 peribdusdnak Laplace-transzformaltjat, akkor s = jkw he-
lyettesitéssel és T-vel torténd osztassal megkapjuk a Fourier-egyiitthatdkat:

—C 1
Sk = T ST(S)‘Sijw . (6.36)

Ez a komplex Fourier-sor egytitthatdinak szdmitdsdra haszndlt integral és a
Laplace-transzformacié definicidjanak dsszehasonlitdsabol lathato:

—c 1 T ) T
-1 / sp(t)e ot dt, Sp(s) = / sp(t)e=* dt.
T )0 ~0

Példa Hatarozzuk meg a 112. oldalon taldlhat6 els6é jel Fourier-
egyiitthat6it az ismertetett médon.®

Megoldas Az elsé jel els6 periddusanak id6fiiggvényét a kovetkez&képp
lehet felirni:

sp(t) = [e(t) iy (t - iT)} 05 [5 (t - iT) (- T)]
—o(t) — 1,5 <t - iT) +0,55(t—T),

amelynek Laplace-transzforméltja az egyes tagok Laplace-transzforméltjai-
nak ismeretében a kovetkezd:

1 15 0,5 1
Sr(s) =-— 22msq T 22T = [1 — 1,517 + 0,5e_ST} :
5 s s s
Helyettesitsiink most s helyére jkw-t és vegyiik figyelembe, hogy w = %%,

tovdbba osszuk el az eredményt T-vel, azaz

o 1

e [1 — 1,pe FAT 4 0,5e_jk2%T} .

A periédusidével lehet egyszertisiteni, és megkapjuk a komplex Fourier-
egyiitthatok altalanos alakjat k > 0-ra:

=C

k= M |:1 - 1,567']%%” + 0,5ei'jk2ﬂ-:| .

8Gyakorlasképp érdemes meghatérozni a masik jel Fourier-egyiitthatéit. Azon jel elsé
periédusénak id6fiiggvénye a kovetkezd: s(t) = [e(t) — e (t — L) ] Asinwt = e(t) Asinwt+
e(t— L) Asinw (t— ).
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Alakitsuk 4t az Euler-alakokat trigonometrikus alakra és szorozzunk be

1
. . 3 . 3
—j+ 1,5jcos k§7r + 1,5sin k§7r —

;= —j-vel:
— 0,5j cos(k2m) — 0,5 sin(k:27r)] .

5 =

k2r

A val6s rész kétszerese adja az Sj}, a képzetes rész minusz kétszerese pedig
az SP egyiitthat6t (az utolso tag értéke mindig nulla):

1,5 . 3 1,5 3
S,ff = 1o sin <k27r> ) Sf T [1 — COoS (k:Qﬂ')] .

1. Példa Hatarozzuk meg az s(t) = e(t)te™® (o > 0) jel Laplace-
transzformaltjat.

Megoldas Ha a feladatot a (6.2) definiciébol kiindulva, integraldssal old-
juk meg, akkor parcidlis integralast kell alkalmaznunk. Ha viszont felsimer-
jik, hogy ez ajel az £(t)t jel csillapitottja, akkor alkalmazhatjuk a csillapitasi
tételt az £(t)t jel Laplace-transzformaltjara, ami S% Ezutédn az s helyébe
(s + a)-t kell frnunk:

1
at __
L{e(t)te '} = GraR
2. Példa Hatérozzuk meg az s(t) = e(t)e “coswt és az s(t) =

e(t)e * sinwt (o > 0) jelek (1. a 6.2. dbra) Laplace-transzformaltjat.

Megoldas Alkalmazzuk szintén a csillapitasi tételt az (t) coswt és az
e(t) sinwt jelek Laplace-transzforméltjanak felhasznaldsaval:

s+«
et coswt} = e
w
L:{g Slnwt} m,

3. Példa Hatarozzuk meg a 7T szélességli impulzus Laplace-
transzformaltjat.
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-at

e ~cos(wt)
o -
!
7
/
!
]
e " sin(wt)
o -
—
’r'
= i
. i
[

6.2. abra. A 2. példdban szerepl0 két jel idofiigguénye
Megoldas A jel idéfiiggvénye ablakozott jelként irhato fel:
s(t)=c¢e(t) —e(t—T).

A Laplace-transzformaécié linedris mitivelet és ez a jel két jel kiilonbsé-
geként adott. A Laplace-transzformaéciét elvégezziik a két jelre kiilon-
kiilén, majd az eredményeket kivonjuk egymasbél. A fenti két jel Laplace-
transzformaltjat ismerjiik (a mésodik az eltolasi tétellel hatdrozhat6 meg), s
irhatjuk, hogy:

L{e(t) — e(t — T)} = L{e(t)} — L{e(t — T)} = % - %e_ST.

4. Példa Hatarozzuk meg a [0,7] intervallumban % fiiggvény szerint
valtoz6 jel Laplace-transzformaltjat.

 5(t) e(t) —e(t—T) 4%

1
T
= X

t t
Megoldas A jel idofiiggvénye a kovetkez&képp irhato fel:

s(t) = [e(t) — e(t — T)]% _ s(t)% et - T)%.
Az els6 tag Laplace-transzformaltjat mar meghataroztuk. A masodik tag
ugyanez a jel, csak épp T-vel el van tolva. Utdbbi Laplace-transzformaltja
tehat az els jel Laplace-transzformaltjanak ismeretében az eltolasi tétel
felhasznélasaval hatdrozhat6 meg. Az eltolasi tétel ismertetésekor hang-
sulyoztuk, hogy a jelben minden helyen, ahol ¢ 4ll ugyanazon eltoldsnak
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kell szerepelni, azaz az £(t — T")s(t — T') alaku jelekre igaz az eltolasi tétel.
A masodik tag pedig nem ilyen. A t helyébe ¢t — T' kell, hogy szerepeljen,
amit gy tudunk elérni, hogy a t helyébe ¢t — T" 4 T-t irunk:

t t—T+T t t—=T
—e(t)= —e(t—T)——— =e(t)= —e(t —T)—— —e(t —T).
S(0) = e(t) s — et = T) ' — = e(t) g — et = T) o — <(t = T)
Ezutdn mar tagonként elvégezhetjiik a Laplace-transzformdciot:
1 1 o+ 1 _ g
s =702 —72® " —5¢

6.2. A Laplace-transzformacio alkalmazasa
6.2.1. A valaszjel Laplace-transzformaltjanak meghatarozasa

Els6 lépésben meg kell hatdrozni az s(t) gerjesztés S(s) Laplace-
transzformdltjat, valamint a rendszert jellemz6 W (s) atviteli fliggvényt.
Ezutdn a kett6t 0ssze kell szororzni a (6.18) Osszefiiggés értelmében, ami a
valaszjel Y (s) Laplace-transzformaltjat adja. Ezen transzformaltat inverz
Laplace-transzformalni kell, melynek eredményeképp kapjuk a valaszjel
y(t) idofliggvényét.

A példak kapcsan megfigyelhettiik, hogy elemi fliggvények altal le-
irt jelek Laplace-transzformaltja éltaldban egy tort, melynek szamlaldja
konstans, nevezdje pedig egy polinom s-ben. Eltolt fliggvények esetében
megjelenik még egy e~*7 exponencialis szorzétényezd is. Ennél bonyolul-
tabb Osszefiiggésekkel nem foglalkozunk.

Az atviteli fuggvény pedig mindig egy polinom per polinom alakt
kifejezés.

A vélaszjel Laplace-transzformaltja tehat két tort szorzata, mely szorzat
mindig polinom per polinom alaku kifejezésre vezet (az esetleges exponen-
cidlis tényezovel). Végeredményben tehat egy polinom per polinom alakd
kifejezés (a vélaszjel Laplace-transzformdltja az s valtozé un. raciondlis
fiigguénye) inverz Laplace-transzformaltjat kell meghatdrozni, amely ezen
esetekben nagyon egyszer(i szabélyok segitségével elvégezhets.

6.2.2. Az inverz Laplace-transzformacio

A jel Laplace-transzformdltjonak ismeretében a jel id6fiiggvénye &ltala-
nosan a kovetkez6képp képezhets. Idézziik fel elébb az inverz Fourier-
transzformdcio Osszefiiggését:

s(t) = % / S(jw) ! dw.
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A Laplace-transzformacié bevezetése kapcsan lattuk, hogy a belép6 és
e 7*-vel szorzott jel Fourier-transzforméltjabol eljuthatunk a Laplace-
transzformdlthoz. Forditsuk meg ezt a mfiveletet, azaz keressiik az

Z X

S(0 + jw)-hoz tartozé belép6 idofiiggvényt:

c(t)s(t)e"t = % /_ Z S(o + jw)etdw.
Szorozzuk be mindkét oldalt e“t-vel:

e(t)s(t) = % /Z S(o + jw)elTH )y,

ds

Mivel s = o + jw, ezért ds = jdw, hiszen o konstans, azaz dw = 7

Helyettesitsiik ezt az el6z6 Osszeftiggésbe:

c(t)s(t) = — / % S (s)etds. (6.37)

B 27Tj —joo

Ez az un. inverzids integrdl, ami definidlja az inverz Laplace-
transzformaciot.% Az integralasi hatdrok most s szerint értenddk, ezért
lett —oo és oo helyett o0 — joo és o + joo, o ugyanis konstans. Ez az integrél
t < 0 értékeire nulla értéket ad. Mindezt a kdvetkezd operator jeloli:

s(t)=L71{S(s)}. (6.38)

Az alkalmazasok szempontjdbdl a (6.37) integral kiértékelésére azonban
nincs sziikségiink, ugyanis —ahogy arra mar utaltunk- egyszerti szabélyok
és formalizmusok alkalmazhat6k az inverz transzformacio elvégzésére.

A vélaszjel Laplace-transzformaltja tehat a (6.18) alapjan hatarozhato
meg. Ennek inverze, azaz a vélaszjel idofliggvénye az un. kifejtési tétel
segitségével hatdrozhaté meg, melynek lényege abban 4ll, hogy a polinom
per polinom alaka Laplace-transzformaltat tortfiiggvények 0sszegére bont-
hatjuk (részlettortekre bontds), és a részlettorteket id6fliggvénnyé transzfor-
malhatjuk az egyes tortfiiggvények ismeretlen allanddinak meghatarozasa
utan.

Alapvet6en két nagy csoportba lehet sorolni a polinom per polinom
alaku tortfiiggvényeket:

8iaz Osszefiiggés Fourier—-Mellin-tétel néven is ismeretes.
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o Valddi tortfiigguények. Valodi tortfliggvényrdl akkor beszéliink, ha a
szamlalo polinomjanak fokszdma kisebb, mint a nevezd polinomjanak
fokszama. Ezen beliil a kovetkezd esetek lehetségesek:

- a nevezd polinomjanak gyokei mind kiilonboznek egymastol
(egyszeres polusok),

- a nevezd polinomjanak gyokei kozott van legalabb két azonos
(tobbszoros polusok),

- a kifejezésben szerepel az exponencidlis szorzétényezs.

o Nem valddi tortfiigguények. Nem valodi tortfiiggvényrdl (altort) akkor
beszéliink, ha a szdmldlé polinomjanak fokszdma nagyobb, mint a
nevezd polinomjanak fokszama, vagy egyenld azzal. Ez az eset mindig
visszavezethets az el6z6re az un. polinomosztds modszerével (masné-
ven eukleidészi-algoritmus).

A kapott tortfiiggvény szamlalojanak fokszdma tehat kisebb kell legyen
nevezdjének fokszamanal, aminek kovetkeztében csak olyan tortfiiggvé-
nyekkel foglalkozunk, amelyekre igaz, hogy

lim X(s) < o0. (6.39)

§—00

Ellenkez esetben az X (s) nem lehet egy x(t) jel Laplace-transzformaltja.
Vizsgéljuk meg az inverz Laplace-transzforméci6 technikajat a kovetke-
z6 példéakon keresztiil.

1. Példa Hatérozzuk meg a rendszer valaszat, ha atviteli fliggvénye és
gerjesztése a kovetkezd:

95+ 1

—_ t) = 5e(t)e 2,
s24+4s+3’ s(t) e(t)e

W(s) =

Megoldas Hatarozzuk meg el6szor a gerjesztés Laplace-transzformalt-
jat. Legtobb esetben a Laplace-transzformaltak meghatdrozéasa soran nem
kell alkalmaznunk a definiciés 0sszefiiggést, hiszen bizonyos fliggvények
Laplace-transzformaltjat ismerjiik. Jelen esetben az e(t)e~* tipusu gerjesz-
tésrél van sz6, melynek Laplace-transzformaltja a kovetkezs:

L{e(t)e o) = Hla S S(s) = Si?
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Léathato, hogy az 5 konstanssal a Laplace-transzformdltat is egyszertien
beszoroztuk. Ez azért tehet6 meg, mert a Laplace-transzforméacié egy
integral, amely elé a konstans kivihetd.

Szorozzuk ezutan Ossze az atviteli fliggvényt és a kapott transzfor-
maltat, ami a valaszjel Laplace-transzformaltjat adja és irjuk fel a nevezét
gyoktényezds alakban:

bs+1 5 255 + 5
2445 +35+2 (s+3)(s+1)(s+2)

Y(s) = W(s) S(s) =

Ez a tortfliggvény tehdat valodi tort, hiszen a szdmlalé fokszdma 1, a nevez6
fokszama pedig 3, tovdbba a nevez6 minden gyoke kiilonbdz6 (egysze-
res p6lusok): py = —3, po» = —1 és p3 = —2. Ebben az esetben a tort a
kovetkezSképp irhato fel un. parcidlis tortek dsszegeként:

255 +5 A B C

YO = e D6+ s+3 Tsrl T see

ahol A, B és C egyel6re ismeretlen konstansok, értékiiket a kifejtési tétel
segitségével lehet meghatdrozni. Ez ebben az esetben legegyszer{ibben
,letakardssal” oldhaté meg. Az A egyiitthat6t ennek megfelel6en gy ha-
tarozzuk meg, hogy az A egyiitthatonak megfelel6 (s + 3) gyoktényezot
letakarjuk, és a maradék tortfliggvényben minden s helyébe —3-at frunk:

25(—3) + 5
(=3+1)(-3+2)

A= = —35.

A B egyiitthato értékének meghatarozdsa sordn letakarjuk az (s + 1) gyok-
tényez6t és a megmaradt tortfliggvényben minden s helyébe —1-et irunk, a
C egyiitthaté meghatarozésa értelemszerfi:

25(—1) +5
(—1+3)(-1+2)

25(—2)

B = (—2+3)(—2+1)

Ezen értékeket felhaszndlva a vélaszjel Laplace-transzformaltja tehat a
kovetkez&képp irhato fel:

—35 —10 45

Y = .
() S+3+s+1+s+2

Az egyes tagok SJ% alaku tortfiiggvények, melyek az e(t) Ke ™ id6fiigg-
vény Laplace-transzformaéltjanak felelnek meg. Ez az oka annak, hogy
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parcidlis tortekké kell alakitani a tortfliggvényt. A valaszjel idéfliggvénye
tehat a kovetkezd:

y(t) = e(t) (—35e " — 10e™" + 45e~ %) .

Fontos megjegyezni, hogy a Laplace-transzformaci6 segitségével szamitott
valaszjel mindig belépd fliggvény, hiszen a gerjesztés beléps és a rendszer
kauzalis.

A feladat természetesen megoldhaté az egqyiitthaték egyeztetésével is.
Ebben az esetben hozzuk koz6s nevezére a parcialis tortekkel felirt alakot:

A(s+1)(s+2)+B(s+3)(s+2)+C(s+3)(s+1)
(s+3)(s+1)(s+2) ’

Y(s) =

aminek meg kell egyezni a kiindulasi Y (s) tortfiiggvénnyel. Ezen két
tortfliggvény nevezsje megegyezik, kovetkezésképp szamlaloik egyen-
16ségérdl kell gondoskodnunk, ami az A, B és C' egyiitthatok bizonyos
értéke mellett lehetséges. Bontsuk fel az utébbi tortfliggvény szamlaloja-
ban taldlhat6 zardjeleket és tegytiik ezt egyenl6vé a kiinduldasi tortfliggvény
szamlalojaval:

A(s? +3s+2) 4+ B(s> + 55 4+ 6) + C(s> + 45 + 3) = 255 + 5,

majd az s?, az s! és az s” tagok egyiitthatoit tegyiik egyenlvé, amely egy

haromismeretlenes egyenletrendszerre vezet:

A+B+C =0 A= -35,
3A+5B+4C =25 = B=-10,
2A+6B+3C =5 C =45.

Ez a médszer természetesen ugyanazt az eredményt adja, de lathatéan
(mér az egyenletrendszer megolddsa miatt is) tobb szamitas utan. A kés6b-

biekben lehet6ség szerint a , letakardsos-médszer ”-t fogjuk alkalmazni.®

2. Példa Adott egy rendszer impulzusvilasza és gerjesztése, hatdrozzuk
meg a valaszjel id6fiiggvényét, valamint a rendszer atviteli karakterisztika-
jat.

w(t) =e(t) (e7* +3e™) +26(t), s(t) = 5e(t)e .

8 Azért irtuk azt, hogy ,lehet6ség szerint”, mert ez a médszer akkor alkalmazhaté
kozvetleniil, ha a nevezé gyokei egyszeresek.
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Megoldas Elso 1épésben hatdrozzuk meg az impulzusvalasz és a gerjesz-
tés Laplace-transzformaltjat a szabélyok alapjan és hozzuk koz6s nevezore
az atviteli fliggvényt:5

L, 3, 2183l o
s+2 s+5  (5+2)(s+5)’ s+ 2

W(s) =

A vélaszjel Laplace-transzformaéltja ezen két transzformélt szorzata, amely
tortfliggvény most is valédi tort, azonban a nevezében az egyik gyok
kétszeres és az ennek megfelel6 parcidlis tortek a kovetkez6képp irhatok

fel:
_ 102 4+90s+155 A B C

YO = 22 +s) stz (5422 Tsts

A harom ismeretlen konstansbdl most csak ketté hatdrozhaté meg a
,letakardsos-moédszer” segitségével, a B és a C' egytitthatok:

~10(—2)? +90(-2) + 155
B -2+45 -

_10(=5)* +90(—5) + 155

B 5 C=
’ (-5+2)?

—5.
Az A egyiitthat6 azért nem hatdrozhat6é meg igy, mert ha letakarnank a
neki megfelel gyoktényezot (az (s+ 2)-6t), akkor a nevezében még mindig
maradna egy (s + 2), melynek helyettesitési értéke az s = —2-ben nulla és
igy nullaval osztanank. Ebben az esetben tehdt mindig csak a legmagasabb
fokt tagnak megfelel6 egytitthaté hatarozhaté meg. Az A egyiitthat6
meghatérozésa az egyiitthatok egyeztetésével lehetséges. Trjuk fel hat a
parcidlis torteknek megfeleld tortfiiggvényt:

A(s+2)(s+5)+ B(s+5) + C(s + 2)?
(s +2)%(s+5) '

Y(s) =

Ezen tort szamlaloja egyenld kell legyen a kiindulés tortfliggvény szamla-
16javal:

A(s> 475+ 10) + B(s +5) + C(s? + 45 + 4) = 105 + 905 + 155,

azaz az A, B és C egyiitthatoknak ki kell elégiteni a kovetkez6 egyenlet-

rendszert:
A+C =10

TA+B+4C =90
10A+5B +4C =155

86 Az tviteli fliggvény nevez&jét célszerti mindig gyoktényezbs alakban hagyni, mert
ugyis arra lesz sziikségiink.
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Ezen egyenletrendszert most azonban nem kell megoldanunk, hiszen B és
C értékét mar meghataroztuk. Az A egyiitthato legegyszertibben az els6
egyenletb6l adodik: A = 10 — C' = 15. Természetesen a masik két egyenlet
is ugyanerre az eredményre vezet.

A vélaszjel Laplace-transzformaéltja tehat a kovetkez6 alakban irhaté

fel:
15 5 -5

Y(s) = .
O =t e tiTs

Ebben a kifejezésben a masodik tag az el6z6 feladathoz képest tGjat jelent,

azonban korabbrol tudjuk, hogy a Ke(t)te™ ! jel Laplace-transzformaltja

ﬁ, igy a valaszjel id6fliggvénye a kovetkezd lesz:

y(t) = e(t) (15e 72" + 5te 2 — 5e ™).

Mivel az impulzusvélasz belépd, ezért tudjuk, hogy a rendszer kauzalis,
tovabba az impulzusvalasz abszolit integrdlhato, hiszen exponencidlisan
csokkend tagokbol all, ezért atviteli karakterisztikdja meghatarozhat6 az
atviteli fiiggvénybdl s = jw helyettesitéssel:

2(jw)? + 18(jw) + 31

W) = =02 5 7(w) £ 10 °

Ha a rendszer nem gerjesztés-valasz stabilis, akkor a formélisan szamitott
atviteli karakterisztika nem bir fizikai tartalommal. A formalis szamitas
alatt az s = jw helyettesitést értjiik.

3. Példa Egy valaszjel Laplace-transzformaltja a kovetkez6. Hatdrozzuk
meg a végértékeket, majd ellenérizziik azokat az id6éfiiggvény alapjan.
252 +4

YO = e )

Megoldas Alkalmazzuk a végértéktételeket:

. ) 252 +4 . 2+ ;%
y(h0) = Ji s¥le) = g oy g3~ a3 =
25% + 4 4

y(t = o0) = lmys¥(s) = Iy =723 = 3
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Hatdrozzuk meg az id6fiiggvénytis. Az Y (s) egy valddi tortfliggvény, azaz
a kovetkez6 alaka parcidlis tortekre lehet bontani:

A B C
Y(s) ==
(#) s syl sy
ahol az egyiitthatok meghatdrozhatok letakarassal:¥’ A = 3, B = -3,
C = Y, azaz az id6fiiggvény a kovetkez§ lesz:

y(t) = e(8) <§ _3et 4 131e—3t> .

A végértékek az id6tiiggvénybdl kozvetleniil leolvashaték.

6.2.3. Az atviteli fliggvény polus-zérus elrendezése, a rendszer stabi-
litasa

Lattuk, hogy az atviteli figgvény egy polinom per polinom alakdt kifejezés,

és mint ilyen felirhat6 gyoktényezs alakban is:

W() boSn—i-blSn*l—i-...—l—bn
S) = =
s"+a; sl 4+agsh2 4+ .. +a,
(s—z1)(s—22)...(s— zp)

(s —p)(s—p2)-.-(s—pn)’

(6.40)

ahol a szdmlalo gyokei alkotjdk a zérusokat, a nevez6 gyokei pedig a po-
lusokat, K pedig egy kiemelhet6 konstans. A zérusok nullava, a p6élusok
végtelenné teszik az atviteli fiiggvényt. Az adllapotvaltozos leiras, illetve
a rendszeregyenlet és az atviteli fliiggvény kapcsolatabdl lathatd, hogy az
atviteli fliggvény nevez&jének polinomja az |sE — A| altal definialt deter-
mindns, ami |\E — A| alakban mdr megjelent az id6tartomanybeli analizis
soran is, illetve a karakterisztikus polinommal megegyez6 alakti. Ebbdl
kideriil, hogy a sajatértékek és a pélusok megegyeznek, tehat a p6lus-zérus
elrendezésbil kovetkeztetni lehet a rendszer gerjesztés-vélasz stabilitaséra:
a rendszer akkor és csakis akkor gerjesztés-vdlasz stabilis, ha dtviteli fiigguényének
minden pdlusa negativ valds részii:

’Re{pi}<0, i=1,...,n,

(6.41)

azaz, ha minden polusa a komplex szdmsik bal oldaldn helyezkedik el.

YA=4,B= 2004 g oo 20804 11

—D(-1+3) — (=3)(—8+1) ~ 3"

Tartalom | Targymutatd = = 4174 >



Jelek és rendszerek A Laplace-transzformacié alkalmazésa
Tartalom | Targymutatd = = 4175 >

Példa Vizsgiljuk meg a kovetkezd allapotvaltozos leirasaval adott rend-
szer stabilitasat:

S0 a ] [s ] omt s ]

Megoldas Ennek étviteli fliggvénye a kovetkezo:

s2—4s—-5 (s+1)(s—5) s+1
$2—-35—10 (s+2)(s—5) s+2°

W(s) =

Léathato, hogy a rendszer atviteli fiiggvényének két pélusa van: p; = —2
és po = 5, amelyek megegyeznek a rendszermatrix sajatértékeivel. Az
(s — b) taggal azonban lehet egyszer(siteni, mialtal a redukalt rendszer
egyetlen pélusa p; = —2. A )\ sajatérték (a p pélus) miatt a rendszer
nem aszimptotikusan stabil, s a kapott atviteli fliggvényben szerepld po
po6lus miatt a rendszer nem is gerjesztés-valasz stabil. Az egyszertisités
utdn azonban a nem stabil poélus ugyanazon értékii zérus miatt kiesik. Ez a
rendszer igy gerjesztés-valasz stabilis.

Elmondhat6 tehét az, hogy ha egy rendszer aszimptotikusan stabil,
akkor biztosan gerjesztés-valasz stabil is, forditva azonban ez nem biztos,
hogy igaz. Ha egy rendszer aszimptotikusan nem stabil, akkor még lehet
gerjesztés-valasz stabil, ami a b oszlopvektortdl és a ¢! sorvektortdl fiigg.
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7. Dl rendszerek analizise az idotartomanyban

7.1. Az ugrasvalasz és alkalmazasa
7.1.1. Az ugrasvalasz definicidja

Diszkrét idejti rendszerek esetében is természetesen igaz, hogy ha ismerjiik
egy linedris rendszer adott gerjesztéshez (vizsgdldjel) tartozo vilaszit, akkor
ezen gerjesztés-vdlasz kapcsolat ismeretében meg tudjuk hatdrozni a rendszer
tetszbleges gerjesztéshez tartoz6 valaszat is, hiszen ez a gerjesztés-valasz
kapcsolat jellemzi a linedris rendszert (1. WW{-} operétor a (2.1) definiciéban).
Ilyen vizsgal6jel az eqyséqugrdsjel és a Dirac-impulzus.

Ha a gerjesztés id6fiiggvényét elemi fliggvényekre bontjuk, akkor az
egyes részfliggvényekre, mint gerjesztésekre a részvélaszokat egyenként
meg lehet hatdrozni. Végiil a (2.3) 6sszefiiggésnek megfelel6en a részvala-
szok Osszegzése adja a teljes valaszjelet, hiszen a rendszer lineéris.

Az egyik legegyszertibb diszkrét idejti jel az ¢[k| egységugrasjel. Ha
a rendszer bemenetére ezt a jelet adjuk, akkor a rendszer valasza az un.
ugrdsvdlasz, vagy masnéven dtmeneti fiigguény lesz, melyet v[k]-val szokds
jelolni.

Az ugrdsvdlasz tehdt az eqyséqugrds jelre adott vdlasz:

(ylk] = vlk], bha s[k]=clk], azaz v[k]=W{[k]}.| (7.1)

Hasonl6an, mint a folytonos idejti rendszereknél, ha a rendszer kauzilis,
akkor az ugrasvalasz belépdjel. Ha a rendszer id6ben invaridns, akkor az
eltolt e[k — i] jelre a rendszer v[k — i] véalasszal felel.

A rendszer invariancidjanak és linearitdsanak illusztralasat szolgalja a
kovetkez6 harom egyszer(i példa.

1.) Legyen egy linedris, invaridns és kauzalis rendszer ugrasvélasza,
azaz az s[k] = ¢[k] gerjesztésre adott valasza pl.

v[k] = 2¢[k]0,5".

Legyen el6szor ugyanezen rendszer gerjesztése s[k] = e[k — 5], azaz az ugrds
a k = 5 iitemben jelenik meg, vagyis késik. Ekkor a rendszer kimenetén az
invariancia kovetkeztében az

y[k] = v[k — 5] = 2¢[k — 5]0,5" 5

jel jelenik meg, amely szintén 5 iitemmel késik. Vegyiik észre, hogy minden
k helyébe (k — 5)-6t irtunk a rendszer invariancidja kovetkeztében.
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2.) Az ugrasvalasz ismeretében meghatarozhatjuk pl. azt is, hogy
milyen feleletet ad a rendszer az s[k] = 1,5¢[k] gerjesztésre. A gerjesztés
ebben az esetben az egységugrdasjel 1,5-szerese, s mivel a rendszer az ¢[k]
jelre v[k] jellel vélaszol, a gerjesztésben szerepl$ konstansszorzé megjelenik
a valaszban is, tehdt a kimeneten az 1,5v[k] jel lesz, mivel a rendszer linedris.
A példandl maradva a rendszer vélaszjele a kovetkezd lesz:

y[k] = 1,50[k] = 3¢[k]0,5".
3.) Legyen a rendszer gerjesztése a kdvetkezd ablakozott jel:
s[k] = 2 {e[k] — e[k — 3]},

s hatdrozzuk meg a rendszer valaszét. A gerjesztést most két e[k tipusti jel
kiilonbségeként irtuk fel. A rendszer valaszanak meghatdrozaséhoz fel kell
hasznélni a fenti két eredményt, s igy a vélaszjel y[k] = 2{v[k] — v[k — 3]}
lesz, azaz

ylk] = 4 {g[k:]o,5k ek — 3]0,5’€—3} .

Az ugrasvélasz egy un. rendszerjellemzd fiigguény, mivel az jellemzi a rend-
szer miikodését, azonban nem jatszik annyira fontos szerepet altaldnos
gerjesztésekre adott valasz szdmitdsaban mint a folytonos idejti rendsze-
rek analizise esetén, ezért ezzel a lehetdséggel nem foglalkozunk. A 7.3.
részben tériink ki az impulzusvalasz és az ugrasvélasz kapcsolatara.

7.2. Az impulzusvalasz és alkalmazasa

7.2.1. Az impulzusvalasz definicidja

A §[k] egységimpulzus egy fontos vizsgdldjel. Ha a rendszer bemenetére
ezt a jelet adjuk, akkor a rendszer vélasza az un. impulzusvdlasz, vagy
madsnéven silyfiigguény lesz, melyet w[k]-val szokas jelIni.?

Az impulzusvdlasz tehdt az eqységimpulzus jelre adott vdlasz:

’y[k:] =wlk], ha slk]=0[k], azaz wl[k]= W{é[k‘]}‘ (7.2)

z N

Ha a rendszer kauzilis, akkor az impulzusvélasz belépidjel. Ha a rendszer
id6ben invaridns, akkor az eltolt §[k — 7] jelre a rendszer w[k — i] valasszal
felel.

A rendszer invariancidjidnak és linearitdsanak illusztraldsat szolgaljdk a
kovetkez6 egyszerti példédk.

¥Egyes irodalmakban a h[k] jeloléssel is taldlkozhatunk.
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1.) Legyen egy linedris, invarians és kauzalis rendszer impulzusvalasza,
azaz az s|k] = d[k] gerjesztésre adott vélasza pl.

wlk] = 6[k] — 2¢[k]0,1*,

s ezutdn legyen ugyanezen rendszer gerjesztése s(k] = d[k — 5|, ami a §[k]
jelhez képest jobbra tolddik a k£ = 5 titembe. Ekkor a rendszer kimenetén
az impulzusvalasz is eltolédik 5 titemmel (invariancia):

y[k] = wlk — 5] = §[k — 5] — 2e[k — 5]0,1%75.

2.) Az impulzusvalasz ismeretében meghatarozhatjuk pl. az s[k| =
1,50[k] gerjesztésre adott valaszt. A gerjesztés ebben az esetben az egység-
impulzus 1,5-szerese, s a rendszer linearitdsanak koszonhetden a valasz az
1,5w(k] jel lesz:

y[k] = 1,56[k] — 3¢[k]0,1%.

3.) Legyen a rendszer gerjesztése most
s[k] = 26[k] + 6[k — 3],

s hatarozzuk meg a rendszer valaszat. Az s[k| jel itt két egységimpulzusboél
all. A rendszer valaszdnak meghatarozasahoz fel kell hasznalni a fenti két
eredményt, s igy a valaszjel y[k] = 2w[k] + w[k — 3], behelyettesités utdn
pedig
ylk] = 20[k] — 4e[k]0,1% 4 6[k — 3] — 2¢[k — 3]0,1%73.

Ezen példdkban a gerjesztés csak a §[k] jelet, annak konstansszorosat és
id6beli eltoltjat tartalmazta, s a vdlasz meghatdrozdsa nagyon egyszerti volt.
Az impulzusvélasz is rendszerjellemz0 fiigguény, segitségével meghatarozha-
t6 a rendszer tetsz6leges gerjesztésre adott valasza, ezzel foglalkozunk a
kovetkez részben.

Attol fliggben, hogy egy diszkrét ideji rendszer impulzusvélasza id6-
ben véges, vagy sem, két csoportra bonthatjuk a diszkrét idejii rendszereket:

1. FIR tipusii rendszerek. A FIR az angol , finite impulse response” sz6b6l
ered, s annyit jelent, véges impulzusvélasz. Egy kauzalis rendszer
akkor FIR tipust, ha impulzusvélasza azonosan nulla a K-adik titem
utan, s ekkor az impulzusvélasz hossza K + 1 (k = 0,...,K). A
FIR tipust rendszer impulzusvalasza altaldnosan tehat a kovetkez6
ablakkal frhat¢ fel, ami egy véges tartdjii jel:

wlk] = {e[k] — e[k — (K + 1]} fIK], (7.3)
ahol f[k] valamilyen fliggvény.
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2. IIR tipusii rendszerek. Az 1IR az angol , infinite impulse response” sz6bodl
ered, s annyit jelent, végtelen impulzusvalasz.

A FIR tipusti rendszer egy olyan halézattal realizédlhat6, amely csak eld-
recsatoldst tartalmaz, az IIR tipust rendszerhez rendelhet6 hal6zat azonban
tartalmaz visszacsatoldst is, igy az egy rekurziv hdlozat.

7.2.2. A valaszjel szamitasa

Mar megbeszéltiik, hogy tetszdleges diszkrét idejii jel eltolt egységimpul-
zusok Osszegeként felirhat6 (1. (1.31) Osszefiiggést). Alkalmazzuk ezt az
eredményt a rendszer s[k] gerjesztsjelére:

o0

skl = > slil[k —i]. (7.4)

1=—00

Az impulzusvélasz definicidja és a 177. oldalon emlitett példak alapjan a
rendszer ezen gerjesztésre a kovetkezd valaszjellel reagdl:

o0

ylkl = > slijwlk — . (7.5)

1=—00

Ebbdl az 0sszefliggésbol érzékelhetd az impulzusvélasz maésik elnevezése,
a sulyfiiggvény: wik — i] megadja s[i] sulyat y[k| kifejezésében. Az utébbi
szumma a diszkrét idejii konvoliicié, melynek jelolése a kovetkezo:

[ylk] = (K] = wk].| (7.6)

ahol a * operdtor az s[k| gerjesztés és a w[k] impulzusvélasz (7.5)-ben
definialt utasitdsat jelenti.

A folytonos idejti konvoliciéhoz hasonléan a diszkrét idejti konvoltcié
is rendelkezik a kdvetkez6 tulajdonsdgokkal:

o Kommutativ, azaz s[k] « wlk] = w[k] * s[k]. Az (7.5) 6sszefliggésbdl
p = k — i helyettesitéssel ugyanis kovetkezik, hogy

[e.o] o0

ylk = Y slijwlk—d = > wiplsk - p]. (7.7)

1=—00 p=—00

o Asszociativ, azaz f[k] = {g[k] = h[k]} = {f[k] = g[k]} * h[E].
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e Disztributiv, azaz { f[k] + g[k]} = h[k] = f[k] = h[k] + g[k] = h[K].

Az (7.5) szummadban az als6 hatar akkor lehet 0, ha (7.5) kifejezésében
s[k] belépd, a fels6 hatédr pedig akkor lehet k, ha w[k] beléps, azaz ha a
rendszer kauzalis.

Az (7.7) méasodik szummadjdban az als6 hatar akkor lehet 0, ha w[k]
belépd, a fels6 hatar pedig akkor lehet £, ha s[k] belépd.

Kauzdlis rendszer esetében a konvoltcié tehét a kovetkez6 alakot olti:

ylk] = Z = Z wlp (7.8)

i=—00 p=0

Ha ezen feliil a gerjesztés is belépd jellegti, akkor

k k
ylk] = s[i] =Y wlp (7.9)
=0

p=0

Ebben az esetben (ha a rendszer kauzalis és a gerjesztés belép§) a szummadk
véges szamu tagbdl allnak.
Ha a rendszer FIR tipust, akkor

k
= 3" wiplslk — pmz{s = elp — (K + D)} flplslk —p] =

p=0
@ fl0]s[k] + f[1]s[k — 1] + f[2]s[k — 2] + ...+ f[K]s[k — K].

Az (1) 1épésben beirtuk a konvoltcié definicids Osszeftiggésébe a FIR tipust
rendszer (7.3) impulzusvdlaszét, s mivel aza 0 < k < K intervallumon
kiviil mindentitt nulla, ezért a felsd dsszegzési hatart atrirtuk K-ra, majd a
szummadzést részletesen kifejtettiik a (2) 1épésben.

Megiéllapithato tehat, hogy egy FIR tipusa rendszer tetszbleges ger-
jesztésre adott valasza is véges tartdjii, mely tarténak a hossza ugyancsak
K+ 1.
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7.3. Az ugrasvalasz és az impulzusvalasz kapcsolata

Az impulzusvalasz és az ugrdsvélasz kozott egy nagyon egyszerii kapcsolat
van diszkrét idej(i, linedris, invaridns és kauzélis rendszerek esetében. A
kovetkezékben ezt a kapcsolatot mutatjuk be. Mint ismeretes a (k] jel
egyszer(ien el6allithaté az e[k] és az e[k — 1] jelek kiilonbségeként:

d[k] = elk] — e[k — 1].
Az erre adott valasz pedig a kovetkezd:
wlk] = v[k] —v[k — 1], (7.10)

azaz az impulzusvélasz kifejezhet6 az ugrasvalasz és eltoltjanak kiilonbsé-
geként. Ebbol
v[k] = wlk] + v[k — 1] (7.11)

fejezhetd ki. Alkalmazzuk ezutdn az (7.10) kifejezést w[k — 1]-re, azaz
wlk — 1] = vk — 1] —v[k — 2],

ahonnan v[k — 1] = wlk — 1] + v[k — 2] fejezhetd ki, majd helyettesitsiik be
ezt az (7.11) kifejezésbe:

v[k] = wlk] + wlk — 1] + v[k — 2].

Ezt a mtiveletsort rekurzivan lehet folytatni, s végeredményben a kovetkez6
Osszefliggést kapjuk:

k
vk = > wlil. (7.12)
Kauzilis rendszerek esetében pedig
k
vlk] = wli]. (7.13)
i=0

Ha tehat az impulzusvalaszt ismerjiik, az ugrdsvalasz meghatarozhato, de
mint ahogy azt mar emlitettiik, inkabb az impulzusvalasz jatszik fontos
szerepet diszkrét idejli rendszerek analizise soran.
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1. Példa Hatarozzuk meg a rendszer valaszjelét konvoldciéval, ha impul-
zusvalasza és gerjesztése az alabbi:

wlk] = e[k]0,1%,  s[k] = e[k].

Megoldas A valaszjelet a konvoltci6 (7.5) definicijabdl kiindulva haté-
rozzuk meg:

00 k k
gk ST slijwlk — i DS slijwlk—i] 2 S 0,05 =
1=—00 =0 =0
k k41
@ (5) 1-10
1k 1t : k: 10 1k: —
Do, § 0, ;:0 0" = 0,1 ——
) 0,1 —0,1’f10k10() 1, 10
= =~ 0,1+ —.
1-10 gt T

A gerjesztés belépd, ezért az dsszegzés alsé hatara ¢ = 0, tovdbbd az impul-
zusvdlasz is belépdsijel, igy az 0sszegzés fels6 hatdrdnak i = k véalaszthat6.
Ezt jelzi az (1) lépés. Ezutdn a (2) lépésben helyettesitsiik be az impul-
zusvdélasz és a gerjesztés jelalakjat. Az Osszegzést az i valtozoé szerint kell
elvégezni, a k valtozo az 0sszegzés szempontjabol konstansnak tekinthe-
t6 és kivihet6 a szumma elé. A (3) 1épésben tehat felhasznaltuk, hogy
0,1k=% = 0,1%0,17% (azonos alapd hatvanyok szorzésa). A (4) 1épésben
negativ kitevjli hatvanyokrol attériink pozitiv kitevji hatvanyokra, azaz
0,17 = (&) = (1071)™" = 10". Az eredmény egy véges mértani sor,
melynek 0sszegképletét hasznaljuk az (5) 1épésben:

k k+1

1 —

dd= gt (7.14)
; )

Ezutan -a (6) lépésben— szorozzunk be a 0,1% tényezével és frjuk 4t a 10F+1
kifejezést 10¥10-re. A (7) 1épésben egyszertisitsiik a kifejezést: 0,1¥10F =
1% = 1. Mivel a gerjesztés belép6 és a rendszer kauzalis (az impulzusvalasz
is belépd), ezért a valaszjel is belépd lesz:

yl[k] = e[H] (190—901 >

2. Példa Egy rendszer impulzusvalasza és gerjesztése az alabbi. Hatdroz-
zuk meg a vélaszjel id6fliggvényét.

wlk] = e[k] 0,5, s[k] = e[k] 0,2
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Megoldas A valaszjelet konvoldciéval hatarozzuk meg:

k

k k
ylk] = 3 slijwlk — ] éz 210,55~ 122 210,550,57 =

=0 1=
k 1
®)  ck i@ el — 045
= 0,5 04" 2 05— —
(5) 0,58 —0,5%0,4% 0,4 (6) 0,5 — 0,4- 0,2
N 1-0/4 N 0,6 '

Miutan az (1) 1épésben behelyettesitjiik az impulzusvalasz és a gerjesztés
idéfiiggvényét a konvoltcié képletébe, a (2) 1épésben bontsuk fel a hat-
vanykitevSben szerepld kiilonbséget. Az 6sszegzést az i valtozo szerint
kell elvégezni, k tehdt konstansnak tekinthet6 és kivihet6 a szumma elé.

Hasznéljuk ki tovabba, hogy (%) o 0,4'. Ezeket a m{iveleteket végeztiik
el a (3) 1épésben. A mértani sor Osszegképletét hasznaljuk az (4) 1épés-
ben. Az (5) 1épésben szorozzunk be a 0,5* tényez6vel, majd a (6) lépésben
egyszertsitsiik a kifejezést. Az eredmény minden tagjat osztva 0,6-del, a
kovetkez6 vélaszjel adodik:

y[k] = e[H] (Z 0,5% - ; o,Qk) .

A vélaszjelben szerepel a 0,5* és a 0,2, ezek szerepelnek az impulzusva-
laszban és a gerjesztésben.

3. Példa Ebben a példdban az impulzusvalaszban is és a gerjesztésben is
szerepel egy 0,1% tag. Megvizsgdljuk miként jelentkezik ez a megolddsban.
Az eddigi példédkban a hatvanyalapok mindig kiilonboz&ek voltak. Legyen
tehat egy rendszer impulzusvélasza és gerjesztése az alabbi. Hatdrozzuk
meg a rendszer valaszanak id6fliggvényét.

wlk] = belk — 1] (0,5’“—1 - 0,1“) . s[k] = e[k] 0,1*.

Megoldas A gerjesztés belépsjel, tehdt az 6sszegzés als6 hatdra i = 0, az
impulzusvélasz a k = 1 titemben 1ép be ezért az 0sszegzés fels6 hatdra k£ — 1
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lesz:

k—1
ylkl =) slilw[k —1i] = 20711' 5 (0’5k7171 B 071k,1,i> _
' i=0
k—1 ; b1
1) k1 0,1 1 .
e . _ . 1 1 _
5-0,5 ‘ <O,5> 5-0, ;

k k—1
@5, 0,51 (Z 0,2" — 0,2’f> —5-0,1F1 Z 1P =
j =0

. _ 2k+1
®) 5. 0,551 —— E’o - 0,2’“} —5.01F 1 =

5-0,5F-1 —5.0,50,5-10,2%0,2
@25 . 2 5.0,5%0,5" 10,2k~

—

—5k0,1%7" =

© 6,25-0,5"1 —25.0,1" —10-0,1% — 5k 0,1%!

Az impulzusvalasz két tagbol all, bontsuk fel ezért két részre az (1) 1épésben,
és emeljiik ki az 0sszegzés elé az Osszegzés szempontjabol konstansnak
tekinthetd tagokat. A mértani sor dsszegképletének alkalmazasa céljabol
irjuk 4t a (2) 1épésben az els6 0sszeget a mar ismertetett médon. A (3)
lépésben alkalmazzuk a geometriai sor Osszegképletét az els6 Osszeg esetén.
A masodik 0sszegben k szamu 1-et adunk 0ssze, igy az 0sszeg értéke k lesz
(1=0,...,k—1). A(4)lépésben szorozzunk be az 5 - 0,5k 1 tényezovel,
majd az (5) lépésben egyszerfisitsiik a kifejezést. A kapott eredmény még
nem végleges. Tegyiik egységessé a kitevOket tigy, hogy mindenhol £ — 1
szerepeljen, ahol sziikséges alkalmazzuk a £ — 1 + 1 4talakitast:

6,250,551 —0,25-0,1F1 — 0,15t — 5(k — 1)0,1% 1 —5.0,1%L,
és igy a valaszjel alakja 0sszegzés utdn a kovetkezd lesz:
ylk] = e[k] (6,25 0,551 — 6,250,151 — 5(k — 1)0,1’“*) .
Ha tehat a gerjesztésben és az impulzusvalaszban is szerepel azonos alapa

hatvanyfiiggvény, akkor a vélaszjelben megjelenik olyan tag is, amely a k
idének polinomja.
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7.4. A gerjesztés-valasz stabilitas

A diszkrét idejil, linedris, invaridns rendszer akkor és csakis akkor gerjesztés-vilasz
stabilis, ha impulzusvdlasza abszolit dsszegezhetd, azaz ha

> |wlk]| < oo (7.15)

Ennek igazoladsdra vegyiik a konvoliciéval szdmitott valaszjel abszolut
értékét és hasznaljuk ki, hogy korlatos gerjesztés esetén |s[k]| < M:

lylk]| < Z [wlal[s[k — ]| < M‘Z |w[i]]-

Ebbél kovetkezik, hogy y[k] akkor korldtos, ha az utébbi 9sszeg véges.
Kauzalis rendszer impulzusvélasza belépé jellegti, azaz az egyszer{ibb

i |wk]| < oo (7.16)
k=0

Osszefiiggést kell vizsgalni.
Ennek egy sziikséges feltétele, hogy

lim w[k] = 0. (7.17)

k—o0

Ebben az esetben a rendszer ugrdsvdlasza egy véges K konstans értékhez
tart, azaz
lim v[k] = K. (7.18)
k—o0

FIR-rendszerek impulzusvélasza véges szamu tagbol 4ll, ennek kovet-
keztében az (7.15) kifejezés biztosan véges, azaz egy FIR-rendszer mindig
gerjesztés-vdlasz stabilis.

Az el6z6 példak mindegyike gerjesztés-vélasz stabilis rendszert tartal-
mazott. Ezen impulzusvélaszokrél konny( eldonteni, hogy limy_.. w[k] =
0, hiszen ¢* tipusti exponencidlis kifejezéseket tartalmaznak, melyekben
lg| < 1. A rendszer akkor is gerjesztés-valasz stabilis, ha az impulzusvalasz
tartalmaz k"¢" jellegi tagokat, hiszen a ¢* szerinti exponenciélis csokkenés
gyorsabb, mint a k" szerinti novekedés. A gerjesztés-valasz stabilitassal a
késtbbiekben még foglalkozunk.
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7.5. A rendszeregyenlet
7.5.1. A rendszegyenlet definicidja

A diszkrét idejdi, linedris, invarians és kauzalis SISO-rendszer rendszeregyen-
lete altaldnosan a kovetkez alakban irhato fel:

ylk] + arylk — 1] + agylk — 2] + ... + anylk —n] =

= bOS[k] + blS[k‘ — 1} + by S[k‘ — 2] 4+ bmS[k‘ _ m], (719)

amelyet a kovetkez halézat realizal:

{sm b Y y[k}{
D D
D : B D
E [ by > —ao j {
D D
. .
[ bm —an

—

A rendszer rendszdmat n jeloli, tovdbbéd barmelyik egytitthat6 lehet nulla
is. A rendszeregyenletbdl lathatd, hogy a valaszjel k-adik titembeli értéke a
gerjesztés k-adik titembeli értékétdl, valamint a gerjesztés és a valasz i < k
(multbeli) titembeli értékeitd] fiigg (kauzalitds).

Az (7.19) rendszeregyenlet egy n-edrendii, linedris, dllando egyiitthatds
differenciaegyenlet.

A rendszer invaridns, hiszen a; és b; egytitthatdi dllandék, nem figgenek
a k diszkrét id6t6él. A rendszer linedris, mivel mind a gerjesztés, mind a
valasz els6fokt formédban van jelen.

Tartalom | Targymutatd = = 4186 >



Jelek és rendszerek A rendszeregyenlet
Tartalom | Targymutatd &= = 9187 >

A rendszeregyenlet egy tomorebb alakja a kovetkezé:

ylk] + > aiylk —i] = by s[k —i]. (7.20)
i=1 =0

7.5.2. A rendszegyenlet eloallitasa a halézati reprezentacio alapjan

Egy rendszer rendszeregyenlete meghatarozhat6 pl. a hdl6zati reprezen-

tacidja alapjan. Az eljards menetét a kovetkezd példan keresztiil mutatjuk
be:

Az (1) jelzésti csombpont egy eldgazécsombpont, melynek kimenete y[k],
kovetkezésképp bemenete és lefelé iranyulé kimenete is y[k]. Ez eljut a
(2) jelzésti eldgazécsombpontig. Itt y[k| halad tovébb balra az erésit6 felé
és felfelé az Osszegz6csomoépontba. A bal oldali 6sszegz6csomépontba
igy s[k] és 0,24y[k] megy be, mely Osszeget —1-gyel szorozza az erdsits.
A késleltetd kimenete, ami a kozépsd 0sszegzd egyik bemenete is tehat
—s[k—1]—0,24y[k — 1]. Ez az 6sszeg az y[k]-val 6sszead6dva bemenete lesz
a masik késleltetének. Ennek kiemenete tehat y[k — 1] — s[k—2] — 0,24y [k —2].
A jobb oldali 6sszegz6 kimenete pedig pontosan y[k|, azaz

ylk] = s[k] + y[k — 1] — s[k — 2] = 0,24y[k — 2],

ylk] — ylk — 1] + 0,24y[k — 2] = s[k] — s[k — 2],

ami a hdl6zat és az altala reprezentalt rendszer rendszeregyenlete.

Megjegyezziik, hogy a rendszeregyenlet nem minden esetben irhat6
fel a hal6zatbél kozvetleniil. A 7.6. pontban targyalt dllapotvéltozos le-
irds reguldris hdl6zat esetében azonban mindig el6éllithatd, amelybdl a
rendszeregyenlet szarmaztathat6 (1. 7.7. pont).
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7.5.3. A rendszegyenlet megoldasa

A rendszeregyenlet megolddsanak diszkrét idejii rendszerek esetén az a
célja, hogy azon ylk] iddfiigguényt hatarozzuk meg, amely megolddsa a
rendszeregyenletnek adott s[k| gerjesztés mellett. A megolddas tehdt a
rendszeregyenletével adott rendszer vélasza adott s[k] gerjesztésre.

Hangsulyozzuk, hogy a megoldas egy id6fiiggvény, amely £ minden
értékére megadja a vélaszjel értékét egy képlet formédjaban.

Az id6tartomanybeli analizis sordn a diszkrét idejli rendszeregyenletet
osszetevkre bontdssal oldjuk meg, azaz a megoldast

[ylk] = yuulk] + yi[K] (7.21)

alakban keressiik. Az egyes 0sszetevSkre ugyanazon nevekkel utalunk,
mint a folytonos idejti rendszerek esetében.

Az els6 1épés a vélaszjel yi, [k] szabad dsszetevbjének, tranziensének felirdsa.
A szabad 0sszetev( a differenciaegyenlet homogén megfteleljének dltaldnos
megolddsa, melyet tgy kapunk, hogy a rendszeregyenlet jobb oldalat
nulldnak tekintjiik, mintha nem lenne gerjesztés:

YK+ @iyl — i = 0. (7.22)
=1

Az y, [k] id6fliggvényt az

yir[k] = MAE (7.23)

exponencidlis alakban keressiik, melyben M egy ismeretlen konstans és
A a rendszer sajdtértéke. Helyettesitsiik vissza a tranziens 0sszetevé (7.23)
fuggvényét és megfelel§ eltoltjait az (7.22) homogén differenciaegyenletbe:

<M/\k> +3 (M/\k_i) —0. (7.24)
i=1
Fejtsiik ki az 0sszegzést részletesen:
MM + ai MNP 4 o M2 + .+ a, MAF™ = 0.

Az M \* minden tagban szerepel, igy azzal egyszer{isiteni lehet:

L+ad P a2+ a2 "=0.
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Ez egy negativ kitev&jli polinom. Szorozzunk végig a A" tényezével, s igy
eljutunk a rendszeregyenlet un. karakterisztikus egyenletéhez:

e(A) = X"+ ar A"+ agN P4 L+ a, =0, (7.25)

amelyben egy n-edfokd polinom (és n a rendszam), az un. karakterisztikus
polinom szerepel. Ennek megoldasa pedig n szamu un. sajdtértéket szol-
galtat. Kis gyakorldssal a karakterisztikus egyenlet felirhaté kozvetlentil a
rendszeregyenletbdl.

Attol fliggben, hogy a sajatértékek milyenek, kiilonb6z6 szabad 6ssze-
tevket frhatunk fel.

1.) Minden sajdtérték kiilonbozd. Ebben az esetben a szabad vélasz (tranzi-
ens Osszetevd, vagy homogén altalanos megoldas) altaldnos alakja n szama
fiiggetlen szabad valasz dsszege:

yulk] =D MAY. (7.26)
=1

Minden egyes M;\} szabad valasz megolddsa a homogén differenciae-
gyenletnek, s mivel az linedris, ezért az Osszegiik is megoldas. Az M;
konstansokat a megoldds végén hatarozzuk meg.

2.) Az egyik sajdtérték tobbszords. Ha van olyan sajatérték, amelyik
tobbszoros és a tobbi egyszeres, akkor a szabad vélasz alakja a kovetkezé:

s—1 m—1
yee(t) = Y M+ 3 MiEINE, (7.27)
i=1 =0

A )\ sajatérték tobbszoros, multiplicitdsa m, azaz m szadmu van bel6le. Ebben
az esetben s — 1 + m = n. Az els6é szumma ugyanaz, mint egyszeres
sajatértékek esetén, hiszen az els6 s — 1 sajatérték egyszeres. A méasodik
szummdban az m multiplicitdsnak megfelel6 szdmu tag van, melyekben A,
azonos, és az id6 hatvanyai jelennek meg az exponencidlis kifejezés mellett.
Ha pl. két olyan sajatérték van, amelyik tobbszoros (As, mi multiplicitdssal
és \g, mo multiplicitdssal), akkor a kovetkez6 alakot kell haszndlni:

s—1 mi1—1 mo—1
() = D MM+ D M RNE + Y M,k AE (7.28)
i=1 J1=0 J2=0

Ebben az esetben pedig s — 1 + m1 + may = n. Es igy tovabb.
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3.) Két sajdtérték konjugdlt komplex pdrt alkot. Ha \; és A\, sajatértékek
konjugalt komplex part alkotnak, azaz ha ;11 = A}, akkor a nekik megfele-
16 M; és M konstansok is konjugélt komplex parok lesznek.® Vezessiik
be a kovetkez6 jeloléseket:

N = Nypg = eI
M; = N;&%, My = N;e %1,

Hatdrozzuk meg az M;AF + M; 1 \F, | kifejezését, ami a szabad sszetevd
ezen esetre vonatkozo része:

Yie[k] = Mi)\f + Mi+1)\f+1 = Niej‘pirfew"k + Nje Pipke=ivik,

Itt felhasznaljuk a kovetkez6 Euler-formulat:

e? 4 e7I?

cos(@) =

és a ¢ = V;k + ¢; helyettesitést. A nevez&ben taldlhat6 kettes osztét gy
vissziik be a kifejezésbe, hogy a kifejezést elosztjuk 2-vel, és megszorozzuk
2-vel:

. el (Vikt+pi) 4 o=i(Pik+epi)

% 92 )

Ytr [k] = 2NZT’

azaz

Yir[k] = 2N;rF cos(Vik + ;). (7.29)

Ez utébbi tehat a szabad 0sszetevd abban az esetben, ha két sajatérték
konjugélt komplex part alkot. Ez a fliggvény koszinuszos lefutasu jel (azt
is mondjuk, hogy a tranziens 6sszetevé lengd jellegii), melynek amplittadojat
a sajatérték r; abszolut értéke és az M; konstans abszolut értéke adja. Ez
novekszik, ha r; = |\j| = |Ai+1] > 1 és csokken, ha r; = |A\;| = [Ny < 1,
korfrekvencidjat és faziseltolasat pedig a sajatérték, valamint az M; kons-
tans fazisa adja.

Altalanosan ezen harom eset kombindlva is eléfordulhat.

A mdsodik 1épés a valaszjel ys[k] gerjesztett Osszetevbjének, staciondrius
vdlaszanak meghatdrozasa. A gerjesztett Osszetevd az inhomogén differen-
ciaegyenlet egy partikuldris megolddsa, melyet a gerjesztés, azaz a diffe-
renciaegyenlet jobb oldaldnak figyelembevételével kapunk meg. Tehat ez
az a tag, amelyik fligg a gerjesztést6l (a tranziens Osszetevé fliggetlen a
gerjesztéstol).

¥4 jeloli a komplex konjugaltat.

Tartalom | Targymutatd < = <190 >



Jelek és rendszerek A rendszeregyenlet
Tartalom | Targymutatd < = 4191 >

A staciondrius vélasztol azt varjuk el, hogy hasonlitson a gerjesztdjel
alakjdhoz. Ha tehat a gerjesztés egy elemi fliggvény altal leirt idéfiiggvény,
akkor ahhoz talalhatunk olyan un. prébafiiggvényt, amelyik hasonlit ra, csak
épp a paraméterei ismeretlenek. Erre szolgal a probafiigguény modszer és a
kovetkezd prébafiiggvény-tablizat:

Gerjesztdjel, s[k] Prébaftiggvény, ys[k]

C A

Cq¥, q # A AgF

C cos(Vk) + D sin(9k) A cos(9k) + Bsin(dk)

CkP Ag + Ak + Ask® + ...+ AikP
C\F (egyszeres sajatérték) | AkAF

A proébafiiggvény csak a k > m titemekben igaz, amikor is a differenci-
aegyenlet jobb oldalan 4ll6 Osszes gerjesztés érzékelteti hatdsat (amikor
mindegyik belép).

Miutan kivélasztottuk az alkalmas prébafiiggvényt, helyettesitsiik be
azt a megoldand¢ differenciaegyenletbe:

yst[k] + D aiyselk — i) = > by sk — ], (7.30)
=1 =0

Ebben a lépésben tehdt a probafiiggvényt és annak eltoltjait kell az egyen-
let bal oldaléba, a gerjeszt&jelet és annak eltoljait pedig az egyenlet jobb
oldaldba helyettesiteni. A kiilonboz6 fiiggvények egyiitthatéinak egyezése
annyi linedris egyenletet szolgéltat, amennyi ismeretlen adat van. Ezen
egyenletekbdl felépitett egyenletrendszer megolddsaval megkapjuk a pro-
baftiggvényt.

Az utolsé 1épés a szabad vélasz és a gerjesztett valasz Osszeaddsa, a
valaszjel felirdsa:

ylk] = yur[k] + ysi[ K], (7.31)

azaz a kiszamitott tranziens Osszetevét (az egyel6re ismeretlen konstan-
sokkal) és a staciondrius Osszetevét egyszertien dsszeadjuk. Ebben az id6-
fiiggvényben szerepel n szamu ismeretlen konstans, tehét végtelen szama
megoldés van, s ezek koziil kell kivalasztani azt az egyet, amely kielégiti a
kezdeti feltételeket. Gyakorlatilag egy fliggvényseregbdl valasztunk ki egyet,
amely illeszkedik bizonyos eldirt feltételekhez.

Az n szamu kezdeti feltétel az y[m — 1],y[m — 2],y[m — 3],... ,y[m —n]
feltételeket jelenti, azaz a valaszjel adott titembeli értékeit kell kielégiteni.
Ezzel gyakorlatilag a probafiiggyvény éltal ,behozott” feltételt tudjuk
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kiterjeszteni a k > m feltételr6l a k > m — n feltételre. Ha m = n, akkor
eljutunk oda, hogy a valaszjel a £ > 0 iitemekre érvényes, ha m < n,
akkor a vélaszjel negativ iitembeli értékei is részt vesznek a konstansok
meghatdrozdsaban, ha pedig m > n, akkor csak valamely k£ > 0 titemtdl
kezdve tudjuk meghatdrozni a véalaszjel id6fliggvényét. Ebben az esetben a
,1épésrol 1épésre”-modszer 4dltal szolgaltatott értékeket haszndlhatjuk fel a
valaszjel 0 < k < m — n iitembeli értékeinek megadasara.

Belépdgerjesztés esetén a valaszjel a k < 0 titemekre nulla.

Ha ismerjiik a kezdeti értékeket, akkor az n szamu ismeretlen egyiittha-
téra n szdmu linedris egyenlet all rendelkezése, miutdn felirjuk a valaszjelet
az (7.31) alakban.

Ha az impulzusvélaszt kivanjuk meghatdrozni, akkor nagyon hasonlo-
an kell eljarnunk. Egyetlen lényeges kiilonbség az, hogy a prébafiiggvény
értékét nullanak tekintjiik a £ > m + 1 titemekben, tehdt nem a k > m fite-
mekben, s minden mads 1épés a fentiek szerint torténik. Az impulzusvélasz
tehat csak a tranziens dsszetevé:

(wlk] = yulk], ba k>m+1. (7.32)

7.5.4. A gerjesztés-valasz stabilitas

A ¢(A) = 0 karakterisztikus egyenlet tehat az n-edfoku un. karakterisztikus
polinom (n a rendszdm), melynek megoldédsa n szamu sajidtértéket szolgdltat.
Ha minden sajatérték az egységsugaru kor belsejébe esik, akkor a valasz
tranziens OsszetevGje nulldhoz tart és a rendszer vélasza az yg [k] id6fligg-
vényhez kozelit, amely azonban alakilag megegyezik a gerjesztéssel. Ha
tehat a gerjesztés korlatos, akkor a staciondrius vélasz is korlétos lesz.

Egy rendszeregyenletével adott rendszer akkor és csakis Im{A}
akkor gerjesztés-vdlasz stabilis, ha minden sajdtérték abszo-
liit értéke 1-nél kisebb, azaz /

1
(7.33) \ IR

vagyis, ha minden sajdtérték az eqységsugarii kor belsejében
helyezkedik el.

A Jury-kritérium alkalmas arra, hogy a rendszeregyenletével adott rend-
szer gerjesztés-vélasz stabilitasat vizsgaljuk a sajatértékek meghatarozasa
nélkiil. Ez n 4 1 szamu egyenlStlenség vizsgalatat jelenti, ittaz n = 1,2,3
eseteket mutatjuk be.

’]Ai|<1, i=1,...n,
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Ha n = 1, akkor ¢(\) = A+ a3 = 0, amib8l A = —a; és ez akkor lesz
egységsugaru koron beliil, ha |a;| < 1. Ez egyetlen feltétel (itt nem kell a
kritériumot alkalmazni).

Ha n = 2, akkor ¢(\) = A2 + a1\ + az = 0. Ekkor 3 feltételnek kell
teljestilni:

pA=1)=14a; +az >0,
eA=-1)=1—a; +az >0, (7.34)
1>|a2|.

Ha n = 3, akkor p()\) = A% + a1 A% + ao\ + ag = 0. Ekkor 4 feltételnek
kell teljestilni:

eA=1)=1+4a; +az+a3 >0,
pA=-1)=1—a1+az —ag >0,

1> |CL3 |, (735)
1 as 1 aj
as 1 as ag

Az utébbi egy masodrendii determinéns: |1 — a3| > |az — aja3|. A méasodik
feltételben azért nyil szerepel, mert paratlan n esetén az egyenl6tlenség bal
oldalat —1-el szorozni kell.

A kritérium arra is alkalmas, hogy meghatdrozzuk a rendszer valamely
paraméterét tigy, hogy a rendszer stabilis legyen.

1. Példa Hatdrozzuk meg az aldbbi differenciaegyenletével adott rend-
szer ugrasvalaszat és impulzusvélaszat.

y[k] — 0,8y[k — 1] = s[k].

DSM 5 y[k]

0,8

Megoldas Felrajzoltuk a rendszert reprezentdlé halézatot is. Hatarozzuk
meg az ugrdsvalaszt el6szor a , 1épésrdl 1épésre”-modszer segitségével.
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Ehhez irjuk 4t a rendszeregyenletet tigy, hogy v[k] rekurzivan kifejezhet6
legyen, és helyettesitsiink be a £ = 0,1,2, .. . titemekre:

v[k] = 0,8v[k — 1] + €[k],

v[0] = 0,8v[-1] +¢[0] =0+ 1 =1,

v[1] = 0,80[0] +¢[1] =0,8 - 1+1 =138,
2] = 0,80[1] + 2] =0,8- 1,8 +1 =244, ...,

v[3] = 2,952 stb. Fontos megjegyezni, hogy a vélaszjel a k < 0 id6pillana-
tokban azonosan nulla, ha a gerjesztés belép0 fliggvény, ezért pl. v[—1] = 0.
Ezt a sorozatot a végtelenségig lehetne folytatni, azonban ha pl. a £ = 10000
titembeli értéket szeretnénk meghatarozni, akkor célszertibb lehet az anali-
tikus megoldast meghatdrozni, s k értékét a kapott képletbe helyettesiteni.
A, lépésrol lépésre”-mobdszer nagyon hatékony lehet, ha a rendszeregyen-
letet szamitégéppel oldjuk meg, azonban papiron, kézzel reménytelen. Az
elsd par litembeli értékre azonban sziikségiink lehet az analitikus megoldés
sordn. Hatdrozzuk meg hat az analitikus megolddst 0sszetevSkre bontassal:

v[k] = v [k] + vst[K]-
A tranziens 0sszetev altaldnos alakja a kovetkezo:
v [k] = MR

Helyettesitsiik ezt vissza a homogén differenciaegyenletbe, azaz a gerjesz-
tést tekintsiik nulldnak:

’Utr[k’] — O,SUtr[k — 1} = 0,

azaz
MM —08MN—1 = MN —08MMN A~ = 0.

Az M konstanssal és a \* tényezdvel lehet egyszer(isiteni, majd A-val
beszorozva az egyenletet kapjuk a karakterisztikus egyenletet:

melynek megoldésa szolgéaltatja a rendszer sajatértékét: A = 0,8. A tranzi-
ens Osszetevo tehat a kovetkezo:

vee[k] = MO,8F.
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Az M konstans értékét a kezdeti feltételek érvényesitése (a szamitas utolsé
lépése) soran hatdrozzuk meg.

Hatédrozzuk meg ezutén a staciondrius vélaszt alkalmas prébafiiggvény
valasztasaval. A probafiiggvény alakja olyan kell legyen, mint a gerjesztés
alakja, ami most konstans. Legyen hat a prébafiiggvény v [k] = A kons-
tans, melynek értékét meg kell hatdroznunk (az ugrasvalaszt tehat mindig
konstans prébafiiggvénnyel szamitjuk). Van azonban egy fontos feltétele
a probaftiggvény alkalmazdsanak. A probaftiggvényt csak akkor tételez-
hetjiik fel, ha k > m, azaz k > 0, ugyanis ezekben az iitemekben a jobb
oldal mér belép és érezteti hatasat (ennek akkor van nagyobb jelent6sége,
ha m > 0, 1. kdvetkez6 példa). Helyettesitsiik vissza a probafiiggvényt a
megadott inhomogén differenciaegyenletbe:

vst[k] — 08vs[k — 1] =€[k], = A—-084=1 = A=5.
A teljes véalasz tehat a kovetkezé:
v[k] = M0,8* + 5.

Ez az alak csak k > m, azaz k > 0 id6pillanatokban adhat helyes ered-
ményt a probafliggvény miatt. Az egyetlen M konstans értékét agy kell
megvilasztani, hogy egyet visszalépiink az idé6bena k = m -1 = —1

P

titemre, ahol a valasz értéke nulla, hiszen a gerjesztés belép6:
v[-1]=0=M08'+5 = M=-4

A vélaszjel igy most mér a k¥ > —1 iitemekre érvényes, nekiink azonban
elegendd a k£ > 0 id6pillanatokat ismerni. Az ugrdsvélasz belépd, idofiigg-
vénye pedig a kovetkezd:

olk] = e[k] (5 4. 078k> .

A e[k] fuggvényt a megoldassal egyiitt fel kell tiinteni, ugyanis anélkiil a
vélaszjel a k < 0 (ebben a példdban a k < —1) {itemekre bizosan rossz ered-
ményt adna, hiszen ott v[k] = O0-nak kell teljesiilni.”® Az ugrdsvalasz tehét a
v[k — oo] = 5 konstans értékhez tart, ami a , 1épésrol 1épésre”-mddszerbol
egyel6re nem latszik. A ,1épésrdl 1épésre”-modszerrel ellendrizni lehet

“Ezt érdemes kiprébalni, pl. k = —3 esetén v[—3] = 5—4-0,8° = —2,8125, ugyanakkor
v[-3] =¢[-3] (5—4-0,87%) = 0, hiszen a k < 0 id6pillanatkoban nincs gerjesztés, igy a
valasz értéke is nulla kell legyen. Erdemes megfigyelni azonban, hogy k = —1 esetében
teljestil a feltétel, ugyanis az M konstans értékét v[—1] = 0 segitségével hatdroztuk meg.
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a kapott analitikus megoldast. Fontos megjegyezni, hogy a stacionarius
valasz, azaz amit a prébafiiggvénnyel szdmoltunk a tranziens folyamat
lecsengése utan (stabil rendszer esetében) alland6an fennall.

Hatarozzuk meg ezutdn az impulzusvalaszt. Alkalmazzuk el6szor a
,1épésrdl 1épésre”-modszert:

wlk] = 0,8w[k — 1] + 8[k],

wl0] = 0,8w[—1] +4[0] =0+ 1 =1,

w[1] = 0,8w[0] + 5[1] = 0,81+ 0=0,8,
w(2] = 0,8w[1] + 6[2] = 0,8-0,8 + 0 = 0,64,

Ebbdl az egyszer(i példabol jol latszik, hogy az impulzusvélasz 0,8, azaz
M tipust. Altaldnosan elmondhaté, hogy az impulzusvélasz a tranziens
Osszetevvel egyezik meg, ugyanis a J[k] gerjesztéshez tartoz6 prébafiigg-
vény értéke nulla. Azonban ehhez is tartozik egy feltétel. Ebben a példdban
m = 0, az s[k] = d[k] a k > 0 értékek utan nulla (hiszen k = 0-ban §[0] = 1),
és feltételezhetjiik, hogy a staciondrius valasz is nulla ezen titemekben,

altaldnosan ez a k > m + 1 titemekre 4ll fenn:*!

wlk] = yo[k] = M0,8%, ha k> 1.

Az M konstans értékét (az el6z6khoz hasonldan) a valaszjel k = m+1—-1 =
0 iitembeli értékhez illesztjiik, amit a , 1épésrdl 1épésre”-moédszerb6l mar
ismeriink, azaz w[0] = 1 = M0,8°, igy az impulzusvélasz fiiggvényét
kiterjesztettiik a £ > 0 litemekre:

wlk] = e[k]0,8%.

2. Példa Hatarozzuk meg az aldbbi rendszeregyenlettel adott rendszer
ugrasvalaszat és impulzusvalaszat.

ylk] — 0,8y[k — 1] = s[k] — 2s[k — 1].

ylk]

0,8

Tegyezziik meg: dltaldnos gerjesztés esetén a probafiiggvény a k > m iitemekre ér-
vényes, impulzusvélasz esetében pedig a k > m + 1 {itemekre lehet nulldnak tekinteni a
staciondrius vélaszt.
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Megoldas Felvazoltuk a rendszert reprezentdl6 halézatot is. Hatarozuk
meg az ugrdsvéalaszt el6szor ismét a ,16pésrol 1épésre”’-mobdszer segitségé-
vel:

vlk] = 0,8v[k — 1] + e[k] — 2¢[k — 1],
0[0] = 0.8v[~1] +¢[0] —2[-1] =0+1-0=1,

v[1] = 0,80[0] +¢[1] — 26[0] =0,8-1+1 -2 =—0,2,

v[2] = 0,8v[1] +¢[2] — 2¢[1] = 0,8 (—0,2) +1 —2=—1,16

és igy tovdbb. Az el6z6 példabdl tudjuk, hogy a prébafiiggvény csak a
k > m titemekre igaz. Azt is lattuk, hogy a tranziens 6sszetev hatdrozatlan
konstansait a valaszjel £ = m — 1,m — 2,...,m — n {itembeli értékeire
tdmaszkodva hatdrozhatjuk meg. Ebben a példdban m = 1ésn = 1. Az
el6z6 példahoz hasonléan egyetlen ismeretlen konstans lesz, és a vélaszjel
k=m—1=1-1=0 titembeli értékére lesz sziikségiink, amit a ,1épésrél
lépésre”’-modszerrel tudunk meghatédrozni.

Hatarozzuk meg hat az analitikus megolddst dsszetevékre bontassal. A
rendszer sajatértéke ebben az esetben is A = 0,8, mivel a rendszeregyenlet
bal oldala megegyezik az el6z6 példdban vizsgalt rendszeregyenlettel, a
tranziens Osszetevs alakja tehat a kovetkez6: vy, [k] = M 0,8%.

Hatarozzuk meg a staciondrius vélaszt a probafiiggvény-modszerrel.
A prébafiiggvény konstans: vy [k] = A. A probaftiggvény alkalmazasanak
feltétele, hogy k > m, azaz k > 1. Helyettesitsiik vissza a prébafiiggvényt
a megadott inhomogén differenciaegyenletbe:

vst[k] — 0,8vst [k — 1] = e[k] — 2e[k — 1],

azaz A — 0,84 = 1 — 2, ahonnan A = —5. Ebben a felirdsban nagyon jol
latszik, hogy a jobb oldalon 2s[k — 1] = 2¢[k — 1] helyett csak akkor irhatunk
2-t, ha k > 1, k = 0 esetében ugyanis 2s[k — 1] = 2¢[k — 1] = 0. A teljes
valasz tehat:

v[k] = M0,8% — 5.

Ez az alak csak £ > 1 id6pillanatokban adhat helyes eredményt. Az egyet-
len M konstans értékét a k = m — 1 = 0 titemre tdmaszkodva kell meg-
hatédrozni, v[0] értékét pedig a , 1épésrél 1épésre”-modszerrel mar megha-
taroztuk, igy v[0] = 1 = M — 5, azaz M = 6. Vegyiik figyelembe, hogy a
valaszjel most mér a k£ > 0 titemekre érvényes, azaz belépé:

vlk] = e[k] <6 L0,8% — 5) .
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Az ugréasvalasz staciondrius dllapotban tehét a v[k — oo] = —5 konstans
értékhez tart, ami a probafiiggvény értékével egyezik meg, mivel az a
stacionarius valaszt adja.
A konstans(ok) meghatdrozésa soran tehat tigyelni kell m és n értékére.
Hatdrozzuk meg ezutdn a rendszer impulzusvalaszat is. Alkalmazzuk
eldszor a ,1épésrol 1épésre”-mobdszert:

wlk] = 0,8wlk — 1] + §[k] — 26k — 1],

[k] [

w[0] = 0,8w[—1] + 6[0] — 26[-1] =0+1—0=1,

wl1] = 0,8w[0] + 6[1] — 26[0] = 0,8 -1 +0—2 = —1,2,
w[2] = 0,8w[1] + 5[2] — 26[1] = 0,8 (—1,2) + 0 — 0 = —0,96

és 1gy tovdbb. Az impulzusvélasz analitikus alakja megegyezik a tranziens
Osszetevd altaldnos alakjaval:

wlk] = M0,8",

ha k > m + 1, jelen esetben tehat ha £ > 2, ugyanis a £ = 1 litemben a
—26[k — 1] értéke még nem nulla, k > 2 esetében pedig azonosan nulla. Az
M paraméter értékét az impulzusvalasz k = 2 — 1 = 1 titembeli értékéhez
kell illeszteni, azaz

w[l] =-12=M08 = M=-1p5.

Az impulzusvélasz id6fliggvényét ezaltal kiterjesztettiik a & > 1 titemekre.
Nekiink azonban a £ > 0 titembeli értékekre van sziikségiink. A k = 0
id6pillanatbeli értéket egy egységimpulzus segitségével lehet beirni az
idéfiiggvénybe, tehat az impulzusvélasz a kovetkezo:

wlk] = 8[k] + e[k — 1] (—1,5 : 0,8’“) .
Ezt a formuldt érdemes atirni a kovetkezoképp:
wlk] =0[k] + e[k — 1] (—1,5 : 0,8’“’10,8> -
=0[k] + elk — 1] (—1,2 : 0,8"7_1) .

Tessziik ezt azért, hogy az egyes fiiggvények k, k — 1, k — 2 stb. jelolései
osszehangoltak legyenek.”?

A példédk ismeretében 0sszefoglalhatjuk a kezdeti értékekhez kapcsolo-
do6 szabélyokat:

“2Ez a késdbbiekben nagyon lényeges lesz, szokjuk hat meg ezt a jellésmodot.

Tartalom | Targymutatd < = 4198 >



Jelek és rendszerek Az allapotvéltozés leiras
Tartalom | Targymutatd <= = <199 >

e ham > n, akkor a megoldast nem tudjuk a £ = 0 titemig kiterjeszteni,
csak a k = m —n > 0 iitemig. Az ezen id&pillanat el6tti fliggvé-
nyértékeket egységimpulzusok segitségével adhatjuk meg tigy, hogy
a vélaszjel értékét ezen iitemekben a , 1épésrdl 1épésre”-mobdszerrel
hatdrozzuk meg,

e ha m = n, akkor mindig k = 0 iddpillanatban belép6 valaszt kapunk,

e ha pedig m < n, akkor k negativ értékeire is kiterjeszthetjiik a megol-
dast. A negativ {itemek azonban szdmunkra érdektelenek, hiszen nulla
értékiiek kell legyenek a gerjesztés belépd jellege miatt (kauzalitas).

Ha az impulzusvalaszt akarjuk meghatdrozni, akkor az el6bb elmondot-
tak mind igazak, csak épp minden helyen nem m, hanem m + 1 szerepel.

7.6. Az allapotvaltozos leiras
7.6.1. Az allapotvaltozés leiras definicidja

Egy diszkrét idejii rendszer x;[k] (i = 1, ... ,N) dllapotvdltozéi a viltozék olyan
minimdlis halmaza, amelyek a kovetkez0 két tulajdonsiggal birnak:

1. A rendszert megadd dllapotvdltozés leirds ismeretében az dllapotvdltozdk és
a gerjesztés(ek) k-adik iitembeli értékébol meghatdrozhatd az dllapotvdltozok
(k + 1)-edik iitembeli értéke, és

2. ugyanezen adatokbdl meghatdrozhaté a rendszer vdlaszdnak (vdlaszainak)
értéke a k-adik iitemben.

Ha a rendszer linedris, akkor az &llapotvaltozés leirds egy linedris
differenciaegyenlet-rendszer, a valaszokat pedig linearis egyenletek fejezik
ki. Ha a rendszer invaridns, akkor az dllapotvaltozoés leirdsban szerepld
egylitthatok id6tol fiiggetlen konstansok. A kauzalitds a definicié miatt tel-
jestil. Az allapotvéltozé definici¢jdbol az allapotvaltozds leirds a kovetkezd
alaku:

N N,
zilk +1] = Z Aijri[k] + Z Bijsj[k],
=t =t (7.36)
N Ng
yelk] =D Crjaj[k] + > Dijs;[k]-
j=1 j=1
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Ezen leirdsban szereplé matrixok és vektorok hasonléak a folytonos idejti
rendszerek allapotvaltozos leirasdban szerepld matrixokhoz és vektorok-
hoz: N az éllapotvéltozok szdma (i = 1,...,N), Ny a gerjesztések szama,
Ny pedig a valaszok szdma (j = 1,...,Ns, k =1,... Ny).

Az allapotvéltozos leirdsban szerepld els6 sor egy elsérendii, dllandé
egyiitthatds, linedris differenciaegyenlet-rendszert tartalmaz, amit dllapotegyen-
letnek is neveznek. Ez elsfrendii, mivel csak egyetlen titemmel valé eltolds
szerepel benne, dllandoé egyiitthatds, mert A;;, B;j, Ci; és Dy; egyiitthatok al-
land6k a rendszer invariancédja kovetkeztében (varians rendszerek esetében
Aijlk], Bijlk], Cyj[k] és Dy;lk] lenne), és linedris, mivel az allapotvaltozok
és a gerjesztések els6fokt, azaz linearis médon szerepelnek (nincs pl. egyik
sem négyzeten).

Felirhatjuk mindezt kompaktabb alakban is, az dllapotvéltozoés leiras
normdlalakjdban:

x[k + 1] = Ax[k] + Bslk],

y[k] = Cx[k] + Dslk], (7.37)

ahol x[k] az dllapotvektor és A az N-edrendti kvadratikus rendszermitrix.
SISO-rendszerek esetében az dllapotvéltozos leirds egyszer{isodik:

x[k + 1] = Ax[k] + bslk],
. (7.38)
ylk] = ¢ " x[k] + Dslk],
azaz
l‘l[ki—f‘l] A11 AlN $1[]€] bl
J}Q[/{ + 1] Aor ... Aoy .%‘Q[k‘] by
: = . . : +1 . skl
. Aij .
xN[k:—}—l] An1 ... Ann :L‘N[k:] by (7.39)
l’l[k‘]
xg[k]
y=1[a en | . |+ Dslkl.
N [k]
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A SISO-rendszer dllapotvaltozos leirasat realizalja a kovetkezd hatdsviz-
lat:

D

s[k] Xk +1— i @gy[k]
) S

L

7.6.2. Az allapotvaltozos leiras eldallitasa a haldzati reprezentacio
alapjan

Egy rendszer allapotvéaltozos lefrdsa meghatarozhat6 pl. a halézati rep-
rezantdcidja alapjan. Az eljaras menetét a kovetkezd példan keresztiil
mutatjuk be:

s[k] l y[K]
o z2[k] (1)

Els6 1épésben jeloljiik be az allapotvaltozokat. Ezeket a dinamikus elemek-
hez, azaz a késleltet6khoz kell kapcsolni. A késleltetd bemenete az x;[k + 1]
eltolt dllapotvéltoz6, kimenete pedig az z;[k] dllapotvaltoz6. Az (1) jelt
elagaz6csomopontbdl lefelé az y[k] halad, és ez lesz a kozépsd Osszegzd
egyik bemenete. Az 6sszegz6 masik bemenete az z1 k], azaz

zo[k + 1] = x1[k] + y[k].

Ez azonban még nem az allapotvéltozos leirdsnak megfeleld alak, hiszen a
jobb oldalon y[k] nem szerepelhet. Az egyenletet kés6bb tovabb alakitjuk.
A —1 er0sitésti komponens kimenete az [k + 1]:

z1lk + 1] = —0,24y[k] — s[k],

ami szintén nem felel meg az allapotvaltozos leirds alakjanak. A jobb oldali
Osszegz0 kimenete az y[k|, amely (k] és s[k| Osszege:

ylk] = walk] + s[k],
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aminek alakja megfelels, hiszen jobb oldaldn csak az allapotvéltozo6 és
a gerjesztés, bal oldalan pedig a valasz k-adik iitembeli értéke szerepel.
Helyettesitsiik ezt vissza az el6bbi két eredménybe, és megkapjuk az alla-
potvaltozos leirds normalalakjat:

zilk + 1] = —0,24x9[k] — 1,24s[k],
.Tg[k-i-l] :.731[ ]—l-l’g[k] [ }
ylk] = xo[k] + s[k].

Arra kell tehét torekedni, hogy az egyenletrendszer alakja a fentinek meg-
felel legyen. Ha ez nem allithat6 el6, akkor a hal6zat nem reguldris.

7.6.3. Az allapotvaltozos leiras megoldasa

Kovessiik végig par 1épésben az (7.38) dllapotvéltozods leirasban szerepld
allapotegyenletet a ,,[épésrol [épésre”-mobdszer segitségével. Feltessziik, hogy
az allapotvektor x[0] kezdeti értékét ismerjiik, igy k = 0 helyettesitéssel
megkapjuk az x[1] dllapotvektort:

x[1] = Ax[0] + bs][0].
Ismételjiik meg ezt az eljarast k = 1 helyettesitéssel:
x[2] = Ax[1] + bs[1],
és helyettesitsiik be x[1] kifejezését:
x[2] = A {Ax[0] + bs[0]} + bs[1] = A%x[0] + Abs[0] + bs[1].

Ismételjitk meg ezt mégegyszer k = 2 helyettesitéssel és haszndljuk fel az
el6z6 eredményt:

x[3] = Ax[2] + bs[2] = A {A?x[0] + Abs[0] + bs[1]} + bs[2] =
= A%x[0] + A?bs[0] + Abs[1] + bs[2].

A fenti rekurziv 1épésekbdl a kovetkez6 zart alaka kifejezés adédik a k& > 0
titemekre:

k—1
x[k] = AFx[0] + )~ AP hsi]. (7.40)
=0
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Vizsgéljuk meg ezek utdn az (7.37) allapotvaltozods leiras kimeneti va-
laszjel(ek)re vonatkozo osszefiiggését. Az x[0] értéket ismertnek tekintjiik
(ez a kezdeti érték), segitségével y[0] meghatdrozhato:

y[0] = c"x[0] 4+ Ds[0].
Minden k > 0 titemre helyettesitsiik be y[k] kifejezésébe az (7.40) dsszefiig-
gést:
k-1

y[k] =c"x[k]+Ds[k] =c" {Akx[O] +Z A(kl)ibs[i]} + Dslk],
i=0
majd szorozzunk be a ¢! sorvektorral balrél:
k—1 '
ylk] = cTAFx[0] + <™ A" bs[i] + Ds[k].
i=0
Ez az eredmény alkalmazhat6 y[k| tetsz6leges k > 0 titemre torténé szami-
tdsa soran.

Osszefoglalva tehat az y[k] valaszvektor a kovetkezd zart formulaval
hatarozhat6 meg tetszdleges k értékre:

CTX S = U,
y[k]:{ 0+ Dsl0), k=0; (7.41)

cTAFx[0] + T S8 A-D=ibsi] + Ds[k], k> 0.

Lathat6, hogy a véalaszjel id6fliggvényében nem szerepel az allapotvektor
idoéfiiggvénye.

Hatédrozzuk meg most a SISO-rendszer impulzusvéalaszanak kifejezé-
sét az allapotvaltozos leirds ismeretében. Az impulzusvélasz a Dirac-
impulzusra adott valasz, ami egy belép&jel, azaz a k = 0 titemben az
allapotvektor biztosan nullvektor, hiszen nincs gerjesztés: x[0] = 0. Ez a
diszkrét idejii dllapotvektor kifejezésébdl is latszik, mivel £ = —1 helyette-
sitéssel adodik, hogy

x[0] = Ax[—1] + bs[—1] = 0.

Ennek kovetkeztében az allapotvektor a k < 0 litemekre azonosan nulla.
Vizsgaljuk meg el6szor az allapotvektor egységimpulzusra adott véla-
szat. Helyettesitsiik az (7.40) kifejezésbe az s[k] = J[k] gerjesztést:

k—1
wylk] = A= b].
=0
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Tudjuk, hogy a d[k] Dirac-impulzus csak az i = 0 titemben egységnyi, s
minden mas iitemben nulla, igy az 6sszegzést nem kell elvégezni, hiszen
i > 0 értékekre a 0[] tgyis nulldt ad, azaz

wylk] = e[k — 1]A* b,

A rendszer vélasza azonban fontosabb informaci6t tartalmaz, a rendszer
impulzusvilaszat. Helyettesitsiik most az (7.41) kifejezésbe a s[k] = J[k]
gerjesztést:

Ds[0], k= 0;
wlk] = k—1 ;
et Yy AR=D=ibg[i] + DG[k], k > 0.

A kifejezés els6 sora egyértelmti, csak a k = 0 titemben ad nullatél kiilon-
bo6z6 értéket, ami pontosan a D értékével egyezik meg. A masodik sort
atirhatjuk az el6z6ekhez hasonléan:

wlk] = e[k — 1]cTAF b,

A két részeredményt dsszevonva kapjuk az impulzusvalasz kifejezését:

wlk] = DS[k] + e[k — 1]cTA* b, (7.42)

7.6.4. Az aszimptotikus stabilitas

Egy diszkrét idejtl, linedris, invaridns rendszer akkor aszimptotikusan stabilis, ha a
gerjesztetlen rendszer dllapotvektora k — oo esetén nulldhoz tart tetszéleges x[0]
kezdeti érték esetén:

lim x[k] = 0. (7.43)

k—oo

Ez gyakorlatilag az 4llapotvektor Dirac-impulzusra adott vdlaszanak meg-
hatdrozéasat és a limy,_.o. Wx[k] hatdrérték vizsgalatat jelenti, amely A* — 0
esetén cseng le. A kovetkez6kben latni fogjuk, hogy ez a matrixfiiggvény
akkor tart a nullmatrixhoz, ha A minden sajatértéke egységsugarta koron
beliil helyezkedik el.
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Im{r}
Az dllapotvektor tehdt akkor tart nulldhoz (a rendszer
akkor aszimptotikusan stabil), ha a rendszermdtrix minden % \1
sajdtértékének abszoliit értéke 1-nél kisebb: /Re o
Af<1, i=1,....N.| (7.44)

A rendszermétrix karakterisztikus polinomjanak meghatdrozasa utédn, an-
nak egyiitthatéinak segitségével is meg lehet allapitani, hogy a rendszer
aszimptotikusan stabilis vagy sem. A feltételeket 1. 192. oldalon.

Ha wy [k] nulldhoz tart, akkor (7.42) alapjan a rendszer impulzusvélasza
is nulldhoz tart. Azaz, ha a rendszer aszimptotikusan stabil, akkor gerjesztés-
vidlasz stabil is. Ez forditva nem biztos, hogy igaz, s6t bizonyos feltételek
mellett az aszimptotikusan nem stabil rendszer lehet gerjesztés-valasz
stabilis.”®

7.6.5. A matrixfiiggvény szamitasa

Diszkrét idejii rendszerek allapotvaltozos leirdsanak megoldésa sordn sziik-
ségiink van tehat az A* matrixfiiggvényre. A métrixfiiggvényt a folytonos
idejti rendszer allapotvaltozos lefrdsanak megoldédsa sordn mar targyaltuk,
igy azt nem ismételjiikk meg, viszont egy példat 1épésrdl 1épésre bemuta-
tunk.

Annyit azonban emlékeztet6iil jegyezziink meg, hogy ha a matrix min-
den sajatértéke egyszeres, vagy van tobbszoros sajatérték, de a minimaél-
polinom gyokei egyszeresek, akkor a Lagrange-féle matrixpolinomokat
alkalmazzuk:

M
F(A) =" F()Li(A), (7.45)
=1

ahol L;(A) jeloli a meghatdrozand6 Lagrange-mdtrixokat (definicidjat és
meghatarozdsdnak menetét 1. 66. oldalon). Diszkrét idejti rendszerek
esetében a fiiggvény f(z) = x* alak, tehat

M
AP =" NLi(A). (7.46)
=1

Ha a métrixnak van tobbszoros sajatértéke, és minimalpolinomjanak
gyokei kozott is van tobbszoros, akkor az Hermite-féle matrixpolinomokat

“Minderre a 9. fejezetben még visszatériink.
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alkalmazzuk:
M Bi—1
=> > fY0)H;(A), (7.47)
=1 5=0

ahol H;;(A) jeloli az Hermite-mitr zxokat (I. 69. oldal). Diszkrét idejti
rendszerek esetében a fiiggvény f(z) = z* alakd, tehat™

Bi—1

T ﬁlj)‘)\f TH;;(A). (7.48)

M
AF =3

Példa Hatarozzuk meg az alébbi dllapotvaltozos leirasaval adott SISO-
rendszer ugrasvalaszat, impulzusvélaszét és az s[k] = £[k]0,5* gerjesztésre
adott vélaszat.

(2l =[0 0] [ 2]+ [ o
i =0 1] 20 ] e

Megoldas Elso lépésben hatarozzuk meg a rendszermatrix sajatértékeit:

= AA—1)4+024=X—-X+0,24=0.

A 0,24
Day = |

-1 A-1

A sajatértékek szdmitdsara hasznaljuk a masodfoku egyenlet megolddkép-
letét:

\ bt Vb?—4dac 14+1-4-0,24 N {)\1:(),6,
1,2 = =

2a - 2 Ao = 0,4.

A sajatértékek egyszeresek, tehdt tovdbbi vizsgalat nélkiil eldonthetd, hogy
az A* métrixfiiggvényt a Lagrange-féle matrixpolinomok segitségével ha-

*Gondoljuk végig az z* fﬁggvény derivaltjait: (a:k)/ = ka* 1, (2% = (ka1 = k(k—
DaF=2, ()" = (k(k - 1) %Y = k(k—1)(k—2)2"3 ésigy tovabb Ugyanakkor irhatjuk
ugy is, hogy k = (& ') = 1 2. (}:k 1ik =k k(k-1) = (kE!Q)! = (k fﬁ(kz)l)k =k(k—1)
és igy tovabb. Altalanosan tehat (k ]), =k(k—1)(k—-2)...(k—3j —|— 1), és pont erre van
sziikségiink a derivaltak kifejezésében.
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tdrozzuk meg. A két Lagrange-maétrix a kovetkez6képp szdmithato:

A-)NE A-\E 1
Li(A) jgﬂ N T e oy A E)

1 0 —024] [04 O B
- 0,6-04 11 0 04|
1 [-04 0247 [ -2 —12

0,2 1 06 | | 5 3 |

Az Lj(A) Lagrange-matrix hasonléképp szdmithato:

A-NE A-M\E 1
L2(4) jgﬁ PP VS P VD I W

1 0 —024] [06 0 B
- 0,4—-0,6 11 0 06 |
1 7-06 —024] [ 3 1.2
02 1 04 | | -5 -2 |~

Ellen6rzésképp szamitsuk ki a két Lagrange-matrix 0sszegét:
—2 —12 3 12]1 10
Ll(A)+L2(A)[5 3 ]+[—5 —2][0 1]’

ami a masodrendi egységmatrix, ahogy annak lenni kell.
A Lagrange-matrixok ismeretében az A* matrixfiiggvény a kovetkezs-
képp hatdrozhaté meg;:

Asz’le(A)H’SLz(A):o,G’“[ P ]+0,4’“[ _35 1_’3}:

[ -2-06F+3-04" —1,2.06F+1,2.0,4"
| 5.06F—5-04*F 3.0,6F —2.0,4F

Ezen 1épéseket mindig ugyanigy kell megtenniink, mert ezek a gerjesztéstol
fiiggetlenek.

Hatarozzuk meg gyakorlasképp az x[k] allapotvektor id6fliggvényét az
(7.40) alapjan. Az allapotvaltozok kezdeti értéke nulla, mivel a gerjesztés
belépd, igy

k—1
x[k] =Y AP "hgi].
i=0
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Sziikség van tehat az A*~1)~'b szorzatra. Szamitsuk el8szor ki az AFb

szorzatot, majd az eredményben minden k helyébe irjunk (k —
szorzat tehat a kovetkez6:

5-0,65F — 50,4k 3-0,6F —2.0,4* 1,5
B [ —1,32-0,6F + 1,08 - 0,4% }

AR — [ -2.0,6F+3.04% —-1,2.0,6F+1,2-04F H —0,24

3,3-0,6F — 1,8 0,4%
amibol

A—D)—i [ 1,32 0,60~ 4 1,08 0,41~ ]

3,3-0,6(-D— _18.04k-1)—

—i-t. A

Az éllapotvéltozok idofiiggvénye meghatdrozhaté a konvoltci6 targyala-
sakor bemutatott példdk ismerete alapjan. Az 0sszegzés fels6 hatdrdban
(k — 1) all (. (7.40)), a mértani sor Osszegképletét ismerjiik, ha a fels6
Osszegzési hatar k. Vezessiik le a mértani sor 0sszegképletét, ha a fels

hatar (k — 1):

k-1 k
i=0 i=0 1=q 14 1—a
_1-d*q—d"+d"q¢ _1-¢
1—¢ l—q

(7.49)

Hasznéljuk ki ezt az 0sszeftiggést, igy kissé rovidebb lesz a szamitéds. Az

x1[k] id6fuiggvényének meghatarozasa tehdt (s[i] = 1) a kovetkezd:

N
—_

zlk] = > (~1,32- 060707 11,08 040 D~) —

(1) k—1 1 3 k—1
= —1,32.0,6"1 1,08 - 0,4F71
'Z <0 6> + 7 7 1=0

Il
=)

OJ

G
= 1,32 0,65 17 08 -0,
- () NG
(3 —1,32-0,6° +1,32  1,08-04F 1,08 _

0,6 -1 * 04-1
“)

= _-15+33-0,6°—-1,_8-04".

2)

) 1080410 <0f
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Az (1) 1épésben tegyiik meg a szokdsos mtiveleteket, vigytiik ki az 6sszegzés
elé az 0sszegzés szempontjabol konstansnak tekinthet6 tagokat, majd a (2)
lépésben hasznéljuk fel a fentebb targyalt 6sszegképletet. A (3) 1épésben
szorozzunk be a tortek el6tt all6 kifejezésekkel, az els6 tort szadmlalojat és
nevezdjét szorozzuk be 0,6-del, a masodikét pedig 0,4-del, majd vonjunk
Ossze a (4) 1épésben. Mivel a gerjesztés belépd, az allapotvaltozo is az lesz:

w1 [k] = e[k] (—1,5 +33.0,6F 18- o,4’“> .

Erdemes megfigyelni, hogy ezen jelalak a k = 0 iitemben null4t ad, ahogy
azt a kiinduldsnal megadtuk.

Az xo[k] allapotvaltoz6 id6fliggvényét ugyanigy kell szamolni. A rész-
leteket itt mell6zziik, mert az z;[k] szdmitdsdnak attekintése utan ezt ha-
sonléan meg lehet tenni. Azaz

Ea
Ju

xo[k] = {373 06D _18. 074(k—1)71}

— c[k] (5,25 —8,25-0,6°+3- o,4’f) .

Il
=)

Hatarozzuk meg a valaszjelet is (7.41) alapjan. Megjegyezziik, hogy az
dllapotvéltozok szdmitdsa nem sziikséges a vélaszjel szdmitasdhoz, azo-
kat csak gyakorldsképp hatdroztuk meg. A k = 0 titemben a vélaszjel a
kovetkezé (x[0] = 0):

y[0] = cTx[0] + Ds[0] = 1.
Ak > 0 titemekre pedig a kovetkezdképp szamithatjuk:
k—1 4
ylk] =™ AP D ""bs[i] + Ds[k],
i=0
ahol az A*~D~’b szorzatot méar meghataroztuk. Sziikségiink van azonban
a kovetkez6 szorzatra:

_ _1.32. 0.6k—D—i L0 4k~
T x (h—D)ip _ 1,32-0,6 +1,08-04
c A b=[0 1] { 3,3-0,6(-D=i _1,8.04k-1i

=3,3-0,6F"D""_18.04Fk D7,

Ezt visszahelyettesitve az y[k| Osszefliggésébe kapjuk, hogy

E

ylk] = [3,3 0,600 _18. 0,4(’“1)*1} ey

i

—_

I
o
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Az 9sszegre rdismerhetiink: ez pontosan az z3[k], amit azonban mar meg-
hataroztunk, igy az ugrasvalasz a kdvetkez6:

ylk] = o[k] = e[k] (6,25 —8,25-0,6°+3- 0,4’“) .

Ez a fuggvény kielégiti az y[0] = 1 értéket is.
Hatdrozzuk meg ezutdn az impulzusvélaszt az (7.42) 6sszefiiggésbol
kiindulva:

w[k] = DI[k] + e[k — 1]cT A 'b.

Ehhez azonban mar kiszdmitottuk a sziikséges szorzatokat, igy
wlk] = olk] + el — 1] (3,3- 0,6~ 18- 0,4571).

Végiil hatdrozzuk meg az s[k] = £[k]0,5* gerjesztésre adott védlaszt. A
valaszjel szdmitdsanak ismert (7.41) osszeftiggését alkalmazzuk. A k =0
titemben a vélaszjel a kovetkez6 (x[0] = 0):

y[0] = c"x[0] + Ds[0] =
Ak > 0 titemekre pedig a kovetkez6képp szamithatjuk:

k—1
ylk] =™ AP D ""bs[i] + Ds[k].
i=0
Helyettesitsiink be ezen formula szummadjdba és vezessiik le a vélaszjel
kifejezését:

S
—

(3,3-0,6('“’1) —1,8.04k-1-i )o 5 =

Il
o

3

—1
W33.061 (

7

??‘

k—

1
(&) -
=0
5
2)

2 330,60 <0’6> _ 178,074k—11_<()/1)k

- (5) - (52)

(3:)3,3-0,6’“ 33-05" 18-04%—18.05"
0,1 —0,1

o

,9
,6

) — 11,8041

Il
=)
==}

(2

—_
(=)

Az (1) 1épésben szorozzunk be a 0,5¢ tényezdvel és vigyiik ki az 6sszegzés
elé az 0sszegzés szempontjdbol konstansnak tekinthet6 tagokat. Haszna-
juk a mértani sor dsszegképletének kifejezését a (2) 1épésben, majd a (3)
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lépésben szorozzuk be a torteket az el6ttiik all6 taggal és alakitsuk at az
emeletes torteket. Osszevonds utdn kapjuk, hogy

ylk] = e[k] (33 0,68 +18-0,4F —51- 0,5’“) + e[k]0,5% =
— £[k] (33 0,68 + 18- 0,4F — 50 - 0,5’€) .

Ez a kifejezés a k = 0 titemre 1-et ad, ahogy azt fentebb kiszamitottuk.

7.7. Az allapotvaltozos leiras és a rendszeregyenlet kapcsolata

A rendszeregyenlet és az allapotvaltozos leirds egy rendszer két kiilon-
b6z6 matematikai megfogalmazdsa. Mivel ugyanazon rendszert irjak le,
kozottiik kapcesolat kell legyen.

7.7.1. Az allapotvaltozos leiras meghatarozasa a rendszeregyenlet is-
meretében

Példa Hatdrozzuk meg az aldbbi dllapotvéltozos leirdssal adott rendszer
rendszeregyenletét.

ylk] — 0,8y[k — 1] = s[k] — 2s[k — 1].

Megoldas A cél tehat dllapotvéltozok bevezetése, és a rendszeregyenlet
atalakitasa allapotvaltozos leirdssa. Arra kell tigyelniink, hogy az éllapot-
véltozos leirds jobb oldaldn az dllapotvaltozok és a gerjesztés k-adik, bal
oldaldn pedig az allapotvaltozok (k + 1)-edik, tovabba a vélaszjel k-adik
titembeli értéke szerepeljen. A megoldds menete a kovetkez8. El6szor
azt kell meghatdroznunk, hogy hany éllapotvéltozé sziikséges a rendszer
lefrdsdra. Ez a rendszeregyenletb6]l mindig megallapithaté: N = max(n,m),
vagyis n és m értékek koziil a nagyobbik szamd, jelen esetben NV = 1. Els6
lépésben rendezziik 4t a rendszeregyenletet tigy, hogy annak bal oldaldn
csak y[k| szerepeljen:

ylk] = 0,8y[k — 1] + s[k] — 2s[k — 1].

Ebben s[k] az egyediili, amelynek a k-adik titembeli értéke szerepel, ezt
tehat hagyjuk meg, mert az allapotvaltozds leirdsban pont s[k] szerepel, a
masik két tagot pedig jeldljiik az x4 [k] dllapotvaltozéval, azaz

x1k] = 0,8y[k — 1] — 2s[k — 1],
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s igy ylk] = x1[k] + s[k]. A valaszjel igy rendben is van, hiszen k-adik
titembeli értéke az dllapotvaltozé és a gerjesztés k-adik iitembeli értékei
altal meghatarozott, ahogy azt a definici6 is mondja. Toljuk el ezutdn x (k]
kifejezését, mivel az allapotvéaltozos leirds bal oldaldn az 4llapotvaltozok
k + 1-edik titembeli értéke kell szerepeljen:

z1k + 1] = 0,8y[k] — 2s[k].

Vegytiik szemiigyre ezt a felirdst. Ebben s[k| szerepel, amelyet mar nem kell
modositanunk, tovdbbd y[k], amelynek azonban semmi keresnivaldja az
egyenlet jobb oldaldn. Azonban fentebb meghatédroztuk y[k] kifejezését a
helyes alakban. Helyettesitsiik azt vissza az utébb felirt egyenletbe:

zilk + 1] = 0,8 {x1[k] + s[k]} — 2s[k] = 0,8z [k] — 1,2s[k].
Ez az alak mar megfelel a definiciénak, azaz az allapotvaltozoés leiras a
kovetkez6:
z1[k + 1] = 0,8z1[k] — 1,2s[K],
ylk] = z1[k] + s[k].

Az atalakitas megoldhat6 egyetlen lépésbe is, a folytonos idejii rendsze-
reknél is alkalmazott mdsodik Frobenius-alak, vagy mas néven megfigyel alak

segitségével™:
0 0 0 -—an by — boan
10 0 —an—1 by—1—boan—_1
0 1 0 —an— by_o — boan—
x[k + 1= N2 |x[k]+ | ON-2—boan—2 | 4[],
| | Do - i : ¥ (7.50)
00 | —a; b1 — boay
ylk]=[ 0 0 -+ 0 1 ]x[k]+bos[k].

7.7.2. Arendszeregyenlet meghatarozasa az allapotvaltozos leiras is-
meretében

Példa Hatarozzuk meg a kovetkez§ dllapotviéltozos lefrdsdaval adott rend-
szer rendszeregyenletét.

IR F b R el P

ylk=[0 1] [2% } + s[k].

% Az els Frobenius-alak, vagy szabdlyozé alak meghatarozhaté a méasodik alak ismeretében
(vagy megforditva): A; = AT by =cf, ci = bY és D1 = D (az indexek az elsé és a
masodik alakra utalnak).
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Megoldas A cél az éllapotvaltozok kiejtése az dllapotvaltozos leirasbol. A
megoldas menete a kdvetkezd. A vélaszjel egyenletét V-szer el kell tolnunk
1 titemmel. Ez4altal kapunk egy N + 1 egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszert,
amely tartalmazza az allapotvaltozok k-adik iitembeli értékét, tovabba a
gerjesztés és a vélasz k-adik, (k+1)-edik, . .., (k+ N)-edik titembeli értékét.
Az egyenletrendszer megolddsa sordn ismeretlennek tekintjiik az N szamu
allapotvaltozot és az y[k + N| valaszt. Ez pontosan N + 1 szdmu ismeretlen.
A cél y[k + N] kifejezése egyetlen egyenlettel (a rendszeregyenlettel) tigy,
hogy az egyenlet ne tartalmazzon éllapotvaltozot.

Mindig a vélaszjel egyenletébdl indulunk ki. Toljuk el ezt egy titemmel:

ylk + 1] = zalk + 1] + s[k + 1].
Helyettesitsiik be ezutdn z3[k + 1] kifejezését az allapotaltozods leirasbol:
ylk + 1] = z1[k] + x2[k] + 1,5s[k] + s[k + 1].
Toljuk el egy titemmel a kapott y[k + 1] egyenletet:
ylk + 2] = z1[k + 1] + 22[k + 1] + 1,5s[k + 1] + s[k + 2],
majd helyettesitsiik be 1 [k + 1] és z2[k + 1] kifejezését az dllapotvaltozos
leirasbol és vonjunk dssze:
y[k: + 2} = —0,24x9 [k] — 0,248[/€] + $1[1€] + .TQ[H'F
+ 1,5s[k] + 1,5s[k + 1] + sk + 2] =
= x1[k] 4+ 0,76z2[k] + 1,26s[k] + 1,5s[k + 1] + s[k + 2].
Az N = 2 szamd eltolds utdn kaptunk egy N + 1 = 3 egyenletbdl 4ll6
egyenletrendszert, amelyben ismeretlen az z1[k], az z2[k] (azért kellett
visszahelyettesiteni az allapotvektort, hogy az allapotvaltozoknak csak
a k-adik tutembeli értéke szerepeljen) és az y[k + 2]. Oldjuk meg ezt az
egyenletrendszert. Fejezziik ki az y[k] egyenletébdl az x5 k| dllapotvaltozot:
xo[k] = y[k]—slk], és helyettesitsiik vissza az y[k+1] és y[k+2] egyenletekbe.
Rendezés utan a kovetkezét kapjuk:
ylk + 1] = z1[k] + y[k] + 0,5s[k] + s[k + 1],
y[k + 2] = 1 [k] 4+ 0,76y[k] + 0,5s[k] + 1,5s[k + 1] + s[k + 2].
Ezen egyenletek mar csak az z1[k| és y[k + 2] ismeretleneket tartalmaz-

za. El6bbibdl fejezziik ki x; [k]-t, majd helyettesitsiik vissza azt az utols6
egyenletbe:

ylk + 2] = y[k + 1] — 0,24y[k] + s[k + 2] + 0,5s[k + 1].
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Ez azonban még nem a teljes végeredmény, a rendszeregyenletben ugyanis
késleltetések szerepelnek. Toljuk el ezért a kapott eredményt N = 2-vel,

igy:
ylk] = ylk — 1] — 0,24y[k — 2] + s[k] + 0,5s[k — 1],

vagy ami ezzel ekvivalens:

ylk] — ylk — 1] + 0,24y[k — 2] = s[k] + 0,5s[k — 1].
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8. DI rendszerek analizise a frekvenciatartomany-
ban

8.1. Szinuszos allandosult valasz szamitasa
8.1.1. A szinuszos jel

A diszkrét idejii szinuszos jel az w = & korfrekvencidja folytonos idej
szinuszos jelbdl (1. el6z6 fejezet) szdrmaztathatd, ha abbdl T idkozonként
mintdkat vesziink.

Vélasszuk el6szor a mintavételi peri6dusidét T = % (K>0ésK €7)
értékiinek. Ekkor egy periédusbél pontosan K szdmti mintat vesziink, ami
egy diszkrét idejli szinuszos jelet eredményez. Abban az esetben, ha a
mintavételi periddusidét a kétszeresére noveljiik, akkor két periddusbol
vesziink K szdmu mintdt, ami szintén egy diszkrét idejli szinuszos jel
lesz. Ezt legfeljebb K — 1 szamu periédusra végezhetjiik el, az eredmény
pedig mindig egy diszkrét ideji szinuszos jel. Ha ugyanis K szamu mintat
vennénk egyenletesen K szdmu periédusbol, akkor minden mintavétellel a
jel ugyanazon értékét kapnank, ami pedig egy konstans értékii jel lenne.
Jeloljik a mintdk szamat K-val, és M -mel a folytonos idejti jel figyelembe
vett periddusainak a szamat.

Nem sziikségszer(i tehat az, hogy a mintavételezés Ty peridduside-
jének egész szamu tobbszordse egyenls legyen a folytonos idejti jel T
periddusidejével, azonban a mintavételezési id6 egész szdmu tobbszorose
egyenld kell legyen a folytonos idejii jel periédusidejének egész szamu
tobbszorosével. Az el6bbi jelolések alapjan tehat

M T,

MT = KT, — : 8.1
= E =7 8.1)

Ellenkezd esetben a kapott diszkrét idejii jel nem lesz periodikus. Az

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t[ms] t[ms] t[ms]

8.1. dbra. Folytonos idejii periodikus jelbol mintavételezéssel kapott diszkrét idejil
periodikus jelek
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elmondottak illusztraldsa céljdbol vegyiik szemiigyre a 8.1. abrat. Itt egy
folytonos idejii szinuszos jel lathat6 (7' = 10 ms), amelyb8]l harom médon
mintdkat vettiink. Az elsé dbran T, = 2 ms. Ebben az esetben 5 mintavételi
periddus utdn pontosan elériink egy periédus végére, azaz M = 1és K = 5.
A masodik abran Ty = 4ms, s lathato, hogy 2 periédus sziikséges ahhoz,
hogy a mintavett jel ismétlddjék, azaz M = 2 periddus sziikséges a K = 5
mintdhoz. A harmadik dbran T; = 1—30ms, sitt M =1és K = 3. Alényeg
tehdt az, hogy az 4% hanyados két pozitiv egész szam hanyadosa, azaz egy
raciondlis szdm legyen. Ekkor a mintavételezéssel kapott diszkrét idejti
jel is periodikus. Az 4brakbol kittinik, hogy ha M = 1, akkor egy ¥ = 2%
korfrekvencidju szinuszos jelet kapunk, ugyanis ekkor a folytonos idejii
szinuszos jel egyetlen peri6édusabol vesziink K szamu mintét.

Egy folytonos idejti szinuszos jel idéfiiggvénye a (5.1) Osszefiiggés
szerint a kovetkezd:

s(t) = S cos(wt + p),

ahol S > 0 a jel csuicsértéke, vagy amplitiiddja, p pedig a jel kezddfdzisa
(0 < p <27, vagy —7m < p < m). A mintavételezés soran a folytonos idejti
jelbdl t = kT idépillanatokban vesziink mintat:

s[k] = s(t)],—pp, = S cos(wkTs + p),

ahol ¥ = wT§ az un. diszkrét idejii korfrekvencia. A diszkrét idejti szinuszos
jel idéfuggvénye tehat a kovetkezo:

[s[k] = S cos(Vk + p). | (8.2)

Lattuk, hogy ez csak akkor periodikus, ha a

2r T.
Y = CUTS = ?TS = 277'?5

korfrekvencidban szerepld 2 hanyados (8.1) szerint egy raciondlis szdm,
s mint ilyen felirhat6 két (jelen esetben pozitiv, hiszen csak pozitiv kor-
frekvencidrol beszéliink) egész szam hanyadosaként, azaz ¢ = 27 4%, ahol
M € Nés K € N és egyik sem nulla. Ezt tgy is mondhatnank, hogy a
diszkrét idejti jel akkor periodikus, ha a - hanyados egy raciondlis szémot
ad eredményiil:

v Ty M
Példaul az s[k| = 2 cos(3k) diszkrét idejii jel nem periodikus, hiszen 9 = 3,
sigya % = 75 hanyados irracionélis szdm. Ugyancsak nem periodikus az
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s[k] = 3cos (V2Zk + ) jel sem, hiszen a 5= = %, ami szintén irracionalis.
Az s[k] = 2 cos(2nk) jel viszont periodikus, hiszen a o= = % egy racionalis
szam.

A diszkrét idejii jel periédusa (diszkrét idejti periédusideje) K, ami egy
mértékegység nélkiili pozitiv egész szam, a ¥ korfrekvencia SI mértékegy-
sége pedig radidn.

A diszkrét idejli szinuszos jel természetesen értelmezhetd a folytonos
idejii jeltdl fliggetlentil is:

slk] = S cos (Vk + p) = S cos (27'(]}\?16 + p) , (8.4)

Diszkrét idejii szinuszos jelekre példakat lathatunk a 8.2. abran. Lathato,
hogy kiilonboz6 K és M értékek ugyanazon diszkrét idejti jelet eredmé-
nyezhetik.

2 2 2
1 1 1
X0 X0 X0
"’ NN
-1 -1 -1
-2 -2 -2
-2 0 4 6 -2 0 2 4 6 -2 0 2 4 6
k k k

8.2. abra. Diszkrét idejii szinuszos jelek K = 4 periddussal, M =1, M = 2 és
M = 3 értékek mellett

8.1.2. A szinuszos jel komplex leirasa

A diszkrét idejli szinuszos jelek leirdsara ugyanolyan médon alkalmazzuk

a komplex lefrdst®®, mint ahogy a folytonos idejti jelek esetében, azaz:
slk] = S cos(Vk + p) = Re {Sej(w”p)} = Re {Sewkejp} , (8.5)
ahonnan
S=S8e" = s[k]=Re {Eeﬁ%} = Re {3[k]}. (8.6)

Az S neve ebben az esetben is komplex amplitiidé, vagy komplex csiicsérték,
amely két informéaciot hordoz: a jel S csticsértékét és p kezdodfazisat. A

% A komplex szdmok bevezetését itt nem ismételjitk meg, a részleteket 1. 82. oldalon.
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diszkrét ideji jel komplex pillanatértéke pedig az 5[k] = Sel’* kifejezés, amely
egy forgo fazor: abszolut értékét és kezd6fazisat az S csticsérték és a p szog
adja, helyzete, azaz ahova a vektor mutat az ¢/’% fazor hatdrozza meg
minden egyes k id6pillanatban. A fazor minden egyes k {itemben a ¥k szog
irdnydba mutat. Ez a fazor az dramutato jardsaval ellentétes irdanyban ¢
korfrekvencidval forog, és a valos tengelyre vett vetiilete, azaz a komplex
pillanatérték valos része adja a (8.2) idoéfliggvényt. A képzetes tengelyre
vett vetlilete, azaz a komplex pillanatérték képzetes része egy ugyanilyen
amplitadaja, fazisszogi és korfrekvencidja szinuszos jel.

Az elmondottak illusztréldsa céljabol az s[k] = 2 cos(% k) jel fazorjat és
idéfliggvényét vazoltuk fel a 8.3. dbran.

2 P 2
AKk=1,4,...
//
1 / 1
/
/
1 —_
£ i~
0 X 0
= x=0,3,6 | P
/
\ /
-1 5\ / -1
N / ,
AN
~k=2,5, ..
-2 i o -2
-2 -1 0 1 2 0 1 2 3 4 5 6
Re k

8.3. dbra. Egy diszkrét idejil szinuszos jel komplex pillanatértékének és iddfiiggué-
nyének illusztrdcidja

Ha a gerjeszt6jel korfrekvencidja ¥ és a rendszer linedris, akkor a rend-
szer kimeneti jelének a korfrekvencidja is ) lesz. Azaz a gerjesztés és a
valasz korfrekvencidja megegyezik. Ezért az e/F tényezével nem is kell
foglalkoznunk, mert az csak a korfrekvenciat tartalmazza.

A kovetkezo Osszefiiggéseket a kés6bbiekben tobbszor is alkalmazni
fogjuk.

1.) Diszkrét idejii jelek esetében is igaz, hogy az s [k] és sa[k] szinuszos
jelek 0sszege és kiilonbsége a jelek komplex cstcsértékének meghatdrozasa
utdn a kovetkezdképp képezhett:

sk =sik] skl & S=51%5,| (8.7)

2.) Egy K val6s szdmmal végzett szorzas a vektor hosszat, azaz a
csticsértéket valtoztatja meg;:

ylk] = Kslk] < Y =KS. (8.8)
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Ha K > 0, akkor y[k] és s[k] fazisban vannak, ha K < 0, akkor egyméshoz
képest 180°-kal vannak eltolva.

3.) Sziikségiink lesz a késleltetett jel komplex csticsértékére. Irjuk fel
tehat az s[k| jel késleltetett megfelel6jének id6fliggvényét, felhasznalva a
komplex csticsérték és a komplex pillanatérték (8.6) definicidjat:

s[k — 1] = Re {EeW—U} ~ Re {?@ﬁke—iﬁ} . (8.9)

Ezen 0sszefiiggésbdl 1athatd, hogy az iddbeli késleltetés a komplex csticsér-
tékekre 4ttérve eI tényezbvel torténd szorzést jelent, azaz

ylkl =sk—1 < Y =8’ (8.10)

azaz a késleltetett y[k] jel fazisban ¥ szoggel késik az s[k] jelhez képest.
Altaldnosan, K iitemmel torténd eltoldsra a kovetkezd osszefiiggés 4ll fenn:

ylk] = slk — K] < Y =8e VK, (8.11)

Az allapotvaltozos leiras alkalmazasa soran pedig sziikségiink lesz az
1 titemmel siettetett jel komplex csticsértékére, ami az el6z6ekbdl mar
kovetkezik:

ylkl =k +1 < Y =Xd" (8.12)

8.1.3. Az atviteli karakterisztika

Az atviteli karakterisztika és az atviteli egyiitthaté fogalma, a valaszjel
szamitasa. Ha egy diszkrét idej(i, linedris, invaridns és kauzélis rendszer
gerjesztés-vilasz stabilis, akkor a teljes valasz tranziens dsszetevje nulldhoz
tart és a valasz egy id6 utdn megegyezik a stacionarius dsszetevdvel. Ha a
gerjesztés szinuszos lefutdsu, akkor a vélaszjel is szinuszos lesz ugyanazon
korfrekvencidval. Ez a prébafiiggvény-modszerbdl is kovetkezik. Legyen
hat a gerjesztés (a vizsgalojel) is és a vélasz is szinuszos:

slk] = Scos(Vk + p), ylk] =Y cos(Ik + ). (8.13)
frjuk fel ezen jelek komplex csticsértékét:
S =S¢, Y =Y, (8.14)

majd képezziik ezek hanyadosat, ami az un. dtviteli karakterisztika:

W =Ww() = (8.15)

| =<
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s[k] = S cos(9k + p) , ylk] =Y cos(9k + ¢)
— ) > W (e') — —
S = SelF Y =Ye¥

Az atviteli karakterisztika a ¥ korfrekvencia fliggvénye és adott korfrek-
vencian (ami pl. a gerjesztés korfrekvencidja) megadja a vélaszjel komplex
csticsértékét a gerjesztés komplex csticsértékének fiiggvényében:

Y=WS§, (8.16)

amelybdl a valasz y[k] id6fliggvénye meghatarozhat6 a komplex cstcsérték
definicidja alapjan. Az atviteli karakterisztika egy adott korfrekvencidn egy
komplex szam, amit dtviteli eqyiitthaténak hivunk. Az atviteli egyiitthat6
megadja azt, hogy a gerjesztés altal megszabott korfrekvencian a rendszer
hatdsara mennyivel fog kiilonbozni a valaszjel amplitidéja és fazisa a ger-
jesztés amplitdojatol és fazisatol. Megforditva tehat azt mondhatjuk, hogy
ha az atviteli egytitthatot tobb frekvencian meghatdrozzuk, akkor el6allit-
hatjuk az atviteli karakterisztikat. Adott korfrekvencian tehat az atviteli
karakterisztika az atviteli egyiitthat6t adja: W = Ke/?, ahol K = |W|, az
atviteli egyiitthat6 abszolut értéke, ¢ = arcW pedig az atviteli egyiitthat6
szoge a vizsgalt korfrekvencidn. A valaszjel ezen a korfrekvencidn tehat az
alabbiak szerint szdmithato:

Y =W S = Kel? Sel? = K5el(¢+r) (8.17)

s igy a valaszjel id6ftiggvénye a kovetkezo:

ylk] = 5;008(1% + (¢ +p)) =Y cos(Vk + o). (8.18)
¢

Megadtuk tehat az atviteli karakterisztika definiciéjat és azt, hogy ho-
gyan lehet alkalmazni a szinuszosan gerjesztett vdlasz szamitdsaban. A
kovetkez6kben megvizsgaljuk, hogy milyen kapcsolat all fenn az id6tarto-
manybeli analizis sordn megismert rendszeregyenlet, valamint az allapot-
valtozos leirds és az atviteli karakterisztika kozott.

Az atviteli karakterisztika meghatarozasa a rendszeregyenlet alapjan.
Egy diszkrét idejti, linedris, invaridns és gerjesztés-vilasz stabilis rendszer
rendszeregyenletének alakja a kovetkezd:

ylk] + > aiylk —i] = bislk—il. (8.19)
=1 =0
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A gerjesztés is és a vélasz is id6ben szinuszosan valtozik. A cél a rendsze-
regyenlet ismeretében a (8.15) dsszefiiggésnek megfeleld atviteli karakte-
risztika meghatadrozasa. Ha a rendszer nem gerjesztés-vilasz stabilis, akkor ezen
levezetés eredményeképp kapott dtviteli karakterisztikdval szdmitott gerjesztett
vdlasznak nincs fizikai tartalma.

Most egyszertien térjiink 4t a komplex leirdsi modra, azaz hasznéljuk fel

a komplex csticsérték fogalmat valamint a (8.10) és a (8.11) sszeftiggéseket:

n m

V4> aVe = bSe i (8.20)
i=1 i=0

Ezt megtehetjiik, ugyanis, ha ezen egyenletben szerepl6 6sszes komplex

csticsértéket szorozzuk e’F-val, akkor a komplex pillanatértékeket kapjuk,

majd ha ezeknek vessziik a valds részét, akkor pontosan az id6tartomany-

beli analizisbdl ismert rendszeregyenlethez jutunk. Ebb6l a W = % atviteli
karakterisztika kifejezhet6:

¥ i
oL o Qizebie™ (821)
5T a0

vagy részletesen kiirva

Z . bo + ble_w + bze_jzﬁ + ...+ bme_jmﬁ

W - - : B i ’
S 14 aje 30 + age= 20 4 . 4 aq,e"in?

(8.22)

azaz az dtviteli karakterisztika az & vdltozd raciondlis fiigguénye valds egyiittha-
tokkal, vagyis az dtviteli karakterisztika egy polinom per polinom alakii kifejezés.

Egy adott ¥ korfrekvencidn ez a tort szamithato (atviteli egytitthato),
és a (8.16) osszefiiggésnek megfelel6en a vélaszjel komplex cstcsértéke
meghatarozhato.

Ezen mfiveletsor természetesen visszafelé is elvégezhets. Ha tehat is-
mert egy rendszer atviteli karakterisztikdja, akkor annak rendszeregyenlete
meghatarozhat6, hiszen az atviteli karakterisztika szamlél6jaban és nevez6-
jében szerepld b; és a; egyiitthatok megegyeznek a rendszeregyenlet jobb-
és bal oldalan szerepld egytitthatokkal. Az atviteli karakterisztika nevezoje
tehat pontosan a rendszeregyenlet ismeretében felirhat6 karakterisztikus
polinom, amelynek ismeretében a rendszer gerjesztés-vélasz stabilitdsa
eldonthet6 (1. 192. oldal).
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Példa Hatdrozzuk meg az aldbbi rendszeregyenlettel leirt rendszer atvi-
teli karakterisztikdjat és adjuk meg a gerjesztett vélasz idéfiiggvényét, ha
s[k] = 5cos (5k + F).

ylk] — ylk — 1] + 0,24y[k — 2] = s[k] — s[k — 2].
Megoldas A rendszeregyenlet a komplex csticsérték definicidjat felhasz-
nalva a kdvetkezdképp irhato at:
Y - Ve 4+0,24Ye % =5 — Se 32V,
amibdl az atviteli karakterisztika kozvetleniil felirhato:

1—e % e — 1

1—e ¥ 4+0,24e7120 20 — @iV + (0,24

Ul <

A rendszer tehét gerjesztés valasz-stabilis, mivel két sajatértétéke egységsu-
gart koron beliil van: Ay = 0,6, és Ay = 0,4.

A gerjesztés éltal megszabott ¥ = 7 rad korfrekvencidn az atviteli
egytitthat6t kapjuk meg:

o o251
Wlo-s = 1 a7 1024

cosm+jsinm — 1 _

cosT+jsinm — (cos T +jsinZ) 40,24
-2 B 2ei7™

—0,76 —j  1,256e—i2:22

= 1,592¢536 = 1,592¢730:92,

Az atviteli egyiitthat6 tehat egy komplex szadm, melynek értéke a gerjesz-
tés korfrekvenciajatol és természetesen a rendszertdl fiigg. Ennek és a
gerjesztés komplex cstcsértékének (S = 5¢/7) segitségével a rendszer va-
laszjelének komplex csticsértéke felirhato:

Y =W|,_.S=1592e125elT = 7,96e 1013,
-2
melynek a kovetkez6 id6fiiggvény felel meg:

y[k] = 7,96 cos <gk - 0,13) :
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Az atviteli karakterisztika meghatarozasa az allapotvaltozos leiras
alapjan. Egy diszkrét idej(i, linedris, invarians és gerjesztés-vidlasz stabilis
SISO-rendszer allapotvéltozos lefrdsdnak normalalakja a kovetkezd:

x[k + 1] = Ax[k] + bslk],

y[k] = cTx[k] + Ds[k], (8.23)

ahol x[k] és x[k + 1] az dllapotvektor k-adik és (k + 1)-edik titembeli értéke,
slk] és y[k] a rendszer szinuszos gerjesztése és valasza, A a rendszermadtrix,
a b és cT vektorok, valamit a D skalar pedig a normalalakban szerepl6
megfeleld egyiitthatokat tartalmazzdk. Ha a rendszer nem gerjesztés-valasz
stabilis, akkor ezen levezetés eredményeképp kapott atviteli karakteriszti-
kaval szamitott gerjesztett valasznak nincs fizikai tartalma. El6szor SISO-
rendszerekkel foglalkozunk, majd a kapott eredményt altaldnositjuk.

Térjiink ismét 4t a komplex leirdsi médra a komplex cstcsérték fogal-
manak, valamint a (8.12) 6sszefliggésnek megfeleléen:

X = AX + b5,

Y =c'X + DS. (8.24)
Az els§ egyenletbdl X kifejezhetd:
X = AX +bS = (ewE - A)X: bS,
azaz
X = (eWE - A) b3, (8.25)

ahol E az N-edrend(i egységmatrix. A valaszjel komplex csticsértékét
megkapjuk, ha a kapott eredményt Y kifejezésébe visszahelyettesitjiik:

Y = [cT (eﬁ?E — A) by D] S. (8.26)

Utobbibdl az atviteli karakterisztika kifejezheto:

7_?_ T -1
Wez=c (e] E—A) b+ D, (8.27)

azaz egy komplex elem(i matrixot kell invertdlni. Az inverz métrix kifeje-
zésébe helyettesitsiik be a mar ismert 0sszefiiggést:

radj (¢E — A)
= C _—

W= [elVE — A|

Wl <

b+ D,
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majd hozzunk kozos nevezére:

cTadj (6VE— A) b+ [¢VE — A|D

W= .
VE — A|

(8.28)

Az igy kapott 4tviteli karakterisztika is az e/ valtoz6 racionélis fiiggvénye
valds egytitthatokkal, ami egy polinom per polinom alaku kifejezés. A
nevezd polinomja alakilag megegyezik a [\E — A| determindnsbo6l képzett
polinommal. Ha ezen rendszer aszimptotikusan stabil, akkor gerjesztés-
valasz stabil is (a feltételeket 1. 192. oldalon).

Mindez MIMO-rendszerekre a kovetkez6képp irhato fel:

W=C (ewE—A>_lB+D, (8.29)

ami az dtvitelikarakterisztika-mdtrix, melynek ij idnexti eleme megadja az
i-edik kimenet és a j-edik bemenet k6z6tt fennallo atviteli karakterisztikat,
mikodzben mas bemenetek jelmentesek:

| =

W, = . i=1,....N,,j=1,...,N.. (8.30)

W

J

Példa Hatarozzuk meg az alabbi dllapotvaltozos leirds altal megadott
rendszer atviteli karakterisztikajat és adjuk meg a gerjesztett valasz id6-
fiiggvényét, ha s[k] = 5cos(§k + 7).

x[k+1] = [ 0 —0,24 ]X[k] N [ 1,24

11 1 }S[k]’

ylk] = [ 0 1 ]x[k]+ s[k].

Megoldas Ezt a feladatot kétféleképp is megoldhatjuk. Az (a) pontban az

itt bemutatott médszert kovetjiik, a (b) pontban az dllapotvéltozds lefrast

mint egyenletrendszert kezeljiik, és az Y /S hanyadost fejezziik ki beléle.
(a) A levezetés alapjan irhatjuk, hogy

- cTadj (VE— A)b+ [¢VE — A|D
B |VE — A '

Szamitsuk ki el8szor az ezen Osszefiiggésben szerepld adjungaltat és deter-

mindanst: . .
" e 024 1 [e'-1 —0,24
Rl I RS T 1 S
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és

d? 0,24
-1 &Y —

) ‘ — oY (ew - 1) 410,24 = o _ &7 40,24,

A szamlal6ban szerepls cTadj (¢'E — A) b szorzat igy a kovetkez6képp
alakul:

e —1 —0,24 —1,24 1— 1,246
o [T T Y = e )

ami —1,24 + /. Ehhez még hozz4 kell adni a determindns D-szeresét (ami
most 1), s igy az atviteli karakterisztika a kovetkez6 lesz:

= 2 — 1
W = — - .
el2d — el 40,24

A végeredmény ugyanaz lett, mint az el6z6 pontban, amikor a rendszere-
gyenletbdl indultunk ki. Ennek oka az, hogy a megadott rendszeregyenlet
és a most vizsgalt allapotvaltozos leirds ugyanazon rendszert irjak le.
Hatarozzuk meg ezutan a gerjesztett valaszt is. A gerjesztés altal meg-

szabott ) = % rad korfrekvencian az atviteli egytitthat6t kapjuk meg:

— el?s — 1

W‘ﬁzﬂ — 2z

5 25 — o5 10, 24
CoS 3 T + jsin %’T —

cos Z +jsin 2 — (cos & +jsin % )+024
B —1,5 +j0,866  1,732¢1%62
N —0,76 0,76l

= 2,279¢ 7102,

Az atviteli egyiitthat6 ezen értékének és a gerjesztés komplex cstcsértéké-
nek (S = 5el1) segitségével a rendszer valaszjelének komplex csticsértéke
felirhato:

Y =W|,_ 28 =2 279e 9052 53T = 11,39561027,
melynek a kovetkez6 id6éfiiggvény felel meg:

ylk] = 11,395 cos (gk n 0,27) .

Erdemes megfigyelni, hogy ugyanazon rendszer kiilonbozd korfrek-
vencidju jelekre adott valasza kiilonb6z6. A bemenet és a kimenet kozti
kapcsolatot ebben az esetben az &tviteli karakterisztika biztositja.
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A példakbol az is érzékelhetd, hogy a nem belépé szinuszos gerjesztésre
adott staciondrius vélasz szamitdsa a komplex szamitdsi modszerrel sokkal
egyszer(ibb, mint az id6tartomdnyban. Ennek feltétele azonban az, hogy a
rendszer gerjesztés-valasz stabilis legyen.

(b) Ezen példan keresztiil bemutatjuk, hogy az adllapotvéltozoés leirds-
sal adott rendszer atviteli karakterisztikdja nem csak a (8.27) vagy a (8.28)
szerint hatdrozhat6 meg. A kovetkez8kben bemutatott modszer azonban
egyenletrendszer megoldasat igényli. Az dllapotvéltozods leirds normalalak-
ja idétartomanyban és komplex csticsértékekkel a kovetkezs:””

xalk + 1] = z1[k] + x2[k] + s[k] X=X+ X2+ 8

{xl[k +1] = —0,24x5[k] — 1,24s[k], {ew‘X1 = —0,24X, — 1,245,
[ =
ylk] = @alk] + s[k]. Y  =Xp+58.

Ezen egyenletrendszert tigy kell alakitani, hogy abbdl az atviteli karakte-
risztika alakjat kapjuk. A megoldds menete a kovetkezd. Fejezziik ki az
els6 két egyenletbdl az ismeretlennek tekintett allapotvaltozok komplex
csucsértékét az ismertnek tekintett gerjesztés S komplex csucsértékével,
majd helyettesitsiik vissza azokat a valasz komplex csticsértékét megado
egyenletbe. Az éllapotvaltozokat tehat ki kell ejteni az egyenletekb6l. Ezal-
tal kapunk egy olyan egyenletet, amely csak az Y-t és az S-et tartalmazza.
Jelen példanal maradva, fejezziik ki pl. az X valtozot az elsd egyenletbdl
tgy, hogy e/?-val elosztjuk azt:

X1 = —0,24¢X, — 1,24e7773,
majd helyettesitsiik vissza ezt a masodik egyenletbe:
"Xy = —0,24e 79Xy — 1,24e77VS + Xy + S.

Szorozzuk be ezen egyenletet e/”-val, s rendezziik a kapott egyenletet, majd
fejezziik ki ebbdl X »-6t:

eV —124

(ej219 - ejﬁ + 0,24) XQ = (e‘]ﬂ - 1,24)§ = YQ = m 5

majd helyettesitsiik ezt be Y egyenletébe:

— o’ —124 2 1
Y = — — S+85=— . S
el2? — el? 40,24 + el2? — el + 0,247

"Egy késleltetd bemenete tehét az dllapotvéltoz6 komplex csticsértéke szorozva el”-val,
kimenete pedig az allapotvaltoz6 komplex cstcsértéke.
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amelyben az (a) pontban is meghatdrozott atviteli karakterisztika felismer-
hetd.

A (b) pontban kozolt megoldas alacsony rendszdm esetén nagyon egy-
szerfi: egy egyenletrendszert kell a kivant alakra hozni, amelyben a ger-
jesztés komplex csticsértékét ismertnek tekintjiik, s minden maés valtozo6t
ismeretlennek, de értelemszertien csak a valasz komplex csticsértékére kell
koncentrdlnunk. Az (a) pontban kozolt megoldas csak alacsony fokszdm
(N = 2 esetleg N = 3) esetén végezhetd el kényelmesen papiron.

Az atviteli karakterisztika abrazolasa. Az atviteli karakterisztika abra-
zoldséra diszkrét idejli rendszerek esetében is két modszer all rendelkezésre:
a Nyquist-diagram és az amplitiidékarakterisztika, valamint a fdziskarakterisz-
tika gorbéjének dbréazolasa (esetenként a Bode-diagram). Mindketts a W
atviteli karakterisztika

W =W () = K(9)e®) (8.31)

alakjaban taldlhaté K (9) un. amplitiidékarakterisztika és ¢(0) un. faziskarak-
terisztika dbrazolasat realizdlja eltérd moédon. Ezek ¥ kiilonb6zo értékeire
mads és mas értékeket adnak. A diagramok hasonléan vehet6k fel, mint
ahogy azt a folytonos idejti rendszereknél targyaltuk, de az amplitadé-
karakterisztikdt nem szdmitjuk at decibel egységbe, ezért nem is hivjuk
Bode-diagramnak. Ha azonban az amplitddékarakterisztika értéke nagy
tartomanyt olel fel, akkor célszerti lehet decibel egységben dbrazolni.

A diagramok tulajdonsagait a korabbi példa kapcsan mutatjuk be:

B 61'219_1
C iV — oY 0,24

W:

| =

frjuk 4t az e/ tényez&t az Euler-alaknak megfelelen, azaz e’ = cos® +
jsin, majd helyettesitsiik ezt be az atviteli karakterisztikdba és csoporto-
sitsuk a valds és képzetes részeket:

cos 29 4+ jsin 29 — 1 B
cos 20 + jsin 29 — cos ¥ — jsind + 0,24
(cos20¥ — 1) + jsin 29
(cos 29 — cosV + 0,24) + j(sin 29 — sin )’

W =

Lathato, hogy mind a szamlédléban, mind a nevez6ben a valds rész csak a ¥/
korfrekvencia (és tobbszoroseinek) koszinusz fliggvényét és egy konstanst,
a képzetes rész pedig csak a ¥ korfrekvencia (és tobbszordseinek) szinusz
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figgvényét tartalmazza. Ez 4ltaldnosan is igy van, ami az Euler-alakbol
kovetkezik.

Az amplitaddkarakterisztika a kapott komplex fiiggvény abszolut érté-
ke, s mivel ez egy tort, ezért a szamlalo abszolut értékét el kell osztani a
nevez{ abszolut értékével:

K(9) = (cos 29 — 1)2 + (sin 209)?
~ |/ (cos 29 — cos ¥ + 0,24)2 + (sin 20 — sin )2’

A faziskarakterisztika igy szamithat6, hogy a szamlalé fazisabol levonjuk
a nevezd fazisat:
sin 21 sin 29 — sin ¥

9) = tg————— — t .
p(V) = arc Scos20—1 M€ gcos?z?—cosﬁ+0,24

Az amplitidokarakterisztika is és a faziskarakterisztika is koszinuszos és szinu-
szos tényezokbdl all, amelyek 27 szerint periodikus fliggvények.

Ennek kovetkeztében a két karakterisztika is 2m szerint periodikus a ¥
vdltozéban.

Az amplitiidékarakterisztika ezen tiilmenden pdros fiigguény, a faziskarakte-
risztika pedig pdratlan fiigguény. A két karakterisztikat elegendé tehat pl. a
v el0,...,m],vagyad € [—-7m/2,...,m/2] tartomdnyban ismerni.

A diagramok felvétele sordn tehat ki kell szdmolni az 4tviteli egytitt-
hat6t kiilonbozd frekvencidkon a9 € [0, ... .7 (vagy a v € [—n/2,...,71/2])
zart intervallumban (par pontban altaldban elegendd), majd a kapott atvite-
li egytitthatoknak megfelel6 pontokat dssze kell kotni. A példdban szerepld
atviteli karakterisztika Nyquist-diagramja és amplitddékarakterisztikaja,
valamint faziskarakterisztikdja lathaté a 8.4. és a 8.5. dbrdkon, ahol jol
megfigyelhet6k az emlitett paros és pdratlan tulajdonsagok, valamint a
periodicitds. Ezen tulajdonsagok felhasznaldsaval az amplitadékarakterisz-
tika és a faziskarakterisztika tetszdleges intervallumban megrajzolhat6 a
folytonos vonallal rajzolt gorbe ismeretében. Mivel az amplitidékarakte-
risztika péros fliggvény és a faziskarakterisztika paratlan fliggvény, ezért

a Nyquist-diagram a valds tengelyre szimmetrikus, azaz a ¥ € [0,...,7]
intervallumnak megfelel6 Nyquist-diagram ismeretében a 9 € [—, ... 0]

intervallumnak megfelel6 diagram tiikrozéssel meghatarozhat6. A ka-
pott gorbe pedig 27 szerint periodikus. Mindkét diagramon bejeloltiik a
¥ = g rad és ¥ = 7 rad korfrekvencidkon szamitott atviteli egytitthatokat.
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8.4. abra. A példdban szereplo dtviteli karakterisztika Nyquist-diagramja
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8.5. abra. A példdban szerepl0 dtviteli karakterisztika amplitiido- és fdziskarakte-
risztikdja

8.2. Periodikus allandoésult valasz szamitasa

Diszkrét idejti jelek esetében is beszélhetiink dltalanos periodikus jelekr&l
(pl. négyszogijel, flirészfogjel stb.). Ebben a részben az ilyen tipusua ger-
jesztésre adott valasz meghatarozdsaval foglalkozunk. Sziikségiink lesz
az el6z6 részben megismert atviteli karakteriszika fogalmara, és a szinu-
szos gerjesztett valasz meghatdrozasdra, ugyanis az dltalanos periodikus
gerjesztésre adott valasz szamitasat visszavezetjiik a szinuszos gerjesztett
valasz szdmitdsdra. Els6 1épésben az s[k| periodikus gerjesztés id6fiiggvé-
nyét szinuszos jelek 0sszegére bontjuk a Fourier-felbontdsnak megfelelen,
majd az atviteli karakterisztika segitségével minden egyes szinuszos 9ssze-
tevére adott vdlasz meghatdrozdsa utdn a részvalaszokat osszegezziik, azaz
szuperponaljuk. Ezt a rendszer linearitdsa miatt tehetjiik meg.

Egy id6ben viltozé diszkrét idejii s[k| jel akkor periodikus a K periédussal
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(diszkrét idejii periddusiddvel), ha

(s[k+ K] = s[k], Vke€Z. (8.32)

A diszkrét idejti jel alap-kirfrekvencidja a ¥ = 2= mennyiség.

8.2.1. Diszkrét ideju periodikus jel Fourier-felbontasa

A folytonos ideji rendszerek analizise soran megismertiik a folytonos ide-
jt jelek felbontdsanak technikdjat a Fourier-osszeg segitségével, ami egy
kozelitd eljards. Diszkrét idejii jelek esetében szintén alkalmazhatjuk a
Fourier-felbontast, s latni fogjuk, hogy ez nem kozelités, hanem a periodi-
kus jelek pontos felbontésa.

El6szor az elméleti ismereteket foglaljuk 6ssze, majd az elmondottakat
példaval illusztraljuk.

A diszkrét idejii jelek Fourier-tsszeggel torténd leirdsanak bevezetését a
folytonos idejti Fourier-osszeg segitségével tessziik szemléletessé. Diszkrét
ideji jelek esetében f6ként a Fourier-osszeg komplex alakjat hasznaljuk,
induljunk ki tehét a folytonos idejti jelek Fourier-sszegének (5.49) és (5.50)
komplex alakjabol:

~ <O —c 17T .
sn(t): Z Skejkwt7 ahol S :T/O S(t)e_Jk‘”tdt_

k=—n

A diszkrét idejti szinuszos jel bevezetéséhez hasonléan vegytink 7} id6-
kozonként mintdkat az s(t) periodikus jelbdl tigy, hogy annak egyetlen
periédusdbdl K szamu mintat vesziink. Ezaltal egy olyan s[k] diszkrét
idejt periodikus jelet kapunk, amelynek k-adik titembeli értéke az s(kT)
értékkel egyezik meg: s[k] = s(kT:). Igy tehat a T’ periédusidejti folytonos
idejti jel egy periddusat K szamu mintaval reprezentdljuk, ami pontosan
az s[k] diszkrét idejti periodikus jel K periédussal. Az s(t) periodicitasdbol
ugyanis kovetkezik, hogy s[k + K| = s[k]. Kozelitsiik ezutan tégldnyosszeg-
gel az Ef komplex Fourier-egyiitthatot definidl6 integralt. Osszuk fel tehat
az integralas intervallumét K szdmu T hossztsagu részre és a k index
helyett hasznéljuk a p indexet, mivel k£ a diszkrét id6t jeloli:

o 1 T 1 K-1

< —jpwt ~ —jpwkTy

S = T/o s(t)e P dt = > s(kTy)e kT,
k=0

Tudjuk azonban, hogy

==
Stz
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és ebben az esetben M = 1, tovabba ¥ = wT;. Ezen 0sszefliggések felhasz-
naldsaval kapjuk a diszkrét idejii jel komplex Fourier-egytitthatéit definidlé
Osszefliggést:

=

_ 1 = .
S = = 2 slkle R, (8.33)
0

£
Il

Ebbdl adédik, hogy Sg valos szam:

K-1

So = > sl

k=0

ami az s[k]| jel dtlaga (szdmtani kozepe), s ezt a jel kozépértékének nevezziik.
Egy diszkrét idejii periodikus jel egy periddusa K szdmu mintabol all. Ez
meghatarozza a felhasznalandé Fourier-egytitthaték szamat is, ugyanis
fennall a kovetkez6 Osszefliggés:

<C —=C

Soik =5, (8.34)

Ezt a (8.33) definici6 alapjan lathatjuk be, ugyanis:

K-1 K-1

— 1 . 1 i .
Sy ik = = 2 slkle IO — B keI IR,
k=0 k=0

: Spo 2T . < . , . ”
ahol azonban e 1K — ¢=IKTkE — o127k {rjuk 4t ezen tényezét az Euler-

alaknak megfelel6en:*®
e 7127k — cos2mk — jsin 27k =1 —j0 = 1,

azaz a Fourier-egyiitthatok is K szerint periodikusak: ?g K= gs. Ez azt

jelenti, hogy a diszkrét ideji periodikus jel Fourier-6sszege pontosan K

szamu egytitthat6 linedris kombindcidjaként allithat6 els, s mivel ez egy

véges szam, ezért a kozelités minden £ titemben pontos (p =0, ..., K — 1).
Trjuk fel ezutan az s[k] diszkrét idejti periodikus jel Fourier-6sszegét az

sp(t) folytonos idejti jel Fourier-6sszegébdl:

n K-1
sat) = 3 Spet = s(kT) = Y 5y e
k=—n p=0

%Ugyanez igaz az e/°™* tényezére is, hiszen e*™ = cos 27k + jsin 27k = 1.
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azaz a Fourier-6sszeg komplex alakja a kovetkezo:

K-1
slkj = Y 5, elrik, (8.35)
p:

Esetiinkben az s[k] jel valds, azaz (s[k])* = s[k], aminek kovetkezménye,
hogy

S, = (?2) (8.36)

Ezen Osszefiiggés bizonyitdsa érdekében képezziik el6szor a komplex
Fourier-egyiitthatokat definial (8.33) dsszeg konjugaltjat:*’

(?g)* = <Il( Z_: s[k]e_jpﬂk) = % Z_: s[k]ePk.

k=0

Ebbdl az is kovetkezik, hogy

—=C —=C\ *
s¢, = (sp) : (8.37)
ugyanis
e 1 K=l ] K1 . * v
SC, == 2 slkjel™ (K s[k:]e”“%> (57)
k=0 k=0

Ezutdn hatarozzuk meg az ?E(_p értékét szintén a (8.33) definiciébdl kiin-
dulva:

G 1 K-1 _ 1 K-1 ' .
SKfp = E S[k]e*J(K*p)ﬂk _ E Z S[k]eﬂKﬁkerﬁk _
k=0 k=0
1 Kl 1 K-l i o\ *
S ipdk _ [ — —ip9k | _ (T
o> s[k]e (K kzo s[k]e ) (sp) ,

hiszen e 757% = 1. Ez azt jelenti, hogy valés s[k] esetén nem kell K szdmu
egyiitthatot meghatdroznunk, hanem elegend6 csak a Fourier-egytitthatok

#Osszeg konjugdltjat tgy képezziik, hogy az egyes tagok konjugéltjanak vessziik az
Osszegét. Hasznaljuk ki azonban, hogy s[k] valds.
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felét kiszdmitani. Vizsgaljuk meg ezt az 6sszefiiggést egy egyszer(i példan
keresztiil.

A K € Z (K > 0) értéke lehet paros és pdratlan. Ez a késtbbiekben
fontos szerepet fog jatszani, ezért hasznos lehet a kovetkezo tablazatok és
magyardzatok megértése. Ha K péros, pl. K = 6:

D 01 2 3
K—-p=6-p|6 5 4 3

4 5|6
2 1(0

Fontos észrevenni, hogy K = 6, ami annyit jelent, hogy az s[k| jel a k =
0,1,2,3,4,5 (dltaldnosan k = 0, ..., K — 1) titemekben adott értékti ésa k = 6
titembeli érték megegyezik a k = 0 titembeli értékkel, azaz s[6] = s[0]

(dltalanosan s[k + K| = s[k]). A ,kdzéps6” elem az 5% 2= S5 ezek szerint
egyenld a konjugéltjaval: §§ = <§§> ", ami annyit jelent, hogy ez egy valos
szam. A p = 4 index{i elem megegyezik a K —p = 6 — 4 = 2 indexfi
elem konjugaltjaval és igy tovabb. Elegend6 tehat a p = 0,1,2,3 indexti
egylitthatokat meghatdrozni, merta p = 4,5 indexti elemek a p = 2,1 indexi
egylitthatok konjugéltja. Altaldnosan elegendé a p = 0, ... X indexti
elemeket kiszdmolni. A p = K = 6 index{i elem megegyezik a p = 0 indexi
elem konjugéltjdval, azonban a nulladik indexi egytitthaté valés szam,
a komplex Fourier-egytitthatok tehat lathatéan K szerint periodikusak:
Sk =5
Ha K paratlan, pl. K = 5:

P 01 2 3
K-p=5—-p|5 4 3 2

4|5
10

Ebben az esetben tehét a p = 3,4 indexfi egyiitthaték meghatdrozhatok a
p = 2,1 indexti egyiitthatok konjugaltjaként, s nincs ,kozéps6” elem. A
p = K = 5 indexti elem jelen esetben is megegyezik a p = 0 index{i elem
konjugéltjaval, ami azonban valds szam, a Fourier-egytitthatok tehat ebben
az esetben is periodikusan ismétl6édnek. Ha tehat K pdratlan szam, akkor
elegend6 ap = 0,..., %+ indexti Fourier-egyiitthatékat meghatérozni.

A folytonos idejti jelek Fourier-0sszegének felirdsa sordn megismertiik
a Fourier-0sszeg val6s alakjat is. Diszkrét idejti jelek esetében is létezik a
Fourier-0sszeg valds alakja. A kovetkezdkben ezt vezetjiik be, s kihasz-
néljuk az elébb elmondottakat. Induljunk ki hat a Fourier-6sszeg mar
ismertetett komplex alakjabol és fejtsiik ki az Osszefiliggésben szerepld
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szummat, ha K péros:
Kl e N
slk] = Y Sy elP? = So1-8y el 5520 4 g Sy jpel 2004
p:
b 4SS 2k GO (K- Dok

Az Sk /2€j ok tényezd csak akkor szerepel, ha K péros, egyébként értéke
nulla, azaz, ha K paratlan, akkor ez a kovetkez6 alakot 6lti:

=

-1

skl = S 59

L = S+ ST el"F + S5 el R L+

3
I
=)

+§f{_2ej(K—2)19k + gf{_lej(K—l)ﬁk'

Mindez a fentebb ismertetett tdbldzatokbdl és magyardzatokbol kovetkezik.
A K péros esetet vezetjiik végig, de tartsuk szem el6tt, hogy a K pdratlan
eset csak annyiban kiilonbozik az itt lefrtaktol, hogy az Sy /er ook tényezd
nem szerepel az dsszegben. Haszndljuk fel a (8.36) Osszefiiggést, tovabb4,

hogy

K 2m
S5k

x k

=™ = cosk + jsintk = cosk = (—=1)%,

K .
o2k = ol

. . _ . QJ s . s s

és eJ(K p)Ok G]KKke POk _ e]?ﬂ'ke pok _ e ik azaz

K-1
s[k] =) ?Sejpﬁk = So+5 el 4 GYei2k {4 (—1)k Sk 2t

p:
+..F (?S) e 120k 4 (?f) e Ik,

A fentiek értelmében az Sk, egyiitthaté a kdvetkezSképp hatdrozhato
meg, ha K paros (egyébként ez a tag nem szerepel):

K-1 K—

Sk == S slkleEEE = LS g(— 1)t (8.38)
K2 = 5 =% s : )

k=0 k=0

—

A komplex Fourier-egytitthatokat és konjugaltjat irjuk fel algebrai alakban:

—=C . —C\ * .
Sp = Sp,re +JSp,im, (Sp) = Sp,re - .]Sp,ima
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majd helyettesitsiik ezeket vissza a fenti 0sszegbe:

s[k] = So+ (S1,re +jS1,im) ek 4 (S2.re +352,im) 2R L+
+(=1)* Sicjat (Sixe = iS1im) €7 + (Szre — JS2,im) e 2.

Bontsuk fel ezutdn a zardjeleket és csoportositsuk tigy a valds és a képzetes
részeket, hogy azok megfeleljenek a koszinusz és a szinusz fiiggvények mar
ismert azonossagainak (az el6bbi 0sszefiiggésben az egyes tagok pontosan
egymads alatt vannak, igy azokat kdnnyi észrevenni):

ok . ik 20k | o—i20k
S[k] = So+281 50 5 + 2ppe s+ +
oItk _ =ik W20k _ o—j20k
+(=1)F SK/2_2SLimT - 252,im2—j7

s vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket:

S =2Re{SS}, SB=-2Im{S’}, (8.39)

azaz paros K esetén a Fourier-osszeg kovetkez6 valds alakii kifejezését kapjuk:

s[k] = So+ Y _ [Sy cospdk + S sin pok] + (—1)F Sia, (8.40)

paratlan K esetén pedig a kovetkezot:

K—-1

2
slk] = So + Z [Sﬁ‘ cos pUk + SI]? sinpok] . (8.41)
p=1

Az ezen Osszefliggésekben szerepld S]ﬁ* és SP egyiitthatok a (8.33) dssze-
fiiggésbdl kiindulva a kovetkezéképp hatarozhatok meg:

K-1
2
A C A
S =2Re{S;} = &, = e 2 s[k] cos pik,
o (8.42)
B _ C B _ :
S, =—=2Im{S;} = S5= I 2 s[k] sin pok.
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Ebben az esetben is igaz, hogy ha a jel pidros, akkor a valds alakti 9sszegben
SI]? = 0 (csak koszinuszos tagokbdl 4ll), a komplex alakti 6sszeg pedig valés
érték(i. Ha pedig a jel pdratlan, akkor a valds alakti 6sszegben SI‘} = 0 (csak
szinuszos tagokbdl 4ll), a komplex alakti 6sszeg pedig képzetes értékii.

A valés alaknak egy masik formdja is ismeretes. Paros K esetén ez a
kovetkezé:

K
K

s[k] = So+ Y Spcos(pik + pp) + (—=1)* Sk o, (8.43)
p=1

paratlan K esetén pedig

K—-1

2
s[k] = So + > Spcos(pik + py). (8.44)
p=1

A két valos alak kozott a kapesolat a kovetkez6:

SB
Sy = (S]?)Q + (S}})z, pp = —arc th—pA, (8.45)
P
és
Sﬁ = S}, cos pp, SZ]? = —5), sin py,. (8.46)

A val6s alak és a komplex alak kozott pedig a kdvetkez6 kapcesolat 4ll fenn:

. pp=arcS,, azaz Sy, =05 S,e". (8.47)

Sp =25,

Példa Egy diszkrét idejli periodikus jel id6fliggvénye az aldbbi. Hataroz-
zuk meg a diszkrét Fourier-egyiitthatékat és allitsuk el a jelet a Fourier-
0sszeg mindharom alakjaban.
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Megoldas A jel értéke az egyes titemekben tehat a kovetkezs: s[0] = 0,
s[1] =1, s[2] = 2, s[3] = 3, s[4] = s[0] =0, s[5] = s[1] = 1, és igy tovébb.
A jel peribdusa tehat K = 4, ami pédros szam. A jel alapkorfrekvencidja
¥ =27 = 2T = T Sz&mitsuk ki el6szor a K = 4 szdmt Fourier egyiitthatot
(p =0,1,2,3) a (8.33) definici6 szerint és hasznéljuk fel a (8.36) 0sszefiiggést
is:

K-1 3
1 1
50:?5 s[k]e 103k = ZE sk 0+1+2+3)—15
k=0 k=0

ami tehat az s[k] jel atlaga,

3
<C 1 . 1 T T T
Sy=2) slk ﬂa’“—_f(1 12t 4 2e722 13 123)—_
1 > 03[ le 1 \te e e

4 =
1 . . . 1 .
=7 0=D+(=2+j0) +(0+j3)] = 7 (-=2+]2) =
1 .3
= —0,5+j0,5 = —=eliT,
UG
C ay* 1 3 : 1 . . .
Sy = <§2> =1 Zs[k]e”%k =1 (Le ™3™ 4 2¢7I™2 4 3e7I™3) =
k=0

= L C14J0) + (2 +0) + (-3 +]0)] = 1 (-2) = 05,

Eg = (gf—?,)* = <§?>* = %e‘ji”.

Az ?S egyiitthatot tehat nem kell kiilon meghatarozni. Az Sy egyiitthat6
szamithat6 a kovetkezdképp is:

3

Sy =7 kz_os[k](—nk = i [1(=1) +2(1) + 3(=1)] = —0,5.

Hatdrozzuk meg ezutdn a periodikus jelet el64llit6 Fourier-osszeg
komplex alakjat a (8.35) osszefiiggésnek megfelelSen:

3
slk) = 3875k = §p 4+ 5yl FF 4 55 o5k 4 Sy eEk =

p=0
1 g8, s7p 2Lk T Y. 9
= 1,6 + —=€&l4™ 27 + (—0,5) 2" 4 —eJa" 72",
So S~—— So ———
5° 55
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Ebben az 6sszefiiggésben az utolsé tényezé atirhaté: 2% = ¢712%, azaz

1 ;3 s 0T 1 -3 .
s[k] = 1,5+ —=dla7 2k — 056228 4 —eTIaT IRk,
(k] 7 7
Itt a masodik és az utolsé tag atirhaté valés koszinuszos alakra, a kozépsd

tag pedig az Euler-formuldnak megfeleléen koszinuszos fliggvényt ered-
ményez (ezen fiiggvények lathatok a 8.6. dbran):

2 s 3
slkl= 1,6 + —=cos | =k + -7 | —0,5cos(7k) .
[ ] ~~~ \/5 <2 4 )‘W(—Z
Sl[k} Sg[k’]
salk]
2 2 1
1.5 1 0.5
0.5 -1 -0.5
0 -2 1
-1 0 1 2 3 4 -1 0 1 2 3 4 -1 0 1 2 3 4
k k k

8.6. dbra. A szinuszos 0sszetevdk, melyek szuperpozicidja adja az s[k] jel iddfiigg-
vényét

A periodikus jel Fourier-osszegének egyik valds alakja a (8.40) alapjan
frhat6 fel. Itt & —1 = 21 = 1, azaz csak S1* és ST értékét kell meghatérozni
a komplex egyiitthatok ismeretében:

SA = 2Re {?f} —2(—0,5) = —1,

SB = 27m {Ef} = 2(0,5) = 1,

sigy
— 15— Tr) —1sin (X 1)k (=
s[k] = 1,5 — 1 cos <2k) 1sin (2147) + (=1)%(-0,5).
A masik val6s alak a (8.43) alapjan allithat6 el6, ahol a szumma ismét
csak egy elembdl 4ll, hiszen & — 1 = § — 1 = 1. Az S; cstcsérték a

meghatarozhat6 akar a komplex alak, akér az el6bbi valés alak alapjan (1.
(8.45) és (8.47) dsszefiiggések):

= 1
S1= (S{x‘)2+(5’{3)2:\/§, vagy 5’1:2’5?‘:2%:\@.
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A p; fazis szintén meghatérozhat6 mindkét alakbol:'%

SB

pr=arctg gy =

—C 3
m, vagy p;=arcS|; = yi

A két fazis természetesen egyenld. A valds alak igy a kovetkezdképp irhato:

s[k] = 1,54+ V2 cos (gk — iw) + (=1)*(-0,5).
Végeredményben tehét latszolag harom kiilonb6z6 alakt id6fliggvényt
kaptunk, azonban behelyettesitéssel meggy6z6dhetiink arrél, hogy mind-
harom idéfuiggvény az eredetileg adott s[k| periodikus jelet adja. A ger-
jesztett vélasz szdmitdsara az utébbi alakot fogjuk alkalmazni, mert az
jol illeszkedik a komplex szamitdsi médszerhez, a Fourier-egytitthatok
meghatarozasara pedig a komplex alakot alkalmazzuk.

8.2.2. A periodikus valasz szamitasa

Ha a diszkrét idejti rendszer s[k] gerjesztése egy periodikus jel, és ezen
periodikus jel Fourier-felbontasat elvégezziik, akkor a rendszer gerjesztett
vélasza Fourier-0sszeg alakjdban meghatarozhat6. A Fourier-0sszeggel
adott gerjesztés 5 — 1, vagy &1 szamu szinuszos jel szuperpoziciéja. Ha
ismert a rendszer atviteli karakterisztikaja, akkor az egyes harmonikusokra
adott részvalaszokat ki tudjuk szdmolni a komplex leirdsi médszer alapjan.
Ezutén ezen részvalaszokat kell szuperponalni, hiszen a rendszer linedris.
Arra kell csupan tigyelniink, hogy az egyes harmonikus komponensek
korfrekvencidja kiilonb6z6: az alapharmonikus korfrekvencidjanak egész
szamu tobbszorose. A valaszjel egyes komponensei tehdt a kovetkezd
Osszefiiggés szerint hatdrozhaték meg:

Y,=W,5, (8.48)

ahol S), jeloli a gerjesztés p-edik harmonikus komplex csucsértékét, W, =
W (el??) az atviteli egyiitthat6 a pi) korfrekvencian és Y, a vélaszjel p-edik
harmonikusanak komplex csticsértéke. Ezek szdmitdsdra érdemes egy
tablazatot késziteni. Ezutdn a valaszjel felirhat6 a jol ismert alakban:

K
K1

ylk] = Yo+ > Yycos(pik + @p) + (—1)" Y o, (8.49)
p=1

10AZ arctg fuggvény képzésekor tigyelni kell az el&jelekre. Ilyenkor célszerti egy abrat is
rajzolni.
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ha K paros, vagy
E—1
2
ylk] = Yo + > Y, cos(pik + pp), (8.50)
p=1

ha K paratlan. Gyakorlatilag az el6z6 részben ismertetett eljarast kell
ismételni, majd a részeredményeket dsszeadni. Fontos megjegyezni, hogy
a vélasz periédusa azonos a gerjesztés periddusaval.

Példa Legyen egy rendszer gerjesztése az el6z6ekben vizsgalt periodikus
jel, melynek Fourier-felbontésa ismert, atviteli karakterisztikdja pedig az
alabbi:

_ 09
oY _ o1

S el —elV 40,24
s[k] = 1,5 + V2 cos <72Tk - iw) + (=1)*(-0,5).

Megoldas A W atviteli karakterisztika helyébe el3szor is frjunk W -t:

_ . el2rd _q
_ pY\ _
Wp=W (eJ > el Y 40,24

majd szamitsuk ki azt a p = 0,1,2 esetekre és foglaljuk tdblazatba az ered-
ményeket:

Pl Sp | Pp Ky Pp Yy Yp
0150 0 0 0 0

1] v2]| 57 (1592 ]-092 | 2,251 | -4,85
205 [ 0 0 0 ™

A tablazat minden sora tartalmazza a gerjesztés p-edik harmonikusanak
amplitadéjat és fazisat, amely értékek a gerjesztés Fourier-kozelitésébol
kiolvashaték (p = 0, ... ,% — 1, ha K parosésp = 0, ... ,%, ha K pa-
ratlan), tovabbd az atviteli karakterisztika helyettesitési értékét adott pv
korfrekvencidn. A valaszjel amplitidéja a gerjesztés amplitidéjanak és az
atviteli egytitthat6 abszolut értékének szorzata, fazisa pedig a gerjesztés
tazisanak és az atviteli egytitthat6 fazisdnak az 6sszege, hiszen minden
sorban igaz, hogy Y, = W, S,,. Ezért célszer(i az Euler-alakot hasznélni a
szamitasok soran. A tablazat utols6 két oszlopa tehat a gerjesztés p-edik
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s (k]
N
v [k]
o

8.7. dbra. A példdban szerepll gerjesztés és a vdlaszjel staciondrius dsszetevijének
idéfiigguénye

harmonikusara adott gerjesztett valasz amplittddjét és fazisat tartalmazza.
A vélaszjel id6fiiggvénye a komplex csticsérték fogalmanak ismeretében
tehét a kovetkez6:

ylk] = 2,251 cos (gk - 4,85) .

A gerjesztés és a vélaszjel id6fiiggvénye a 8.7. dbran lathato. Erdemes
megfigyelni, hogy a valaszjel periédusa szintén K = 4.

8.3. Jelek és rendszerek spektralis leirasa

Most mar tudjuk, hogy a Fourier-sszeg alkalmazéasaval tetsz6leges pe-
riodikus jel el6allithat6 szinuszos jelek szuperpozicijaként. Az egyes
harmonikusok diszkrét, un. vonalas spektrummal reprezentalhatdk, és a
vonalas spektrum csak az alapharmonikus korfrekvencidjanak egész szamu
tobbszoroseit tartalmazza.

Ezt az eljarast nem periodikus jelekre is alkalmazhatjuk, mivel azok
végtelen sok szinuszos jel 0sszegeként irhatok le.

Az eddigi vezérfonalat megtartva a diszkrét Fourier-transzformaci-
6t a diszkrét Fourier-felbontadshoz hasonléan a folytonos idejii jeleknél
megismert Fourier-transzformdciébol vezetjiik le.

8.3.1. A Fourier-transzformacio és a spektrum

Induljunk ki tehat a folytonos idejii jelek komplex Fourier-transzformaltja-
bél és annak inverzébdl:

S(jw) = / T syetar, st) = % /_ " S(jw) et d.

—00
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Vegytink ismét T id6kozonként egyenletesen mintdkat az s(t) nem perio-
dikus jelb&l. Ezaltal egy olyan s[l] diszkrét idejii jelet kapunk, amelynek
l-edik titembeli értéke az s(I7;) értékkel egyezik meg: s[l] = s(ITs). Koze-
litsiik ezutédn téglanyosszeggel az S(jw) komplex Fourier-transzforméciot
definial¢ integralt. Osszuk fel az integralds intervallumat végtelen sok T
hossztisdgu részre:

[e.9]

S(jw) =~ Z s(ITy)e T,

l=—o00

Vezessiik be ismét a 1) diszkrét idejli korfrekvencidt a ¥ = wT Osszefiiggés-
nek megfelel6en, azaz

w) ~ Ty i s[l]e ™3V,

l=—0c0

Ez a kifejezés (és ebbdl kovetkezben a Fourier-transzformaélt is) 27 szerint
periodikus, hiszen

T, Y sl =1, 37 sl e 2 =1 N sfile i,

l=—00 l=—00 l=—00

ugyanis az e 32" tényezd értéke 1, ahogy azt a Fourier-felbontds sordn mér
megmutattuk.

Helyettesitsiik vissza a kapott eredményt az inverz Fourier-
transzformadcié dsszefiiggésébe és hasznéljuk ki a 27 szerinti periodicitast
és azt, hogy

w = E = dw= @
T T
azaz
1 [ > do
T Ts —jol jwkTs =Y
ST = o [ (l_EOOj slie ) T

amit T;-sel torténd egyszer(isités és ¥ = w7 helyettesités utan a kovetkezo-
képp irhatunk fel:

slk] = % " ( i s[l]e J191> o g
0 l=—00

A kapott 0sszefiiggésben szerepld Osszegzést a diszkrét idejti jel Fourier-
transzformdltjanak, vagy spektrumanak nevezziik. Az [ index helyett k-t irva
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kapjuk, hogy:

o0

S(e”) = Fls[kl} = Y slkle . (8.51)

k=—o00

A jel spektruma tehat komplex érték, és az el kifejezés fliggvénye, S(9) =
S(el?). A Fourier-transzformalt abszolut értéke a jel un. amplitiidéspektruma,
tazisa pedig a jel fdzisspektruma.

Ahogy egy folytonos idejii jel spektruma akkor létezik, ha a jel abszolut
integralhat6, agy a diszkrét ideji jel akkor Fourier-transzformalhato, ha a
jel abszoliit vsszegezhetd:

Z |s[k]] < oc. (8.52)

k=—00

A jel idéfliggvénye a spektrum ismeretében tehat a kovetkezo integrallal
allithato el6:

slk] = FL{S (")} / S(e?) e 4y, (8.53)

Az integralasi hatér lehet pl. még —7 és 7. Altalanos diszkrét idejti jel
spektruma tehat végtelen sok 5-S(el”) d9 komplex amplitad6ja ¥ korfrek-
vencidja szinuszos jel sszegébdl all.

A Fourier-transzformdci6 tehét egy 0sszeg, hiszen a jel csak diszkrét
id6pillanatokban létezik, az inverz Fourier-transzformdcié azonban egy
integral, hiszen a diszkrét idejti jel spektruma folytonos fiiggvénye a v
valtozonak.

A diszkrét Fourier-transzformécionak is létezik valos alakja. A levezetés
analég a folytonos idejti jelek valés Fourier-transzforméltjanak levezeté-
sével. Ennek felirdsdhoz bontsuk ketté a (8.53) 0sszefliggésben szerepld
integralt a negativ és a pozitiv korfrekvencidkra, majd az els6 tagban ¥
helyébe irjunk —v-t, melynek eredményeképp az integralasi hatdrok felcse-
rélhetdk:

1
27r
L / S(e ) e i gy 1+ L / S(e1?) i .
™ Jo 27T 0

s[k] = S(eﬁ)eﬂk do + — / S(el?) ek dy =
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Valds s[k] fiigguények esetében (mi csak ilyenekkel foglalkozunk) az S(e”) komplex
spektrum amplitiidéspektruma pdros, fazisspektruma pedig pdratlan fiigguénye a
¥ diszkrét korfrekvencidnak. Ennek bizonyitdsa céljabol irjuk fel (8.51) alakjat
tgy, hogy az e %% = cos 9k — jsin ¥k Euler-reldciot figyelembe vessziik:

S(el) = Z slk] cos 9k — j Z s[k] sin 9k,
k=—00 k=—o00
valamint - -
S(e7%) = Z slk] cos Uk +j Z s[k] sin Uk,
k=—00 k=—o0

azaz S(el’) és S(e™1”) valos része megegyezik, képzetes része azonban
egymds —1-szerese, kdvetkezésképp:

1S(e7)| = |S(e1)], arcS(e™?) = —arc S (), (8.54)

vagy

(S(eﬁ?))* — (). (8.55)

Ezek felhaszndlasaval irhatjuk, hogy

1 g o\ F s 1 4 . .
s[k / S?)) ek dy + — / S(e?) &% dv.
K =5 | (56) 2 | SE)

T o

[rjuk fel ezutén az S(e/’) komplex spektrumot és konjugaltjat algebrai
alakban:

S(&7) = Sreld) +3Sum(¥), ()" = Srel®) = iSum(V),

majd frjuk be ezeket a fenti integralba:

1 [7 .
s[k]:% i [Sre (1) — jSim (9)] e ™% dy+
+ S [Sre () + jSim (9)] €% dv,

271' 0

majd bontsuk fel a zaréjeleket és csoportositsuk a valés és a képzetes
részeket és vigytink be egy 2-es oszt6t is. A kifejezést az azonos integralasi
hatdrok miatt egyetlen integrallal kifejezhetjtik:

1 ™ ej§k+e—j19k ejﬁk_e—jﬁk
sli] =5 /0 [QSre(ﬁ)z—zsi ()5 |
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és a szokasos modon vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:
SA(Y) = 2 Re {S(eﬁ?)}, SB(W) = —2Zm {S(eﬂ)}, (8.56)

azaz (8.54) miatt S (9)) paros, SB(¥) pedig pératlan fliiggvény. Az Euler-
relacio értelmében az utébbi integralt a kovetkez6képp irhatjuk fel:

1 s
— / [SA(0) cos Ok + S®(9) sin¥k] d.
0

:27T

s[k]

Hatravan még S*(v9) és S® (1)) valés spektrumok meghatarozasa. Irjuk fel
ezek meghatarozasahoz a (8.51) osszefiiggését és irjuk at az exponencidlis
tényez6t algebrai alakra:

[e.e] e}

S(e”)y= > slklcosdk —j Y s[k]sinvk.

k=—o0 k=—00
A komplex S(e/?) spektrumot azonban

SA(QS‘) .SB()
2 1T

S(e”) = Re { (")} + jTm {S() } =

alakban mar felirtuk, s ezek figyelembevételével kapjuk, hogy:
SAW) =2 > s[klcosk, SPW)=2 Y s[k]sinvk. (8.57)

k=—o00 k=—o00

Pdros fiigguény spektruma valds, azaz SB(9) = 0 pdratlan fiigguény spektruma
pedig képzetes, azaz S*(9) = 0.
A négyzetesen Osszegezhet0 s[k] jel véges értéki

E, = f: |s[k]|* (8.58)

k=—o00

energidja a Parseval-tétel értelmében felirhato a jel spektrumdanak ismere-
tében. Ha a jel valos értékii (mi csak ilyenekkel foglalkozunk), akkor az
abszolut érték képzése el is hagyhaté. Helyettesitsiik be s[k| helyébe az
inverz Fourier-transzforméaci6 (8.53) dsszefliggését:

o) o)

Ey= ) slklsfk]= > s[k] (;ﬁ /O%S(ew)ewkdﬂ)

k=—o00 k=—o00
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Az 1/27 konstanst emeljiik ki és cseréljiik fel az integrélds és az Osszegzés

sorrendjét:
I Y ZOO 1k

k=—o00

A szumma az S(e/?) spektrum konjugéltja, azaz:

_ 1 o 0\ @ ()0 _ 1 o jvy |2
By=gr | @S0 = oo |15, (8.59)

ahol, |S(e”)|? pedig a jel un. energiaspektruma.

8.3.2. A Fourier-transzformacio tételei

A kovetkezbkben a Fourier-transzformdcié néhdny, szdmunkra fontos té-
telével foglalkozunk. A tételek bizonyitasat (ahol ez sziikséges) az inverz
Fourier-transzformacio segitségével végezziik el.

Linearitds. A Fourier-transzformacio egy 0sszegzés, inverze pedig egy
integrdl. Ezen mtiveletek linedris operdtorok, azaz barmely C;, Cs konstans
esetén fenndll, hogy

F{Cis1[k] + Cosalk]} = C1F{s1[k]} + CoF {s2[k]},
— j j _ : _ . (8.60)
FHOS1() + CaSa()} = CLFTHS1(&7)} + CoF H{Sa(e1”)}.
Altalanosan ez a kovetkezét jelenti:
F {Z CiSz'[k]} = Z Ci F{si[k]},
= - (8.61)

F {En: Cisi(ew)} Y G s,

Ez a szuperpozicié elve, ami tehat annyit jelent, hogy a transzformdcié és
inverze tagonként elvégezhetd.

Eltolasi tétel. Ha létezik az s[k] jel S(e/?) spektruma, akkor a K {itemmel
eltolt s|k — K| jel spektruma az eltoldsi tétel értelmében a kovetkezé:

F{s[k — K]} = 7K 5(?), (8.62)
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azaz az s[k] jel spektrumat be kell szorozni e 77X -val, amely — K értékdi f4-
zisforgatast végez az S(¢)V) spektrumon, de az amplitidéspektrumot és az
energiaspektrumot nem médositja, mivel [e /75| = 1. A tétel bizonyitdsara
a (8.53) osszefliggésben irjunk minden £ helyébe (k — K)-t:

1 2m

L (2" o o ok
sl — K] = o— /O S(e”) " v = S(el?) e 1VK &7 dy.

TJo ———~——
Fslk—K]}

Az atviteli karakterisztika meghatarozasa Alkalmazzuk az eltolési té-
telt a rendszeregyenletre és az allapotvaltozods lefrasra, melynek kapcsan
eljutunk a diszkrét idejii rendszer dtviteli karakterisztikdjaghoz, amely egy
rendszerjellemzg fiigguény.

Induljunk ki tehét a diszkrét idej{i SISO-rendszer rendszeregyenletébdl:

ylk)+ > aiylk —i) =" bislk —i).
i=1 =0

Képezziik ezen egyenlet Fourier-transzformaltjat és kozben alkalmazzuk
az eltolasi tételt:

V() + ) a;Y(el)e " = "b; S(e”)e I,
=1 =0

Ezen egyenlet két oldalan egy e 7”-ban n-edfokt és egy m-edfokt poli-
nomot kapunk. Emeljiink ki a bal oldalon Y (e/?)-t, a jobb oldalon pedig

S(el)-t:
Y () (1 + Z a; e_j’%> = S(e?) Z by eI,
i=1 i=0

Ebbdl képezhetjiik az un. W (el?) 4tviteli karakterisztikat:

oY) S be Y
W(e") = o5 = . 8.63
() S(e?) T 1437 aje i’ (8.63)
vagy részletesen kiirva:
W(e?) = Y (el?) _botb eV £ hye ™ 4 £ by eI (864
SE?)  1+are? +age 2+ . 4ape i '
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azaz az 4tviteli karakterisztika az e véltoz6 raciondlis fiiggvénye va-
16s egyiitthatokkal.!'’! Az 4tviteli karakterisztika tehat egy polinom per
polinom alaku kifejezés, nevezdjének polinomja alakilag megegyezik a
rendszeregyenlet karakterisztikus polinomjaval.

Ezen mfiveletsor természetesen visszafelé is elvégezhets. Ha tehat is-
mert egy gerjesztés-vdlasz stabilis rendszer atviteli karakterisztikdja, akkor
annak rendszeregyenlete meghatdrozhato, tovabba az atviteli karakteriszti-
ka szamlal6jaban és nevez&jében szerepld b; és a; egytitthatok megegyeznek
a rendszeregyenlet jobb- és bal oldaldn szerepl6 egyiitthatokkal.

Erdemes megfigyelni, hogy a levezetés nagyon hasonlit a komplex
csticsértékek alkalmazdasa soran bemutatott levezetéshez. Ott a gerjesztés
és a valasz komplex csticsértékébdl, ebben az esetben pedig azok Fourier-
transzformaltjabol indultunk ki. Az dllapotvaltozos leirds egyenleteinek
Fourier-transzformaldsaval szintén az atviteli karakterisztikdhoz juthatunk.
A levezetést itt mell6zziik, mert az megegyezik a komplex csticsértékek
alkalmazdsa sordn bemutatottal.

Az atviteli karakterisztika tehat nemcsak szinuszos gerjesztés és szi-
nuszos vélasz esetén hatdrozhat6 meg, hanem tetsz6leges gerjesztés és a
ré adott valasz spektrumanak segitségével is, hiszen a spektrum éppen a
szinuszos komponenseket adja meg a korfrekvencia fiiggvényében. Tehat
az dtviteli karakterisztika a vdlasz és a gerjesztés spektrumdnak hanyadosa. Ezt
illusztrédlja a kdvetkez abra:

sl i} yiK
- > W(e] ) - >
S(el”) = F {s[k]} Y (el?) = F {y[k]}

A konvolucié spektruma. Az eltolési tételt alkalmazzuk a konvoliicié
spektrumdnak meghatarozasa sordn. Az id6tartomanyban végzett y[k| =
wlk] * s[k] konvoluci6 a frekvenciatartomanyban szorzattd egyszerfisodik:

Y (") = Flwlk]}F{s[k]} = W(”) S("), (8.65)

ahol S(e?) és Y (¢/?) a gerjesztés és a valaszjel spektruma, W (/) pedig
a rendszer atviteli karakterisztikdja. Az Osszefiiggés természetesen mas
jelekre is érvényes.

101 A7 alkalmazasok soran azonban ¢ pozitiv kitevoire fogunk attérni.
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A (8.65) igazoldsat az inverz Fourier-transzformacié segitségével
tessziik meg, feltételezziik tovabba, hogy s|k] is és w[k]| is abszolut 6ssze-
gezhett:

ylk) = FH (@) W)} = % 7 (@) W a9 =
T Jo
_ % 0% (i:z:oos[i]e_jm> W () & do.
S(el?)

Cseréljiik fel most az 6sszegzés és az integralds sorrendjét és alkalmazzuk
az eltolasi tételt:

0 2

gl = 3 sl (;ﬂ 0 W(eiﬂ)e—iﬂiewkd19>,

1=—00

wlk—i]

ami pontosan a konvoluci6 kifejezése. A valaszjel spektruma tehat az
impulzusvélasz spektrumanak és a gerjesztés spektruménak a szorzata.

A kovetkez6 szemléletes illusztracié kapcesan eljutunk a Fourier-transz-
formacié formalis megadadsdhoz. Legyen egy rendszer nem belépd ger-
jesztése az s[k] = &% jel, amely az Euler-formuldnak megfeleléen egy
szinuszos jel. Vegyiik ezen jel és a rendszer impulzusvélaszdnak konvoltci-
6jat, ami a rendszer kimeneti jele:

[e.o] o0

ylk] = Z wli]s[k —i] = Z wlile?F1) = 7k Z wlile 37"

1=—00 1=—00 1=—00

Az utébbi 0sszegben szerepel a w[k] impulzusvélasz Fourier-transzformalt-
ja (irjunk 7 helyébe k-t), ami pontosan a rendszer atviteli fliggvénye (ezt a
251. oldalon igazolni is fogjuk):

W) = i w(k]e 1%, (8.66)

k=—o00

Igy a rendszer vélasza a kovetkezo:

ylk] = W (e)el*,
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azaz dllandoésult dllapotban a linedris rendszer szinuszos gerjesztésre szinu-
szos vélaszt ad, amely a W (el?) tviteli karakterisztika altal meghatarozot-
tan csak amplitiddban és fazisban kiilonbozik a gerjesztéstdl. Az atviteli
karakterisztikat a rendszer sajdtértékének is szokés nevezni, az e/’F gerjesztés
pedig az un. sajdtfiigguény.

Igy a konvoltici6 ismeretére timaszkodva jutottunk el a rendszer atviteli
karakterisztikajanak definici¢jdhoz, valamint a Fourier-transzformécio-
hoz. Az 6sszegben szerepl6 w[i] helyébe tetszbleges s[k| figgvényt irva
definidlhatjuk az s[k] jel Fourier-transzformaéltjat is, ha ez a végtelen 6sszeg
létezik.

Eltolas a frekvenciatartomanyban, a modulacids tétel. A moduliciés
tétel kimondja, hogy a frekvenciatartomanyban 9 korfrekvencidval valé
eltolds az idétartomanyban e/”0* fiiggvénnyel végzett szorzast jelent:

o [e.e]

Z s[k] el?ok e =IOk — Z slk] e I0=d0)k

k=—o00 k=—o00

azaz az S(e’?) spektrumban minden ¥ helyébe (9 — ¥)-t kell irni:

F {s[kz] eiﬁo’“} = S(000)), (8.67)

Az Yk = cos 9ok +j sin Yok azonossag alapjan ez a tétel tehat szinuszos jel-
lel torténd szorzasra ad Osszefiiggést. A tétel fontos kovetkezménye, hogy
az s[k| cos Yok jel spektruma az Euler-reldci6 alkalmazéséaval a kovetkezé:
[e.9] o0 j 1
» e]ﬁok 4 e—Jﬁok .
Z s[k] cos 9k e IF = Z s[k]f e Ik,

k=—o00 k=—o00

Felbontva a tortet kapjuk, hogy

F {s[k] cosdok} = [S(ei<ﬂ—ﬂo>)+5(ej<ﬁ+ﬂo>) , (8.68)

DN =

azaz az s[k] jel S(el”%) spektruma a ¥ = ¥y és a ¥ = —1)y korfrekvencidkon
jelenik meg fele akkora amplitadéval.
Hasonloképp, az s[k] sin ¥yk jel spektruma az Euler-relaci6 alkalmaza-
saval a kovetkezé:
00 . s ook _ o—ivok
. —jok _ —jvk
Z s[k] sin gk eV = Z SWQ—J e VR,

k=—00 k=—o0
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Felbontva a tortet kapjuk, hogy

F {s[k] sin 9ok} — 213 [5(e00) — s(&o+om)] (8.69)

A tétel szerint amplitiidémoduldcional a kisfrekvencias s[k| jel spektruma
a nagyfrekvencias vivgjel segitségével a £, korfrekvencia kornyezetébe
tevddik at. Ez tiikrozddik a tétel elnevezésében is.

8.3.3. Diszkrét ideju jelek spektruma

A kovetkez6kben néhany fontos jel Fourier-transzformaltjat, azaz spektru-
mat fogjuk meghatarozni.

1.) A Dirac-impulzus Fourier-transzformadltja a (8.51) definici6 alapjan
meghatarozhat6, mivel az abszolut 6sszegezhetd:

F{5[k]} = i S[kle 9k = §[0]e 0 =1, (8.70)

k=—o00

hiszen a ¢[k] jel a k = 0 {itemen kiviil minden id6pillanatban nulla. Az
eltolt egységimpulzus spektruma hasonl6képp adhaté meg:

F{0lk - K]} = i 8[k — K]e 0k = ¢ 710K

k=—o00

ugyanis az eltolt egységimpulzus a £ = K hely kivételével minden iitemben
nulla. Ugyanezen eredményre jutunk az eltoldsi tétel alkalmazaséval is:

F{o[k — K]} = F {0[k]} e K = ¢7I9E, (8.71)

A Dirac-impulzus Fourier-transzformaltjat helyettesitsiik be a (8.65)
konvolucits osszefiiggésbe:

Y (&) = w(V)1,

ami annyit jelent, hogy a Dirac-impulzusra adott valasz (az impulzusvélasz)
spektruma megegyezik az atviteli karakterisztikaval, azaz az impulzusvd-
lasz Fourier-transzformdltja (spektruma) pontosan az dtviteli karakterisztika, és
megforditva az dtviteli karakterisztika inverz Fourier-transzformdltja az impul-
zusvdlasz:

W) = F {wlk]}, wlk]=F! {W(eﬁ?)} . (8.72)
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Ugyanezen eredményt szolgéltatja a (8.66) Osszefliggés is.
2.) A tovébbiakban felhaszndljuk a belépd, exponencidlisan csillapodd jel
spektrumat (|q| < 1):

]_-{E[k]qk} _ iqkeﬂ'ﬁk _ i (qe*w)k
k=0

A végtelen mértani sor dsszegképletének felhaszndaldsaval kapjuk, hogy:

1 el?
k
F{elrla} = = R (8.73)

A |g| < 1 feltétel sziikséges, mert ellenkezd esetben a jel nem abszolut
Osszegezhetd, a végtelen mértani sor pedig nem konvergens.
Ezen jel amplitadéspektruma a kovetkezd:

1 1

S(e?)| = = :
S 1 —gcosd +jgsind| /(1 — gcos¥)? + (gsind)?

A fazisspektruma pedig

. gsind
S(e”) = —arctg———.
are 5(e) e g1—qcos19

A jel id6giliggvénye, amplitadospektruma és fazisspektruma lathaté a
8.8. abran. Az amplitidoéspektrum péros fiiggvény, a fazisspektrum pedig
pératlan fliggvény.

1 2 0.6

0.75 _ 1.5 / \
* 0.5 ’ 1

0.25 0.5

arc S (eja) [rad]

-0.3 \/

0 0 -0.6
-1 0 1 2 3 4 2T -T 0 1S 21T -2Tm -T 0 LS 21T

k 9 [rad] 9 [rad]

8.8. abra. Az s[k] = ¢[k] 0,5% jel iddfiiggvénye, amplitiddspektruma és fizisspekt-
ruma

A nem abszolit 0sszegezhetd egységugrasjel Fourier-transzformalt-
janak meghatédrozasa el6tt bevezetjiik az elgjelfliggvény és az egységnyi
értékli, nem belépd, dllando jel spektrumat. Ugyanis az egységugrasjel
spektruma ezek ismeretében meghatarozhato.
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3.) Hatarozzuk meg el6szor az

slk] = — {1 —e[k]} 7" + e[k — 1]¢"

jel Fourier-transzformaltjat (0 < ¢ < 1). Abban az esetben, ha ¢ — 1, akkor
ezenjel a

-1, ha k<0
sgnk =< 0, ha k=0;
1, ha k>0

elojelfiigguényhez tart, az s[k] jel értéke a k = 0 titemben ugyanis nulla.
Az s[k] jel abszolut 6sszegezhetd, a sgn k fliggvény viszont nem. Ezért
spektrumadt az s[k] jel spektrumdbdl szarmaztatjuk. Alkalmazzuk a Fourier-
transzformdci6 definicids Osszefliggését az s[k| jelre:

f{s Z q e J§k+zqk —jvk _

k=—o0
o (Z de - 1) e g1 -
=0 k=0
2 1 1
2 i+ 1
1—qeﬂ9+ +1—qe—l’9

Az (1) 1épés szerint az els6 szummadban attériink a k indexr6l az [ indexre
I = —Fk helyettesitéssel, ugyanis a végtelen mértani sor dsszegképletét
igy definidltuk. Az 6sszegképlet [ = 0-t6l és k = 0-t6l érvényes. Ezért
kibdvitettiik az dsszeget, ugyanakkor az [ = 0 és k = 0 indexekhez tartozé
értékeket le is vontuk az 6sszegbdl. A (2) 1épésben pedig felhasznéltuk az
el6z6 fliggvény spektrumat.

Ko6z6s nevezdre hozas és dsszevonds utan a kovetkezd eredményt kap-
juk:
e’ — g’
F{slk]} = 1— qel? — ge 19 + ¢

Képezziik ezen spektrum hatarértékét, ha ¢ — 1, és rendezziik az
eredményt

ge Y — gol? o9 _ o i0
11—qel? —ged? +¢2 o 240

F{sgnk} = hm

Ezt az eredményt tovdbb lehet egyszerfisiteni, ha felismerjiik, hogy a ne-
vezot teljes négyzetté lehet alakitani az (a — b)? = a® — 2ab + b? azonosség
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2_b2

alapjan, tovabbd a szamlalé a jol ismert (a+b)(a—b) = a azonossagnak

megfelel6en alakithat6 (a = ejg, b= e_jg):

(3 +e7i3) (3 —ei2)

F{sgnk} = (ei% _e—J%)2

%« PR LA ~ PP <
A nevez&ben szerepld '2 — e’ 2 tényezbvel lehet egyszerfisiteni. Ezutan
L 14148 e A sy —j2 .
szorozzuk be a szamlal6t is és a nevez6t is e 7’2 -vel, s azt kapjuk, hogy

1+e

F{sgnk} = 1 (8.74)

P

Alakitsuk &t az el6bbi eredményt gy, hogy a szamlalét is és a nevezot
is elosztjuk 2j-vel, majd alkalmazzuk az Euler-relaciét:
. . jv_o—jv jv_o—jv
eV — eIV = 233 J B = 233 J _ —jsind

o —2 e =2, @40 i _se¥ie ] _ cogy)]
- 5 T 5 17

ami egy tisztan képzetes fliggvény. Ez az eredmény abbdl fakad, hogy az
s[k] jel paratlan fuggvény.
4.) Hatdrozzuk meg ezutan az

slk] = ¢* = {1 — e[k} ¢ " + e[k]¢"

jel spektrumat, ha 0 < ¢ < 1. Az ablakozott felirdsban az els6 tag a
k = —oo,..., — 1 iitemekben, a masodik tag pediga k = 0, . .. ,00 litemek-
ben szolgaltatja a ¢/*! jel értékét. Ez a jel abszolut dsszegezhets, hiszen
értéke mindkét irdnyban exponencidlisan csokken. Ha képezziik a ¢ — 1
hatarértéket, akkor ezen jel a nem abszolut 6sszegezhet6 eqységnyi értékil
jelhez tart. Ezen hatarérték képzése azonban az el6bbinél jéval bonyolul-
tabb.

Az el6z6ekhez hasonléan képezziik az s[k] jel Fourier-transzformaltjat:

1 1 1 - ¢?
1-— quﬁ 1— qe*J19 1— qejﬁ _ qefjﬁ + q2

F {slk]}

Alakitsuk 4t a kapott spektrumot az Euler-formuldnak megfelelSen:
1-— q2 B
1 —qcos? —jgsind — gcosd + jgsind + ¢2
1—¢?
1—2gcos? +q?

F{slk]} =
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Az igy kapott eredménybdl latszik, hogy ezen jel spektruma tisztdn valés
fuggvény. Ez varhat6 is volt, hiszen az s[k] jel péros.

A jel idofiiggvénye és amplitidéspektruma lathaté a 8.9. 4brén (a
fazisspektrum konstans 0, hiszen a spektrum valés). Az id6ftiggvénybdl
lathato, hogy ¢ — 1 esetén a jel a konstans 1 értékhez tart.

1 4

k 9 [rad]

8.9. dbra. Az s[k] = 0,5l jel idéfiigguénye és amplitiiddspektruma
Ebben az esetben nem képezhetjiik egyszertien a ¢ — 1 hatarértéket,
mert akkor nullat kapnank eredményiil, ami viszont lehetetlen egy nem
nulla értékii jelnél. A folytonos idej(i jeleknél a konstans 1 érték{i jel Fourier-
transzformaéltjdra azt kaptuk, hogy 276 (w). Diszkrét idejti konstans 1 értéki
jel esetében ennek analogidjara a 20 (V) spektrumot varnank. Vizsgaljuk

meg hat a kapott spektrumot a ¥ € [—, ... 7] intervallumban. Ha ¢ = 0 és
q — 1, akkor
1— ¢ 1—q)(1 1
lim q 2:im( q)( ;FQ): oy LT _
¢—11-2¢+¢> q¢-1 (1—gq) ¢—1(1—q)

Ha ¥ # 0 és ¢ — 1, akkor minden esetben nulla értéket kapunk hatérérték-
nek. Ezen két esetbdl a folytonos Dirac-impulzusra ismerhetiink. Teljestilni
kell azonban még azon feltételnek, hogy a gorbe alatti teriilet egységnyi.
Ennek bizonyitdsara irjuk fel a kovetkez6 hatdrozatlan integralt:

(b+c) tgg
Zarctg { (b—c)(b+c) }

1
/b—ccosﬁ(w: b—c)b+c¢) ®.75)

és vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: b = 1 + ¢2, ¢ = 2¢. Ha ugyanis a
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spektrum szamléaléjaban szerepld 1 — ¢* tényez6t kiemeljiik, akkor

=) [ 1o a9 =

1+ g2 — 2qcos?

(¢*+2q+1) tg ¥
2arctg { V@20 D(@+2q+D)

( ) V(@ —2¢+ 1) (2 +2q+1)
(g+1)2tg2
(¢? 1)2arCtg { (q‘”(q+12)}
= — q —

(¢g—1)(¢g+1)

Az integrandusz primitiv fliggvényében tehat j6l ismert azonossagok sze-

2z 27

repelnek. Tovabbi egyszerfisitésekkel a kdvetkezd alakot kapjuk:

1 qg+1 9
1—¢? d¥ = —2arctg s ——tg— ;.
( q)/1+q2—2qcosﬁ ang{q—l g2}

A gorbe alatti tertilet az integréldsi hatarok behelyettesitése és ¢ — 1 hatér-
érték képzése utan kaphaté meg:'%2

T 1
1—¢? dy =
( 1 )/ﬂ1+q2—2qcosﬁ

= —2arctg {—oo} + 2arctg {oo} = 2m.

Az integrélasi hatarok tehat —m és 7, hiszen a spektrum 27 szerint peri-
odikus és elegendd csak ezen tartomdanyt ismerni. A gorbe alatti tertilet
tehat nem egységnyi, hanem 27. A spektrum tehét a Dirac-impulzus 27-
szeresével ekvivalens fliggvény, azaz

(F{1} =270(9), ha V€ [-7,... 7,

(8.76)

ahogy azt az analdgia alapjan is sejtettiik. Fontos megjegyezni tehat, hogy
ez a spektrum csak a ¥ € [—, ... 7] intervallumban érvényes. A spektrum
azonban 27 szerint periodikus, s a teljes spektrum a kovetkezé:

F{l} =2xn i 0(9 —i2m). (8.77)

1=—00

1A g — 1 hatdrérték képzése sordn a -1 kifejezés bal oldali hatarértékét kell képezni,
ugyanis ¢ alulrdl tart 1-hez, hiszen abbdl indultunk ki, hogy |¢| < 1. Ez a hatdrérték pedig
—oo. Ezért valt el6jelet az arc tg fliggvény argumentuma. Ha minden egyes helyen 1 — ¢
szerepelne, természetesen akkor is ugyanezen eredményre jutnank.
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A kettd természetesen ekvivalens egymadssal. A spektrum valéds értékd,
hiszen a konstans jel péros fiiggvény.

5.) Utébbi két spektrum ismeretében mar meghatarozhatjuk az egysé-
gugrdsjel spektrumaét is. A folytonos idejti egységugrasjel spektrumanak
meghatérozéasahoz hasonléan adjuk ssze az $sgn k fiiggvényt és az £ 4l-
land6 értékii, nem belépd fliggvényt. Az eredd fiiggvény a k = 0 {itemen
kivill minden titemben az ¢[k] jelet adja, a k = 0 helyen azonban értéke
csak 3. Adjuk hozza ezért az ered6 jelhez még az £4[k] jelet:

1 1 1
clk] = isgnk + 3 + 55[14:] (8.78)

gsgnk 3 36[K] e[k]
+ + =
99979,
k k k

Ennek Fourier-transzformaéltja a kovetkezo:

114e 1
= s(9) + =

Py =51 w 2

Ko6z06s nevezdre hozés utan kapjuk az egységugrasjel spektrumat:

F{elH]) = ﬁ + 78(9). (8.79)

Ez a spektrum lathatéan tartalmaz val6s és képzetes részt.

8.3.4. A valasz spektruma és idofiiggvénye

Az s[k] gerjesztés S(e)”) spektrumanak meghatirozdsa utén a rendszer
W (e)?) tviteli karakterisztik4jat felhasznélva felirhatjuk a rendszer véla-
szdnak spektrumat:

Y () = W) S(), (8.80)

amelynek inverz Fourier-transzformadltja szolgdltatja a valaszjel id6fiiggvé-
nyét:

ylk] = F1 {Y(ew)} - % "y ()6l . (8.81)

—Tr

Tartalom | Targymutatd = = 4257 >



Jelek és rendszerek Jelek és rendszerek spektralis leirasa
Tartalom | Targymutatd < = 492581

Ezen integral csak nagyon specidlis és egyszer(i esetekben alkalmas az
idéfiiggvény képletszerti megadasara. Legtobb esetben csak numeriku-
san oldhaté meg. A gyakorlatban azonban a spektrumbdl sok lényeges
jellemzdre lehet kovetkeztetni.

Diszkrét idejti rendszerek esetében is 1étezik a torzitdsmentes jeldtvitel
és a sdvszélesség fogalma. Ezen fogalmak azonban megegyeznek a folyto-
nos idejii jelek és rendszerek esetében targyaltakkal, ezért ezeket itt nem
ismételjiik meg.
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9. DI rendszerek analizise a komplex frekvenciatar-
tomanyban

9.1. A z-transzformacio

A z-transzformdciét is kétféleképp vezetjiikk be. Elészor a Fourier-
transzformdciébdl kiindulva, majd lentebb formdlis bevezetést is adunk.
Alapveten csak belépdjelekkel foglalkozunk.

Lattuk, hogy csak azok a diszkrét idejfi jelek Fourier-transzformalhaték
a (8.51) definici6 alapjan, amelyek abszoliit dsszegezhetSk. Igy nem Fourier-
transzforméalhat6 pl. az [k], vagy az ¢[k]¢* (|q| > 1) fiiggvény sem, hiszen
a transzformadcioét definidl6 végtelen sor ezen esetekben nem konvergens.
Képzeljiik el, hogy az abszolut dsszegezhet6séget azaltal biztositjuk, hogy

a belépGjelet beszorozzuk egy e 7| —kTy = e 7% (o > 0)jellel (¢ := oTy),
azaz
> Islk]| £ oo, de Y [s[kle™"*| < oo. (9.1)
k=0 k=0

Ha a jel belépd, akkor tetszbleges pozitiv értékii o vélaszthaté a gyakorlat-
ban el6forduld jelek esetében, azaz o értéke érdektelen szdmunkra. Az c[k]
jel pl. tetszbleges o > 0 érték mellett abszoltt dsszegezhetévé tehetd, az
e[k]q* (lq| > 1) exponencidlisan névekvd jelhez tigyszintén talalhato alkal-
mas o, ugyanis az e °* szerint alakulé exponenciélis cstokkenés er8sebb,
mint a ¢ fiiggvény szerinti névekedés (természetesen |¢| < o). A lényeg
ismételten annak biztositdsa, hogy a belépgjelet, ami esetleg a £ — oo
esetén nem tart nulldhoz, ,leszoritsuk” egy exponencialis tényez6vel, ami
elég gyorsan tart nulldhoz ahhoz, hogy a szorzatfiiggvény elt(injon £ — oo
esetén, s igy az abszoltt 0sszegezhet6vé tehetd. Ha egy jelhez nem taldlhat6
ilyen o érték, akkor a jel nem tehet6 abszoltt 6sszegezhet6vé, ilyen jelekkel
nem foglalkozunk, mert nincs z-transzformaltjuk. Ilyen pl. az e[k]lg*’ jel.

Képezziik most az exponencidlis fiiggvénnyel leszoritott belépd-
szorzatfliggvénynek a Fourier-transzformaltjat:

f{€[k]5[k;]e—0k} — is[k]e—oke—jﬂk _ i S[k]e—(a—‘rjﬂ)k’
k=0 k=0

majd vezessiik be az sTy = o + ji jelolést'® és legyen z = e*Ts, melynek

1%Mindez a Laplace-transzformdciéval is szoros kapcsolatban van, hiszen s = o +jw, s igy
sTy = 0Ty + jwTs, ami a mar ismertetett jelolések szerint a kovetkez6t jelenti: sTs = o + j9.
J ] ] J
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eredményeképp definidljuk egy s[k] diszkrét idejti belépsjel z-transzfor-
maltjat:

S(z) = Zs[k]z*k =s[0] +s[1]z7t + 520272 + ..., (9.2)
k=0

ami a z~! hatvéanysora, és S(z) az s[k] id6fiiggvény un. z-transzformalt-
ja (képfiiggvénynek is nevezik), a z = ¢’V komplex kifejezést pedig
szokéas komplex frekvencidnak nevezni. Az 9sszegzés als6 hatdra 0, ami azt
jelenti, hogy az s[k] jel belép6 kell legyen.!%* A (9.2) dsszeget a kovetkezd
operatorral szokds jelolni (irott Z betti):

S(z) = Z {s[k]} .| (9.3)

A komplex frekvenciatartomdnyt diszkrét idejii jelek esetében szokés z-
tartoméanynak is nevezni.

9.1.1. A z-transzformacio tételei
A kovetkezdkben felsoroljuk és bizonyitjuk a z-transzformacié néhany,

szdmunkra fontos tételét. Egyes esetekben ezeket alkalmazzuk is.

Linearitds. A z-transzformadci6 egy Osszegzés, inverze pedig (késébb
latni fogjuk) egy integral, amelyek linedris miiveletek, azaz barmely C;, Cs
konstans esetén fennall, hogy

Z{Cis1[k] + Cosa[k]} = C1Z{s1[k]} + C2Z{s2[k]}, ©.4)
Z‘l{C’lsl(z) + CQSQ(Z)} = Clz_l{Sl(z)} + 022_1{52(2)}. .
Altaldnosan (n 6sszegre) ez a kovetkezdt jelenti:
i=1 i=1 (9.5)

z-! {Zn: CiSi(z)} = zn: C; Z7HS;(2)}.
=1 =1

Ez a szuperpozicié elve, és azt jelenti, hogy a transzformdcid és inverze tagonként
elvégezhetd.

1047 Laplace-transzformaciéhoz hasonléan a z-transzformacié esetében is a jel £ < 0
intervallumbeli viselkedése figyelmen kiviil marad.
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Eltolasi tétel. Ha létezik a belépd <[k] s[k] jel S(z) z-transzformaltja, akkor
a K > 0 utemmel eltolt (késleltett) c[k — K] s[k — K] jel z-transzformaltja
az eltoldsi tétel értelmében a kovetkez:'%

Z e[k — K] s[k — K]} = 2 £8(2), (9.6)

azaz az id6beli eltolas a z-tartomanyban 2~ ¥ tényezdvel végzett szorzasnak
felel meg. Itt arra kell tigyelniink, hogy az [k] jelben és az s[k] jelben is
szerepeljen ugyanazon K eltolas.

A tétel bizonyitdsat segiti a kovetkez illusztracio:

e[k]s[k] e[M]s[M]

e[k — K]s[k — K]
SR T I
M

0 K k 0

frjuk be a z-transzformaci6 (9.2) definiciéjéba az <[k] s[k] jel helyett az eltolt
elk — K] s[k — K] jelet:

Z{elk — K]s i [k — K]z

ahol az 0sszegzést azért kell a £ = K tiitemt6l kezdeni, mert a k < K
titemekben az eltolt jel értéke nulla. Vezessiik be most az M = k — K
valtozot (igy k = K + M), mint Gj id6tengelyt, melynek origdja a K pontban
van. Irjuk 4t az el6bbi dsszeget ennek megfelelGen:

Z{elk — K] slk— K|} = > s[M]z(K+M),
M=0

amelyben az » % konstansnak tekinthet, hiszen az dsszegzést az M vélto-
z0 szerint kell elvégezni, igy az kiemelhetd az 0sszeg elé, és a szumma a
z-transzformacié definicidja lesz:

Z{elk — K]s[k— K|} = 27K Z = 27K5(2),

%,_/
S(z)=2{e[M] s[M]}

ami pontosan az eltoldsi tétel.

%Az ¢[k] jel mindig szerepel az s[k] jel mellett, hiszen belépGjelekrdl van szo.
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Bizonyos esetekben (példat a 281. oldalon fogunk 14tni) el6fordul, hogy

az s|k] nem belépd jelet kell késleltetni. Az s[k — K] z-transzformaltja az
el6z6hoz hasonléan vezethetd le. Induljunk ki a (9.2) definiciébol:

slk — K]z7*

NE

Z{slk— K]} =

e
Il

0

ahol az 0sszegzés als6¢ hatara most nem K, hanem tovéabbra is 0, hiszen a
k < K tutemekre a jel értéke nem feltétleniil nulla, hiszen oda az s[k] nem
belépdjel k < 0 titembeli értékei keriilnek. Vezessiik be ismétaz M =k — K
valtozot, és bontsuk ketté az 9sszeget:

00 —1 0o
Z S[M]Zf(KJrM) — Z 3[ —(K+M) + Z sIM —(K+M)
M=—K M=—K M=0
-1 00
= Z s[M]z=(E+M) 4 —K Z s[M]z=M
M=-K M=0

Ebben a masodik tag megegyezik a belépdgijel eltoltjanak z-transzformaltja-
val, azaz

Z{slk— K]} = > s[M]z=EHM) 4 7 Kg(z),

M=-K
Specidlisan:
K=1: Z{s[k—-1}=s[-1+2"19(2),
K=2: Z{slk—2]} =s[-2] +s[-1]z7t +2725(2).

Az atviteli figgvény meghatarozasa a rendszeregyenlet alapjan. Al-
kalmazzuk az eltoldsi tételt a rendszeregyenletre, melynek kapcsan jutunk
el a diszkrét idejti rendszer dtviteli fiigguényéhez, amely egy rendszerjellemzd
fiigguény.10

Induljunk ki tehat egy diszkrét idejti SISO rendszer rendszeregyenleté-
bol:

K+ aiylk—i] =) bislk—i].
=1 =0

106 A levezetések nagyon hasonléak a rendszeregyenlet és az atviteli karakterisztika kap-
csolatdnak bemutatdsa soran alkalmazottakhoz (1. 220. oldal)
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Alkalmazzuk most ezen egyenletre az eltolasi tételt és tételezziik fel, hogy
a gerjesztés belépd. 1gy a rendszer kauzalitdsabol kovetkezden a valasz is
beléps.1%” A rendszeregyenlet z-transzformaltja tehat a kovetkezd alakot
olti:

Y(z)+ Z a;Y(2)z7" = Z bi S(z)27"
i=1 =0

Ezen egyenlet két oldalan 2~ !-ben egy n-edfoku, és egy m-edfoku poli-
nomot kapunk. Emeljiink ki a bal oldalon Y (z)-t, a jobb oldalon pedig

S(2)-t:
Y(z) (1 + Z a; z_i> =5(z) Z bi 27"
i=1 i=0

Ebbél képezhetjiik az un. W (z) dtviteli fiigguényt, ami a vdlasz és a gerjesztés
z-transzformdltjdnak hdnyadosa:

_Y(x) _ Ylpbiz
Wiz) = S(z) 1+ Z;g:l a; 27 ©-7)

Y(z b bzl 4. bz ™
W(z) = 5((2)) T +a01-:_11+a;_2 : = (9.8)
s[k] N W) ylk] :
S2) = 2 sk} Y (2) = Z {ylkl)

Az dtviteli fiigguény tehdt a 2~ vdltozé raciondlis filgguénye valds egyiitt-
hatékkal.'®® Hasonl6an az &tviteli karakterisztikahoz, az dtviteli fiigguény
is egy polinom per polinom alakii kifejezés, nevez6jének polinomja alakilag
megegyezik a rendszeregyenlet karakterisztikus polinomjaval, gyokeik
tehat megegyeznek, kivéve, ha az atviteli fiiggvény szamlaléjdnak és neve-
z8jének kozos gyokeivel egyszeriisiteni lehet.

Ezen mfiveletsor visszafelé is elvégezhet. Ha tehat ismert egy rend-
szer atviteli fliggvénye, akkor annak rendszeregyenlete meghatarozhato,
tovabba az atviteli fiiggvény szdmlaléjaban és nevez&jében szerepld b; és a;
egylitthatok megegyeznek a rendszeregyenlet jobb- és bal oldaldn szerepld
egyititthatokkal.

197 A nem belép6 gerjesztés esetét példan keresztiil vizsgaljuk meg, 1. 281. oldal.
108 A 7 alkalmazasok sordn azonban z pozitiv kitev&ire fogunk attérni.
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Siettetett diszkrét idejii jel z-transzformaltja. Az allapotvaltozos leirds
normdlalakjadban szerepel az x[k] allapotvaltoz6 z[k + 1], egy litemmel
siettetett eltoltja. Hatarozzuk meg ezen jel z-transzformaltjat. Alkalmazzuk
a (9.2) dsszefliggést:

Zalk+ 1} = 3 alk+ 1],
k=0
majd a k + 1 helyébe vezessiik be az M = k + 1 véltozét, azaz k = M — 1:

[e.e] o
Z{alk+1} = > a[M]em M =23 " a[M]M
M=1 M=1
Itt az Osszegzés als6 hatara az M = k+ 1 miattlett 1, a 0+ 1 helyettesitésnek
megfelel6en. A z-transzformacié definicidjdban azonban az als¢ hatarnak
nullatol kell indulnia. Ha hozzadadjuk az 6sszeghez az M = 0 titembeli
értéknek megfelel6 tényez6t, akkor azt le is kell vonni az 6sszegb6l:

Z{zk+1]} = z( > alM]M 1:[0]).

M=0
Z{xz[M]}

A szumma pontosan az x[M] jel z-transzformaltja, azaz a siettetett jel z-
transzformaéltja a kdvetkezo:

| Z{alk + 1]} = 2(X(2) — 2[0]) = 2X(2) — 220}, | (9.9)

Belép6 gerjesztés esetén az allapotvaltozok £ = 0 titembeli értéke nulla, igy

| Z{alk +1]} = 2X(2). | (9.10)

Az atviteli fliggvény meghatarozasa az allapotvaltozos leiras alapjan.
Alkalmazzuk az utdbbi tételt az allapotvaltozos leirdsra, melynek kapcsan
szintén eljutunk a diszkrét idej(i rendszer dtviteli fiigguényéhez.!”

Egy diszkrét idejti SISO-rendszer allapotvaltozos leirdsanak normala-
lakja a kovetkez6:

x[k + 1] = Ax[k] + bslk],

ylk] = cTx[k] + Ds|k], (9.11)

19 A levezetések nagyon hasonléak az allapotvaltozés leiras és az atviteli karakterisztika
kapcsolatanak bemutatdsa sordn alkalmazottakhoz (1. 223. oldal).
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Képezziik ezen egyenletek z-transzformaltjat és alkalmazzuk a siettetett jel
z-transzformaéltjanak megismert kifejezését és szoritkozzunk belépd gerjesz-
tésre (igy a valasz is belépd és x[0] = 0):

2X(z) = AX(z) + bS(z), 9.12)
Y (2) = ctX(2) + DS(z). '

Az els$ egyenletbdl az X (z) allapotvektor z-transzformadltja kifejezhetd:
2X(z) = AX(2) +bS(z) = (zE—A)X(z)=bS(z),

azaz
X(z) = (:E — A) ' bS(2), (9.13)

ahol E az N-edrendi egységmatrix. A kapott eredményt helyettesitsiik
be az Y'(z) kifejezésébe, s igy a valaszjel z-transzformaltjdnak kifejezése a
kovetkez6 alaki lesz:

Y(z)= [T :E— A) b+ D] S(2). (9.14)

Ut6bbibdl az atviteli fliggvény kifejezheto:

W(z) = =cT:E-A) 'b+D. (9.15)

Ez szintén egy polinom per polinom alakd kifejezés, amely —ahogy a frek-
venciatartomdanybeli leirds soran is tettiik! 19— 4tirhat6 a kovetkez alakra is:

cladj(?:E — A)b + |zE — A|D
W(z) = CE—A . (9.16)
Mindez MIMO-rendszerekre a kovetkez6képp fejezhetd ki:
'W(:) =C(:E-A)"'B+D, 9.17)

ami az dtvitelifiigguény-midtrix, melynek ij indexti eleme megadja az i-edik
kimenet és a j-edik bemenet kozott fenndll atviteli fliggvényt agy, hogy
kozben a rendszer minden mas bemenete jelmentes:

L i=1,...,N,,j=1,....N, (9.18)
Si(2)=0,k]

-~ S5(2)

W0 Alkalmazzuk az (2E — A) ™' = ac}jz(élf;‘?) Osszefiiggést.

Tartalom | Targymutatd & = 4265



Jelek és rendszerek A z-transzformacié
Tartalom | Targymutatd = = 49266 >

Ha a gerjesztés nem belép6, akkor az &llapotvektor eltoltjanak z-
transzformédltja nem egyszertien 2X(z) lesz, hanem 2X(z) — 2x/0].

Lathato, hogy mindkét esetben formalisan ugyanazon miiveleteket
végeztiik el, mint a frekvenciatartoménybeli analizis soran.

Az dtviteli fiigguény nevezdjének gyokeit pélusoknak, szamldlojanak gyokeit
zérusoknak nevezziik.

A konvolucié z-transzformaltja. Az eltolasi tételt alkalmazzuk a kon-
voliicid z-transzformdltjanak meghatdrozdsa sordan. Az id6tartomanyban
végzett y[k] = w(k| * s[k] konvoldci6 z-transzformélhaté belépé gerjesz-
tés és z-transzformalhat6 belép6 impulzusvélasz esetén a z-tartomdnyban
szorzattd egyszertisodik:

’Y(z) = Z{w(k|} Z{s[k]} = W (z) S(2), (9.19)

ahol S(z) és Y(z) a gerjesztés és a vélaszjel z-transzformaltja, W (z) pe-
dig a rendszer atviteli fiiggvénye. A tétel bizonyitdsa érdekében z-
transzforméljuk a konvoltcié (7.9) kifejezését:

00 k
Y(z2)= Z (Z sliwlk — z]) 27k,

k=0 \=0

Ezen 6sszefiiggésben a belsé szumma fels6 hatara £, hiszen az impulzus-
valasz beléps. Cseréljiik le ezen hatart co-re gy, hogy kozben a w(k — i]
helyébe e[k — i|w[k — i]-t irunk, azaz a szumman beliil jeloljik, hogy az
impulzusvélasz belépd. Erre az ezt kovet6 1épések miatt van sziikség.

Tehat: e
Y(2)=> <Z slilelk — i|w[k — z’]) 27k,

k=0 \i=0
Cseréljiik fel ezutan az dsszegzések sorrendjét:

Y(z)=> i <Ze[k¢ — iJw[k — i}zk> .
' k=i
A bels6 6sszeg als6 hatara i lett, hiszen a szummaban szerepld [k —iw[k—1i]

jel a k < i titemekben nulla értékii. A belsé szumma pedig pontosan az
eltolt jel z-transzformaltja (v.6. (9.1.1) osszefiiggéssel), azaz:

Y(z) =) s[i]W(z)z"" =W(2) Z sz,

=0

ST

@
Il
=)
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amely Osszefliggésben a gerjesztés z-transzformaéltja ismerhetd fel, s igy a
konvoltci6 z-transzformaltjdhoz jutunk:

Emlékezziink vissza, hogy a konvolicié adott impulzusvélasza rendszer
valaszanak meghatdrozasdra alkalmas adott gerjesztés mellett. Ezen Gssze-
fiiggés pedig a gerjesztés z-transzformaltjanak és az atviteli fiiggvénynek a
szorzatat tartalmazza, ami a vélaszjel z-transzformaéltjat eredményezi.

A kovetkezd szemléletes illusztracié kapcsan eljutunk a z-transzfor-
maéci6 formélis megaddsahoz. Legyen egy kauzdlis rendszer nem belépd
gerjesztése az s[k] = z* jel, amely gyakorlatilag megfelel egy exponencidli-
san névekvs amplitidéja szinuszos jelnek, hiszen z¥ = e*e/’* ahol o > 0
és a masodik tényez6 pedig az Euler-formuldnak megfelel6en egy szinu-
szos jel. Vegyiik ezen jel és a rendszer impulzusvélaszdnak konvoltcidjat:

o

s
Il
o

ylk] = wlilslk —i] =
=0

wli]2F = 2 Zw[z]z_’
i=0

Az utébbi 0sszegben szerepel a w[k] impulzusvdlasz z-transzformaltja, ami
pontosan a rendszer atviteli fliggvénye (ezt a 273. oldalon igazoljuk):

W(z)=> wlklz™". (9.20)

azaz a kimeneti jel alakja a W (z) atviteli fliggvénytdl eltekintve olyan, mint
a gerjesztés alakja. Az atviteli fliggvényt ezért a rendszer sajdtértékének is
szokés nevezni, a z* gerjesztés pedig az un. sajitfiiggvény.

Igy a konvoldci6 ismeretére timaszkodva jutottunk el a rendszer &t-
viteli fliggvényének definiciéjdhoz, valamint a z-transzformaciéhoz. Az
Osszegben szerepld wli] helyébe tetsz6leges s[k] fliggvényt irva definidlhat-
juk az s[k] jel z-transzformaltjat is, ha ez a végtelen dsszeg létezik, azaz ha
az s[k| jel z-transzformalhato.
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A csillapitasi tétel. A csillapitdsi tétel azt mondja ki, hogy egy belépé és
z-transzformalhato s[k] jel és egy ¢" exponenciélisan csokkend jel (|g| < 1)
szorzatanak (amely csillapitja az s[k]| jelet) z-transzformaltja

z {s[k]qk} -9 (;) , (9.21)

hiszen ki;os[k]qkz_k ) ;S[k] <Z) —k g (Z) |

azaz az s[k] jel S(z) z-transzformaltjdban minden z helyébe Z-t kell irni.

Kezdetiérték-tétel és végértéktétel. A z-transzformacionak is van két
un. végérték tétele, melyek segitségével meghatarozhatjuk az s[k| jel kezdeti
értékét a k = 0O-ban és végértékét k — oo esetén az S(z) z-transzformalt
ismeretében, ha ezek a hatarértékek léteznek:

s[0] = lim S(z), s[k — oo] = lim[(z—1)S(2)]. (9.22)

2Z—00 z—1

Ezen tételeket akkor kényelmes alkalmazni, ha a jel z-transzformaltja ismert
és az id6fiiggvény hatdrértéke a kérdés, pl. ha a valaszjel z-transzformaltjat
meghatdrozzuk. A hatarértékek meghatdrozdsdhoz tehat nem kell megha-
tdrozni az id6éfliggvényt.

A kezdetiérték-tétel a z-transzforméacié definici6jabol adédik:

S(z) = Z s[k]z*

k=0

s[0] + s[1]z7 ! + s[2]272 + ...,

k

ugyanis, ha ezen végtelen sorba z — oo, akkor minden 2™ — 0, minek

eredményeképp csak x[0] marad.

Kapcsolat a Fourier-transzformalttal. Ha az s[k] jel beléps és abszo-
lit Osszegezhetd, akkor a jel S(e)”) spektruma meghatarozhaté a z-
transzformaltbél » = e/ helyettesitéssel:

S(@7) = S(2)],_yo - (9.23)

Ez biztosan igaz, ha a jel belépd, korldtos és véges tartdjii, vagy ha a jel belépd,
korldtos és a k — oo esetén exponencidlisan nulldhoz tart. Az 6sszefiiggés nem
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érvényes pl. az ¢[k] jelre, mert az nem abszoltt Osszegezhetd, és ez egy
feltétel. Az abszolut dsszegezhetd jeleket ugyanis nem kell az e?* jellel
,leszoritani”, éppen ezért o = 0.

Ha a rendszer gerjesztés-vilasz stabilis és kauzdlis, akkor az atviteli karak-
terisztika el6allithaté az atviteli fliggvény ismeretében:

W () = W(2)|

(9.24)

z=el? *

9.1.2. Diszkrét idejii jelek z-transzformaltja

A kovetkez6kben néhany fontos jel z-transzformaltjat fogjuk meghatdrozni,
melyekre a késbbiekben sziikségiink lesz.

1.) Hatdrozzuk meg elGszor az c[k| egyséqugrisjel (a legegyszertibb
belépdsjel) z-transzformaltjat. Induljunk ki a z-transzformacié definiciéjabol
és vegylik figyelembe, hogy az ¢[k]| jel értéke 1 a k > 0 titemekre:

Z{elkl} =D 2 F=> (7 Hk
k=0 k=0

Hasznaljuk fel a végtelen mértani sor dsszegképletét:

> 1

> g = T (9.25)
—q

k=0

ha |g| < 1, azaz ha |z7!| < 1, ami teljesiil az [e~?| < 1 miatt (¢ > 0).
Eredményiink tehat a kovetkezd:

(el = 5 _1Z_1 - = 9.26)

Jegyezziik meg, hogy ugyanez lesz pl. a k < 0 id6pillanatokban is egység-
nyi értékdi jel, vagy az eljelfliggvény z-transzformaltja is. Barmi is legyen
tehat a jel értéke a k < 0 id6pillanatokra, azt a z-transzformacio6 figyelmen
kiviil hagyja.

2.) Hatarozzuk meg az ¢[k] jel és a ¢* (|q| < 1) jel szorzaténak, azaz a
csillapitott egységugrasjelnek a z-transzformaltjat.''! Induljunk ki elészor
a definiciébdl és alkalmazzuk a végtelen mértani sor (9.25) 6sszegképletét:

Bty =3 d =Y (1) =ty = 2
k=0 z

o
k=0 q

ngyaneZ lesz pl. a q‘k| jel z-transzformaltja is, hiszen a transzformadcié a k£ < 0 idépilla-

natokat figyelmen kiviil hagyja.
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Hasznalhatjuk a csillapitasi tételt is, ugyanis az ¢[k]q" jel az [k] csilla-
pitottja. A csillapitési tétel pedig azt mondja ki, hogy az eredeti jel (jelen
esetben az e[k]) z-transzformaltjdban (ami ekkor —%7) minden z helyébe g—t
kell irni, azaz

Z{e[klg"} = ==

tehat

Z
z2—q

Z{elklq"} = (9.27)

Ha itt elvégezziik a ¢ = 1 helyettesitést, akkor pontosan az [k] jelet kapjuk,
valamint a %5 transzformaltat, ami a helyes eredmény.

Derivéljuk az utébbi kifejezés mindkét oldalét ¢ szerint:'12

(z—q)*

Z{elklk¢" 1} = (9.28)

Erre az 0sszefiiggésre sziikségiink lesz az inverz z-transzformécié soran.
Folytassuk ezt a sort:

2z
Z{elklk(k — 1)¢" 2} = ,
e e
Z{ekk(k — 1)(k - 2)¢" %) =
(z—q)*
24
E{elklk(k — 1)(k - 2)(k - 3)¢" 1} = ——,
(z—1q)
1 1 3
. 0.75 : 0.75 22'2
E 0.5 2 0.5 Zv
® 0.25 :0.25 :él
—2—10;234 —101i345 012i456

9.1. abra. A levezetésben szerepld jelek idofiiggvénye (¢ = 0,5)
"2Hasznéljuk fel, hogy (%) = 2w’

v
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Az elsé harom jel id6fiiggvénye lathaté a 9.1. bran.!® Altaldnosan a
kovetkezd Osszefiiggés irhato fel:

mlz

Z{elklk(k — 1)(k = 2) ... (k — (m —1))¢" ™} = (z —gm+t’

Az m! tényezbvel 4tosztva az alkalmazasok sordn leginkdbb hasznalt alak-
hoz jutunk:

Z{s[k:]k(k_1)(k_2)"'(k_(m_1))qk_m}: : z 9.29)

m! z—q)mtl’

3.) Ezek alapjan allithatjuk el6 pl. az ¢[k]k, vagy az e[k|k(k — 1) jelek
z-transzformaltjat, ha a ¢ = 1 helyettesitést alkalmazzuk:

z 2z
m, Z{clklk(k—-1)} = m

Ha a két jelet 6sszeadjuk, akkor a linearitds miatt a transzformaéltakat is
osszeadhatjuk. Igy kapjuk meg pl. az e[k]k? = e[k][k + k(k — 1)] jel z-
transzformaltjat:

Z{e[k]k} =

z 2z 2242
ZeEY = ot o G —+1)3'

Altalanos formula az e[k]k™ (m € N) alakd jel z-transzformaltjgnak megha-
tarozasidra nem ismert.

4.) Sziikségiink lesz az e[k|e’’* és az [k] jelek z-transzformaltjara.
Utobbi eredmények alapjan, ¢ = e/ helyettesitéssel ezek a kovetkezSképp
néznek ki:

o—ivk

z
z — el?’

z

Z{e[k]"} = Z{e[k]e™""} =

(9.30)

z—e iV’

Ezen eredmények segitségével pedig az e[k] cos Uk és az ¢[k|sin Ik jelek
z-transzformaltja felirhato:

ok | —jvk 1 1
Z{E[k]cos’(?k‘}:z{g[k]e]—’—e}ZQZ z z

2 —e«iﬁ—i_iz—e—jﬂ'

13frdemes lehet végigkovetni, hogy kell a jeleket felvazolni.
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Hozzuk koz6s nevezdre az eredményt:

1 2 1z 1z(z—eV) +2(z — &)
Z{elk] cos Ik} T2z 27— 2 (z_al)(z_e0)
L1222 — (el 4 e iY) 22 — zcos¥

222 2(e? +e ) +1 22— 2zcosU+ 1

Az e[k] sin Ok jel z-transzformaéltja pedig a kovetkezd:

Z{e[k]sinﬁk}zz{g[k]w} 1 =z 1z

2j :27jz—ej19_27jz—e*j“9'

Hozzuk k6z6s nevezodre ismét az eredményt:

1 =z 1 z 1 2(z —e ) — 2(z — &)
Z{elk]sin 9k }=— — — — —=— - - =
{elk]sin vk} 2jz—e?  2jz—e7? 2] (z—el?)(z—eIY)
1 z(el? — e=I7) B zsind
S 2§22 — z(e)? 4 e ) £ 1 22 —2zcos¥+ 17
Osszefoglalva tehat:
2 _ .
Z{ek cos Ok} = — 2 =25V b1k sin vk} = Zsiny (9.31)

22 —2zcos9 + 1’ 22 —2zcos9+1°

5.) A Dirac-impulzus z-transzformaltjat kétféleképp kaphatjuk meg. A
(9.2) definici6 és a Dirac-impulzus definicidja alapjan irhatjuk, hogy

Z{5[k]} = ia[/@]z*’f =6[0]2° + 0[]z ... =1,
k=0

hiszen a Dirac-impulzus a k£ = 0 hely kivételével mindenhol nulla érték.
Ha figyelembe vessziik, hogy a Dirac-impulzus az egységugrasjelb&l
eléallithato a
Olk] = elk] — e[k — 1]

alakban, akkor a Dirac-impulzus z-transzforméltja az egységugrasjel z-
transzforméltjanak és az eltolasi tétel ismeretében el6éllithato:
z z z 1 z—1

Z — — = — = _1
{0[k]} z—1 z—lz z—1 2z—-1 2z-1 ’

azaz
Z{6[k]} = 1. (9.32)
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Az eltolt Dirac-impulzus z-transzformaltja az eltoldsi tételbdl ad6dik:

Z{0k - K]} = 27K, (9.33)

Helyettesitsiik be most a Dirac-impulzus z-transzformdltjat a (9.19)
Osszefliggésbe:
Y(z)=W(2)1,

azaz a Dirac-impulzusra adott vdlasz (ami az impulzusvdlasz) z-transzformdlt-
ja pontosan az dtviteli fiigguény, és megforditva az dtviteli fiigguény inverz
z-transzformdltja az impulzusvdlasz:

W(z) = Z{wlk]}, wlk]=Z"1{W(2)}, (9.34)

ahogy azt a (9.20) szummaval megadtuk.

6.) Hatarozzuk meg a belépl, dltaldnos periodikus jel z-transzformdlt-
jat. Az f[k] fuggvény szerint valtozé periodikus jel elsd, K titemb&l allo
periddusa a kdvetkezd fiiggvénnyel allithato eld:

sic[k] = {e[k] — e[k — KT} f[K], (9.35)

melynek Sk (z) = Z{sk[k]} z-transzformdltjat meghatarozhatjuk. Ha ezt a
jelet eltoljuk i K helyekre (i = 0,1, ... ,00), akkor megkapjuk az s[k] periodi-
kus jel id6fliggvényét:

K = sklk—iK]. (9.36)

Hasznéljuk ki a z-transzforméci6 linearitdsat, azaz transzforméljuk ezt a
kifejezést tagonként, majd hasznaljuk fel a végtelen mértani sor 6sszegkép-
letét:

1

S(z) = Z{s[k] Z Z{sk[k] = xSk (2). (9.37)

Ezen eredmény hasznos lehet a Fourier-sor egytitthatéinak meghata-
rozasara a (8.33) 0sszegzés kiértékelése nélkiil. Ha ugyanis elballitjuk a
periodikus jel els6 periédusanak z-transzformaltjat, akkor z = e”?? helyet-
tesitéssel és K-val torténd osztdssal megkapjuk a Fourier-egytitthatokat:

? — SK(Z)|z:ejP79 . (938)
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Ez a komplex Fourier-sor egyiitthatéinak szamitdsara hasznélt szumma és
a z-transzforméacié definiciéjdnak 0sszehasonlitdsdbol lathato:

K K

silkle P Se(z) =) sklk]z .
k=0 k=0

—C 1
S D == ?

A kovetkezdkben tovébbi, dltaldnosabb példakat oldunk meg, melyek-
ben felhasznéljuk a fenti eredményeket.

1. Példa Hatdrozzuk meg az slk] = e[k] (20,9 —0,8%) jel z-
transzformaltjat.

Megoldas Az c[k]¢" jel z-transzformaltjat ismerjiik. Ezt kell kétszer alkal-
maznunk, majd az egyes eredményeket ki kell vonnunk egymadsbdl, hiszen
a transzformaécio linedris:

z z
2—09 2-08

Z {s[k]} =2

Léathato, hogy a 2-es szorz6 a transzformaéltban is megjelenik, hiszen a
konstans a definiciéban szerepld szumma elé kiemelhetd.

2. Példa Hatsrozzuk meg az s[k] = ¢[k]0,7%cosbk és az s[k] =
e[k]0,7% sin 5k jelek z-transzformaltjat.

Megoldas Alkalmazzuk a csillapitési tételt az [k] cos Uk és az [k| sin ¥k
jelek z-transzformaltjdnak felhaszndldsaval:

2
ﬁ) ~ 57 C085 22— 0,19z
Z {e[k]0,7" cos 5k} = ( ’ ’ = : :
{elkI0.7% cos 5k} = 7 220,39z 1 0,49
(ﬁ) — 0.7 Cos 541
) —0,67z
z k k. Bl — 0,7 _ )
{elkI0. 7 sin 5k} = 5= 22— 0,392 + 0,49’
(TJ) — .7 COs 541
azaz a szinuszos és koszinuszos jelek z-transzformaltjagban minden z he-
lyébe 5%-et irtunk a csillapitasi tételnek megfeleléen. Ha a cos 5 és a sin 5

értékeket numerikusan is meg akarjuk hatarozni, akkor figyelembe kell
venni, hogy ¥ = 5 radidn egységben adott.

3. Példa Hatarozzuk meg az s[k] = £[k]k 0,6" jel z-transzformaltjat.
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Megoldas Az c[k]kg" ! jel z-transzformaltjat mar meghatdroztuk. Ezen
jel pedig ehhez hasonlé. Alakitsuk hat 4t a kérdéses jelet a kivant alakra:

s[k] = e[k]k 0,6* 1! = ¢[k]k 0,61 0,6,

azaz ,becsempésztiik” a k — 1 tagot azéltal, hogy a kitevéhoz hozzéaad-
tunk és levontunk 1-et. Ennek a jelnek a z-transzformaltja azonban mar

meghatarozhaté:
z

Z{slk]} = 0,6 ——.
(sl = 06—
4. Példa Hatsrozzuk meg az s[k] = e[k — 4]k 0,5* z-transzformaltjat (1.
9.2. dbra).

Megoldas A jel az el6z6 feladatban adott jelhez hasonld, csak épp a k = 4
titemben 1ép be. Az eltolasi tétel akkor alkalmazhato, ha a jelben szerepld
Osszes k ugyanannyi iitemmel van eltolva. Alakitsuk at ennek megfelel6en
a megadott jel id6fiiggvényét:

s[k] = e[k — 4](k — 4 + 4) 0,544,

Ezéltal nem modositottunk a jelen, de a sziikséges eltolasokat minden
helyre bevittiik. Bontsuk fel ezutdn a zardjelet és a kitevét:

s[k] = e[k — 4](k — 4) 0,5*7%0,5% + e[k — 4]4 - 0,5%%0,5%.

Az elst tag kiilon figyelmet érdemel. Ismerjiik ugyanis az e[k]kq" ! jel
z-transzformaltjat. Ha ezen jelet K-val eltoljuk, akkor az [k — K](k —
K)g*%~1jelhez jutunk. Itt figyelni kell a kitevSben szerepls (k — K — 1)-re,
esetiinkben tehat még egy —1-et be kell vinni az els6 tag kitevjébe:

s[k] = e[k — 4](k — 4) 0,547 110,5% + e[k — 4]4 - 0,5*7%0,5* =
= e[k — 4](k — 4) 0,5%750,5% + [k — 4]4 - 0,5510,5%.
A mésodik tag az [k]q" jel eltoltja 4 iitemmel, aminek a transzformaltjt is-

merjiik. Ezt a jelet mar z-transzformalhatjuk az el6z6 feladatban is szerepl6
Osszefliggés és az eltolasi tétel szerint:

z _
p 4

c 11095

Z{s[k]} = 0,03125————
{slk]} =0, (z — 0,5)2 20,5

Az eltolasi tétel értelmében a jel z-transzformaltjat tehat még »~*-gyel be
kell szorozni.
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5. Példa Hatdrozzuk meg a kovetkezd jel z-transzformaltjat (1. 9.2. dbra).

s[k] = (e[k] — e[k — 5]) 0,2,

Megoldas Elso 1épésben bontsuk fel a zarodjelet és alakitsuk at a jel maso-
dik tagjat, hogy az eltolasi tételt alkalmazni tudjuk:

s[k] = e[k]0,2% — e[k — 5]0,2F75+5 = £[k]0,2% — e[k — 5]0,28%0,2°.

A jel z-transzformaltja ebb6] mar felirhato:

g5 s
2—02 77 z2-0.2

Z{s[k]} =

o
~
o
2k

0.75

£[k-41k0, 55

o

w
[e[k]-€[k-5]]0

o
N}
w

9.2. abra. A 4. és az 5. példdban szerepld jelek iddfiigguénye

9.2. A z-transzformacio alkalmazasa
9.2.1. A valaszjel z-transzformaltjanak meghatarozasa

Els6 lépésben tehat meg kell hatarozni az s[k] gerjesztés S(z) z-transzfor-
maltjat, valamint a rendszert jellemz6 W (z) atviteli fliggvényt. Utdbbi vagy
adott, vagy az impulzusvélaszbdl, vagy a rendszeregyenletbdl, vagy az élla-
potvaltozods leirasbél meghatdrozhatd. Ezutdn a kettdt 0ssze kell szororzni
a (9.19) osszefiiggés értelmében, ami a valaszjel Y (z) z-transzformaltjat
adja, s ezen transzformaltat inverz z-transzformalni kell, melynek ered-
ményeképp kapjuk a valaszjel y[k] id6fliiggvényét. A kovetkezbkben ezen
lépéseket targyaljuk.

A példak kapcsan megfigyelhettiik, hogy elemi fliggvények altal leirt je-
lek z-transzformaltja 4ltaldban egy tort, melynek szamlaldja is és nevezgje is
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egy-egy polinom z-ben, vagy ~~!-ben. Eltolt fiiggvények esetében megijele-
nik még egy 2~ szorzétényezs is. Ennél bonyolultabb transzformaltakkal
nem foglalkozunk.

Az atviteli fuggvény pedig mindig egy polinom per polinom alakd
kifejezés.

A vélaszjel z-transzformaltja tehat két tort szorzata, mely szorzat min-
dig polinom per polinom alakd kifejezésre vezet (az esetleges 27K szorzété-
nyezovel). Végeredményben tehat egy polinom per polinom alaku kifejezés
inverz z-transzformaltjat kell meghatarozni, amely ezen esetekben nagyon
egyszer(i szabalyok segitségével elvégezhetd. A vélaszjel z-transzformaltja
ebben az esetben a z, vagy a 2~ ! valtozé un. raciondlis fiigguénye. Pontosan
ezen okndl fogva nem is bonyolitjuk feleslegesen az inverziét, hanem tipi-
kus példak kapcsan mutatjuk be azt. A z-transzformaltak esetében hasonlé
jellegti tortfliggvényeket kapunk, mint a Laplace-transzformacié esetén
(1. 168. oldal), ezért a csoportositdst nem ismételjiik meg. Ennek azonban
fontos kovetkezménye, hogy csak azon z-transzformaltakhoz tartozhat
idofliggvény, amelyekre igaz, hogy

lim X (z) < oc. (9.39)

zZ— 00

Ez akkor lehetséges, ha a nevez6 fokszama nagyobb a szdmlal6 fokszama-
nal.

9.2.2. Az inverz z-transzformacio és a kifejtési tétel

A jel z-transzformaéltjdnak ismeretében a jel id6fiiggvényét dltaldnosan az
un. inverzids integrdl segitségével szamithatjuk, amihez a kdvetkez6képp
jutunk. Idézziik fel el6bb az inverz Fourier-transzformacié osszefiiggését:

s[k] = 2177/ S(el)elkqy.

A z-transzformaciohoz a beléps és e “%-val szorzott jel Fourier-
transzformdcidjaval jutottunk el. Forditsuk meg most ezt a miiveletet,
azaz keressiik az S(e?*3”)-hoz tartoz6 belépd id6fiiggvényt:

elk]s[k]e % = * S(e? )k qy.

o)
Szorozzuk be mindkét oldalt e?*-val:

1

— % S(€U+jﬂ)e(g+jﬁ)kdl9.

—Tr

e[k]s[k]
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Mivel 2z = 71V = ¢7¢? | ezért
dz = e7de” = e7el?jdv = " H?jdv = zjdv,

hiszen o konstans. Innen dv = ?—j adodik. Helyettesitsiik ezt az el6bbi
integralba:

1

_ k—1
= o S(z)z" " d=. (9.40)

e[k]s[k]

|z|=0

Ez az un. inverzids integril, ami definidlja az inverz z-transzformaciét. Ez
az integral k£ < 0 esetén nulla értéket ad. A korintegral abbdl adédik, hogy
mig az inverz Fourier-transzformadci6 integralja —m-t6l, 7-ig fut a ¥ valtoz6
szerint, addig mindez az el? komplex véltozéban pontosan egy kort jelent,
melynek sugara pontosan e’ hiszen z = e“e’V. Az inverz z-transzformaciét
a kovetkezs operator jeloli:

s[k] = 271 {S(2)}. (9.41)

Az alkalmazasok szempontjabdl ezen integral kiértékelésére azonban nincs
sziikségtink.

A valaszjel z-transzformaltja tehat a (9.19) alapjan hatarozhat6 meg.
Ennek inverze, azaz a valaszjel id6fiiggvénye esetiinkben az inverz Laplace-
transzformdciohoz hasonléan az un. kifejtési tétel segitségével hatarozhato6
meg.

Vizsgéljuk meg ezen lehet6ségeket példakkal illusztralva.

1. Példa Egy rendszer étviteli fliggvénye és gerjesztésének id6fiiggvénye
a kovetkez6. Hatarozzuk meg a rendszer valaszat.

W(z)

z
- 2240,42—0,05’

s[k] = 2¢[k] 0,3

Megoldas Els6 lépésben hozzuk az atviteli fliggvény nevez&jét szorzat
alakra. A nevezd polinomjanak két egytitthatdja p; = 0,1 és py = —0,5,

azaz
z

(z—0,1)(z+0,5)

A gerjesztés id6fiiggvényének z-transzformaéltja pedig a kovetkezé:

W(z) =
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A valaszjel z-transzformaltja a konvoltcié z-transzformaltjanak megfele-
16en ezen két z-transzformélt szorzata. Ezutdn a szamlalobol a z elséfoka
tagjat emeljiik ki a tortfiiggvény elé (ennek okdra a feladat végén visszaté-
riink), azaz

2z
“—01)(z+05)(z—03)

Y(z) =W(z)S(z) =

A tortfliggvényt a Laplace-transzformaci6 alkalmazasa soran ismertetett
modon bontsuk fel parcidlis tortek szorzatara. Ezt megtehetjiik, hiszen a
tortfliggvény valédi, mivel a szdmlaloé fokszdma (ami 1) kisebb a nevezd
fokszamandl (ami pedig 3). Kozben azonban ne feledkezziink el a kiemelt
z tényezorol:

A B C
Y(Z)_Z<z—071 +z+0,5+z—0,3>'

Az A, B és C egyiitthatokat ezutdn letakarassal hatdrozhatjuk meg.!'* Szo-
rozzunk vissza ezutdn a kiemelt z tényezo6vel, s a vélaszjel z-transzformaltja
a kovetkezd lesz:
—1,67 —2,08 3,75
Y(z) = — z ,082 5z
z—01 2405 2z-0,3

Ezen tagokban mar felismerhetjiik a -= alaku tortfiiggvényt, ami pontosan
az e[k]q* fiiggvény z-transzformaltja. Lathato, hogy a z tényezd kiemelésére
mindig sziikség van, pont azért, hogy a parcidlis tortekre bontds utan vele
visszaszorozva megkapjuk a sziikséges z-transzformaltakat. fgy a valaszjel
idéfiiggvénye a kovetkezo:

ylk] = e[k] <—1,67 -0,1F —2,08(—0,5)% 4 3,75 - 0,3’“) .

Fontos itt is megjegyezni, hogy a z-transzformaciéval szdmitott valaszjel
belép6 fiiggvény, hiszen a gerjesztés belépd fliggvény és a rendszer kauzalis
(impulzusvélasza is belépd fliggvény).

2. Példa Egy rendszer impulzusvdélasza és gerjesztése a kovetkezd. Hata-
rozzuk meg a rendszer vélaszjelének id6fliggvényét.

wik] = e[k] (o,g’f +2- o,5k) . s[k] = 2¢[K] 0,5".

114 _ 2:0,1 _ _ 2(=0,5) _ _
A = (0,1+0,5)(0,1—0,3) -167, B = (=0,5-0,1)(—0,5—0,3) -2,08, C =
2.0,3

©3-0.0(03708) — 3,75. Természetesen alkalmazhatjuk az egyenl6 egytitthatok modszerét
is.
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Megoldas Elso 1épésben hatdrozzuk meg az impulzusvalasz és a gerjesz-
tés z-transzformaltjat az ismert Osszegiiggések alapjan:

z 2z 322 — 0,92 2z

W(z) = z—0,2 + z—0,5 - (2 =0,2)(z—0,5)’

Ne felejtsiik el, hogy az impulzusvalasz z-transzforméltja pontosan az
atviteli fiiggvény. A vélaszjel z-transzformaltjat ezen két transzformalt
szorzata adja, de kozben emeljiik ki az el6z6 feladatban mar emlitett ~
szorzOtényezot:

622 — 1,82
(z—0,2)(z —0,5)2"

Y(z) =W(z)S(z) =z

A tortfiiggvény valodi, mivel a szamlal6 fokszdma 2, a nevez fokszdma
pedig 3, de a nevez&ben kétszeres gyok is szerepel. A tortfliggvényt a
kovetkez&képp lehet parcialis tortekre bontani:

A B C
Y(Z)_Z<z—0,2+z—0,5+ (2—0,5)2>‘

A Laplace-transzformaciénal targyaltakhoz hasonléan, ebben az esetben
is csak az A és a C egyiitthat6 szdmithat6 kozvetleniil letakarassal, hiszen
ha csak a 2z — 0,5 polinomot (és nem a (z — 0,5)2 polinomot) takarjuk le,
akkor nullaval osztanank.!'> A B egyiitthat6t tehat mindenképp az egyenls
egyiitthatok modszerével kell meghatdrozni. Hozzuk hét kozos nevezdre a
hédrom parcidlis tort Osszegét:

A(z =052+ B(z—0,2)(z — 0,5) + C(z — 0,2)
(z—=0,2)(z —0,5)2

Ennek szdmlél6ja egyenld kell legyen az eredeti z-transzformalt szdmlalo-
javal:

A(2? — 24+ 0,25) + B(2* — 0,72 + 0,1) + C(z — 0,2) = 62% — 1,82,

ahonnan az egyiitthatok egyenléségébdl a kovetkez6 egyenletrendszert
kapjuk:

A+B =6
~A—-07B+C =-18
0,254+ 0,1B —0,2C =0
15 4 0?0222:0158)32 - 133,C = 6~0,g’25—_t,’z;0,5 —9
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és pl. az els6 egyenletbdl a hidnyz6 B egytitthaté szdmolhaté: B =6 — A =
7,33. Természetesen az egyenletrendszer megolddsabdl is megkaphatjuk
a harom egytitthatot, de akkor azt meg kell oldanunk. A letakaras kissé
egyszer(isiti a megoldds menetét. Visszaszorozva a kiemelt z tényezdvel a
z-transzformalt alakja tehdt a kovetkezd:

() = —1,332 7,33z n 2z
02 205 (2-05)2

amelybdl az id6fiiggvény felirhato:
ylk] = e[k] (—1,33 0,25 +7,33-0,55 + 2k 0,5k—1> .
Az utols6 tag ugyanis pontosan az e[k]k ¢* ! fiiggvény z-transzformaltja.

3. Példa Egy rendszer rendszeregyenlete és gerjesztése a kovetkez6. Ha-
tarozzuk meg a rendszer vélaszjelét és hatarozzuk meg a rendszer impul-
zusvalaszat is.

ylk] — 0,7y[k — 1] + 0,1y[k — 2] = 3s[k] — 0,9s[k — 1],
s[k] = {1 — e[k]} 2 + {e[k] — e[k — 4]} 0,4%.

Megoldas A rendszer gerjesztése nem belépd.'1® Ezen oknal fogva a nem
belépd jelre vonatkozo eltolasi tételt kell alkalmaznunk a rendszeregyenlet-
re S = S(z) ésY =Y (z) jelolésekkel:

Y —0,7{y[-1]+Yz'} +0,1 {y[-2] +y[-1]z7t + Yz ?}=
=38 —0,9{s[-1] +S5z"1}.

A z-transzformaci6 értelmében ez az egyenlet a k > 0 titemekre adja meg a
valaszjel id6fliggvényét, ugyanakkor sziikségiink van az s[—1], az y[—1] és
az y[—2] értékekre is. Ezeket a k < 0 titemekre felirt rendszeregyenletbl
hatarozhatjuk meg, ahol a gerjesztés értéke 2. Feltehetjiik, hogy elegendd
id6 eltelt mar ahhoz, hogy a tranziens 6sszetevs lecsengjen, feltéve, hogy a
rendszeregyenlet sajatértékei egységsugart koron beliil helyezkednek el.
Ellen&rizziik hat a rendszer gerjesztés-valasz stabilisat:

e\ =A2—07A+01=0 = A\ =05 =02

"6Gyakorlasképp érdemes megoldani a példat tgy is, ha s[k] = {e[k] — e[k — 4]} 0,4*,
azaz ha a gerjesztés belépo.
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Ez tehét teljesiil. Ebben az esetben a rendszer staciondrius éllapotara igaz,
hogy y = ylk] = ylk — 1] = y[k — 2] és s = s[k] = s[k — 1], hiszen konstans
gerjesztéshez konstans valasz tartozik, azaz tetszdleges k titemre mind a
gerjesztés, mind a vélasz konstans értékii:

y—0,7y+0,1ly=35s—-09s=3-2—-09-2=42 = y=10,5,

ami a rendszer gerjesztett valasza. Igy tehat y[—1] = y[-2] = 10,5 és
s[—1] = 2. Ezeket felhasznalva frhatjuk, hogy

Y —0,7{105+ Yz} +0,1{10,5+ 10,52 ' + Yz ?} =
=39-09{2+Sz""}.

Bontsuk fel a zar6jelet, szorozzunk be z2-tel és rendezziik a kapott egyenle-
tet:
Y (220,724 0,1) = S(32% — 0,92) + 4,522 — 1,052.

Ezen egyenletbe mar csak be kell irnunk a gerjesztés z-transzformalt-
jat, mialtal megkapjuk a vélaszjel z-transzformaltjat. A gerjesztés z-
transzformaltja pedig a kdvetkezs:

- 0,44 S

z—0,4 " 2—-0/4

Miel6tt ezt beirndnk a rendszeregyenlet z-transzformaltjaba, gondolkod-
junk: a z-transzformalt masodik tagja majdnem ugyanaz, mint az els6, csak
épp szerepel benne egy konstans szorzétényezé és egy idbeli eltolas. Ha
tehat meghatarozzuk a vélaszjelet csak az els6 tagra vonatkoztatva, majd
abbdl levonjuk ennek 0,4%-szeresét és 4 iitemmel eltoltjat, akkor megkapjuk
a teljes vélaszjelet. Ezt a rendszer linearitdsa és kauzalitdsa miatt tehet-
jlik meg. Azaz y[k] = y1]k] — 0,2*y1[k — 4], ahol y;[k] csak az els6 tagnak
megfelel6 valaszjel, amelyre kapjuk, hogy

z

z—04

Yi(2% — 0,72 +0,1) = (322 — 0,92) + 4,52% — 1,052.

Hozzuk el6szor kozos nevezdre a jobb oldalt, majd osszunk at a bal
oldalon 1év6 polinommal. Ennek eredményeképp kapjuk az y;[k] z-
transzformaltjat:

yo_, TP 37524042 752 3752 +0,42
YT TGR2 0724 01)(2—04)  (2—05)(z—02)(z— 0,4)°
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Ennek inverz z-transzformaltja lesz a keresett y; [k] id6fliggvénye a k > 0
idépillanatokban. A racionalis tortfiiggvény valodi, tehat a szokdsos mo-

don parcidlis tortekre bonthatjuk és alkalmazhatjuk a ,letakardsos mod-

szert”:117

v — 14z n —0,5,2+ —62z
YT 205 2-02 ' 2-04

amelynek a kovetkez6 id6fiiggvény felel meg:

1 [k] = e[k] {14 055~ 050286 o,4k} .

A vélaszjel tehat a kovetkezs:!!8

ylk] = e[k] (14 0,58 —0,5-02F 6 0,4’€) -
—0,2%[k — 4] (14 0,554~ 050,284 — 6 0,4’“4) .

Ez az id6fiiggvény megadja a helyes 10,5 értéket a k = 0 és k = —1 titemek-
reak >m—n=1-2= -1 Osszefiiggésnek megfeleléen, dea k < —1-re
természetesen nem ad helyes értéket. Az 9sszefliggés alapvetbena k > 0
titemekre ad helyes eredményt.

Az impulzusvélasz meghatdrozasdhoz irjuk fel a rendszeregyenlet z-
transzformaltjat belépo gerjesztés esetén:

Y —0,7Y2 1 +0,1Y2"2=35—-09Sz"1,
majd szorozzunk be 2%-tel és emeljiinki ki Y-t és S-et:
Y (220,724 0,1) = S (322 - 0,9z2),
ahonnan a rendszer atviteli fliggvénye:

Y(z)  322-09z B 3z —0,9
S(z)  22-072z+01 " (2—-0,5)(z—0,2)
Tudjuk, hogy az impulzusvédlasz az é&tviteli figgvény inverz z-

transzformdltja. Bontsuk fel a fenti valédi tortet parcidlis tortek Ossze-
4pe:119
gére:

W(z) =

2z z
Wi(z) = +
z2—05 2-0,2’
117 _ 7,5:0,52-3,75.0,540,42  __ _ 7,5-0,22-3,75.0,240,42 _ _
A = (0,5—0,2)(0,5—0,4) = 14, B = (0,2—0,5)(0,2-0,4) = 0,5, C =

7,5:0,42—3,75-0,440,42 __ _6
(0,4-0,5)(0,4—-0,2)
18 A feladatot célszer(i 6sszetevikre bontdssal is megoldani és a kapott eredményeket
Osszevetni.
119 4 _ 3:0,5-0,9 _ _302-09 _
A=T5%5 =2 B=T5555 =L
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azaz az impulzusvélasz a kovetkezé:
wik] = £[k] (2 0,55 + 0,2’€) .

4. Példa Hatdrozzuk meg az x[k] jel értékét a k = 0,1,2,3,4 titemekre, ha
a jel z-transzformaltja adott.

223 — 12224+ 1,12 — 1,1
24— 0,623 + 0,0522

X(z) =

Megoldds Abban az esetben, ha nincs sziikségiink az idéftiggvényre,

csak a jel értékére az els6 néhany titemben, akkor célszer(i polinomosztast
végezni. Ezt z pozitiv hatvanyival lehet kényelmesen elvégezni:

. . @ .
(223 —1,222 + 1,12 — 1,1) : (2* — 0,62° 4+ 0,052?) Wy -1 4,3
(M)
(2) (22° — 1,222 +0,12) — 0,524
(3) z—1,1
(5) (z — 0,6 +0,05271)
(6) —0,5—0,052"1

Az (1) 1épésben osszuk el a szamlal6 legmagasabb foku tagjat a nevezd
legmagasabb foku tagjaval: 2%43 = 2271, és az eredményt frjuk le az egyen-
18ségjel utdn. A (2) 1épésben szorozzuk be ezen értékkel a nevezd minden
tagjat, és a szorzatot irjuk le a szamlalé ald, majd a (3) 1épésben vonjuk ki
a szamlalobol a kapott szorzatot. Ez lesz a z — 1,1 polinom. Ismételjiik
meg a miiveletet, azaz a (4) 1épésben a z — 1,1 polinom legmagasabb fokua
tagjat osszuk el a nevez6 legmagasabb foku tagjaval: % = 273 és a ka-
pott eredményt (elGjelhelyesen) adjuk hozza az egyenl6ségjel mogott 4116
polinomhoz. Az (5) 1épésben ismét szorozzuk be a nevezit a 2~ taggal
(z — 0,6 + 0,052~ 1) és frjuk le ezt a polinomot a z — 1,1 polinom al4, majd
a (6) lépésben vonjuk ki a kapott polinomot a felette 1év6bol. Ez lesz a
—0,5 — 0,052, A (7) 1épésben osszuk el megint az utols6 polinom legma-
gasabb foku tagjat a nevez6 legmagasabb foku tagjaval: ,;75 = —0,5271,
majd adjuk ezt hozza az egyenl8ségjel mogott allo polinomhoz.

Hényszor kell elvégezni a miiveletet? Annyiszor kell ismételni a poli-
nomosztéast, amig a kapott polinom kitev&jében meg nem jelenik a kivant
legmagasabb iitem, ameddig ki akarjuk szdmolni a fiiggvény értékét. Je-
len esetben tehat 2~ -ig. A kapott eredménynek megfelels id6fiiggvény
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ugyanis az eltolasi tétel értelmében a Dirac-impulzus eltoltjait tartalmazza.
Az idbdfliggvény ezen része tehat a kovetkez6:

zlk] = 28]k — 1] + [k — 3] — 0,50[k — 4],
azaz z[0] = 0, z[1] = 2, z[2] = 0, z[3] = 1, z[4] = —0,5.1%°
9.2.3. Az atviteli fliggvény polus-zérus elrendezése, a rendszer stabi-
litasa

Lattuk, hogy az atviteli fliggvény egy polinom per polinom alakdt kifejezés,
és mint ilyen felirhat6 gyoktényezds alakban is:

W) bo+brz 4. by ™
A =
l4+a1zt4+arz724+...+a,2 "
(z—2z1)(z—22) ... (2 — zm)

(z=p1)(z—p2)...(z —pn)’

(9.42)

ahol a szamlalo gyokei alkotjak a zérusokat, a nevezé gyokei pedig a po-
lusokat, K pedig egy kiemelhet6 konstans. A zérusok nullava, a p6lusok
végtelenné teszik az atviteli fiiggvényt. A nevez6 polinomja a [2E — A| altal
definialt determindns, ami |A\E — A| alakban mar megjelent az id6tarto-
manybeli analizis sordn is, vagy alakilag a rendszeregyenlethez rendelhet
karakterisztikus polinommal egyezik meg. A sajatértékek és a pdlusok
tehat megegyeznek, vagyis a polus-zérus elrendezésbdl kovetkeztetni le-
het a rendszer gerjesztés-valasz stabilitasadra: a rendszer akkor és csakis akkor
gerjesztés-vdlasz stabilis, ha dtviteli fiigguényének minden pélusa abszoliit értékben
egynél kisebb:

Il <1, i=1,...n, 9.43)

azaz, ha minden pélusa egységsugarii koron beliil van.

Diszkrét idejii rendszerek esetében is elmondhat6 az, hogy ha egy rend-
szer aszimptotikusan stabil, akkor biztosan gerjesztés-valasz stabil is, for-
ditva azonban ez nem biztos, hogy igaz. Ha egy rendszer aszimptotikusan
nem stabil, akkor még lehet gerjesztés-vélasz stabil, ami a b oszlopvektortol
és a c! sorvektortol fiigg.

12OGyakorlélsképp érdemes a feladatot parcidlis tortekre bontassal is megoldani és az
eredményeket ellen6rizni.
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10. Mintavételezés, rekonstrukcio és diszkrét ideju
szimulacio
10.1. A mintavételezett jel idofliiggvénye

A mintavételezés illusztraldsa a 10.1. dbran lathat6. Az s(t) folytonos idejti
jel mintavételezését végzo legegyszerlibb eszkoz tgy miikodik, hogy T
id6kozonként 7 ideig atengedi a folytonos idejti jelet, egyébként kimenetén
nulla érték{i jelet ad. Fontos azonban, hogy 7 < T;. Az igy kialakul6 st (%)
jel tehat Ty id6kozonként 7 ideig az eredeti jellel egyezik meg, majd értéke
nulla, s ez periédikusan ismétlédik. Az dbra alapjan irhatjuk, hogy

< .
STS(t)—{ s(t), ha kTy<t<kTi+T;

0, ha kTy+7<t< (k+1)Ts. (10.1)

A kT, id6pillanat pontosabban a k73 +0 idSpillanatot jelenti. Ez a jel leirhat6
ablakozott jelek 0sszegeként is:

o0
sp(t)= Y [e(t —kTy) — et — (kTu + 7))] s(t). (10.2)
k=—o00
4 4 4
3 3 3 <
5 1 s LT = S
% 2 :H“ 2 . :E 2
1 1 1
0 0 0
0 T, 2T, 3T, ... 0 Ty 2T, 3T, ... 0 T, 2T, 3T,

10.1. abra. A mintavételezett jel bevezetésének illusztrdldsdhoz
Osszuk el ezt az Oszefiiggést 7-val és szorozzuk is meg vele:
i e(t — kTy) —e(t — (KTy + 7))

T

s(t).

ST, (t) =T

k=—o00

Ha 7 értékét nagyon kicsire valasztjuk!'?!, akkor s(t) értéke konstansnak is
vehetd a kT <t < kT + 7 id6pillanatokban és s(kT5)-sel jelolhets, tovabba

21Jgy kell megvalasztani, hogy a jel ezen 7 id alatt csak kicsit véltozzon. Mindez tehat
a jel valtozasi sebességétdl is fligg.
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raismerhetiink a Dirac-impulzust bevezet dsszefiiggésre. Igy juthatunk el
az s(t) jel smv(t) idedlisan mintavételezett lefrdsahoz (matematikai minta-
vételezésnek is nevezik):'??

sav(t) =7 Y 6(t— kT s(kTy) =7 Y 6(t—kTy)s[k].|  (10.3)

k=—o00 k=—o00

Az s(kTy) jelsorozat gyakorlatilag az s(¢) jel mintdit jelenti, ezért jelolhet-
juk tgy, mint a diszkrét idejt jeleket, azaz s[k] = s(kTs). Ez azt jelenti,
hogy egy s(t) folytonos idejti jelhez egy s[k| diszkrét idejfi jelet rendeliink,
melynek k-adik titembeli értéke megegyezik az s(t) jel ¢t = kT id6pontbeli
helyettesitési értékével. Az Osszefiiggésben tehat vegyesen fordul el6 a
folytonos idejii és a diszkrét idejti leirds. Vizsgaljunk meg egy egyszerti
példat.

Példa Legyen s(t) = e(t)e~*. Hatdrozzuk meg a hozza rendelhetd s[k] =
s(kTy) diszkrét idejii jelet és az sy () mintavételezett jelet.

Megoldas A t valtozoé helyébe tehat helyettesitstink k75-t:

S(t) — g(t)efat % S(kTS) = g(kTS)e*Otk‘Ts — E(kTS) (efaTs)k7

—aTy

amelyb6l g = e helyettesitéssel megkapjuk a diszkrét idejti jelet:

s[k] = e[k]¢®, ahol ¢=e T

A mintavételezett jel id6fiiggvénye (10.3) alapjan tehat a kovetkezd:

sav(t) =7 i 5(t — kTy) e[k]q" = Ti(S(t — kT3 ¢~
k=0

k=—00

Legyen a tovdbbiakban o = 2 % Hapl. Ty = 10ms, és 7 = 1%, akkor a

jel megvéltozdsa a t = 0 id6pillanatban (itt a legnagyobb a valtozas) vett
minta sordn e” —e~20001 = 10,998 = 0,002, ami elég kicsi véltozast jelent
és a jel értéke 1-nek vehet6 ezen iddintervallumban.

Kérdés még a T mintavételi periddusid6 helyes megvalasztasa. Ebben
lesz segitségiinkre a mintavételezett jel spektruma.

'2Egyes irodalmakban az % sy (t) jelet haszndljak. Ennek azonban nincs jelentdsége.
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10.2. A mintavételezett jel spektruma

10.2.1. Kapcsolat a mintavételezett jel spektruma és a diszkrét idejl
jel spektruma k6zott

Ha az s(t) jel abszolut integralhato, akkor az syrv (¢) jel abszolut dsszegez-
het6, azaz képezhetjiik a mintavételezett jel Fourier-transzformaltjat, vagy
spektrumat:

f{SMv(t)} = /OO SM\/(t)eijwt dt =

—/OO <T i 6(t—kTs)s[k]> e vt qt,

k=—oc0

Az integralas szempontjabol a k szerinti 6sszegzés és a 7-val torténd szorzas
kiemelhet6:

o0

Flsuvt)} =7 Y s[k] /_Oo 5(t — KTy)e 3+t dt.

k=—o00

Az integral az eltolt Dirac-impulzus Fourier-transzformaltjat jelenti, amit a
transzformacio eltoldsi-tételének értelmében hatarozhatunk meg: F{o(t —
kT,)} = e “*Ts azaz az

o

Flsuv®)} =7 > slklehT

k=—o00

Osszefliggés megadja a mintavételezett jel spektrumat. Hasonlitsuk ezt
Ossze a diszkrét idejti jel

o0

Fisk]} = Y slkle

k=—o00

spektrumaval. A két 6sszefliggésbdl adédik, hogy

Flsmv(t)} =7 F{sk]}Hy—pr, = Smv(jw) =7 S(e?) St (10.4)

azaz a mintavételezett jel spektruma a folytonos idejti jel mintdib6l képzett
diszkrét ideji jel spektrumdabol tgy képezhetd, hogy elvégezziik a ¥ = wT;
helyettesitést, majd a végeredményt 7-val beszorozzuk. A folytonos idejti
jelet tehat diszkrét idejti jellel jellemeztiik. Folytassuk ennek megfeleléen a
mar elkezdett példat, amely egy nagyon fontos konkltaziéval zarul.
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Példa Hatarozzuk megaz s(t) = (t)e~ ! folytonos idejii jelb6l mintavéte-
lezéssel kapott jel spektrumat az s[k| = s(kT) diszkrét idejti jel ismeretében.
Abrazoljuk az amplitidéspektrumot is.

Megoldas A mar meghatdrozott s[k] jel id6fliggvényébdl a jel spektruma
felirhato: 1
o
S") = T g
Végezziik el a (10.4) 0sszefiiggésnek megfeleld atalakitast, melynek ered-
ményeképp kapjuk a mintavételezett jel spektrumaét:

1 1

Smv (jw) = Ty '
My (jw) =7 1 — ge T 1z q cos(wTs) + jgsin(wTs)

Korédbban (1. 145. oldal) mar megjegyeztiik, hogy a jel sdvszélessége és
a mintavételezés periddusideje kozott szoros kapcsolat van. Most ezt
vizsgaljuk meg, késébb pedig igazoljuk is a mintavételi tételt.

Ha megszabjuk, hogy az S(jw) amplitidéspektrum maximumanak 1%-
anal kisebb értéke elhanyagolhatd, akkor az s(t) jel savszélessége Awg =~
200%. Tekintsiik igy a spektrumot savkorlatozottnak az 2 = Awg sédvkor-
lattal. Annyit mar most is tudunk, hogy a mintavételezés korfrekvencidja
legfeljebb Z lehet. Rajzoljuk fel az 1S\ (jw) spektrum abszolut értékét
(amplitadéspektrumat) Ty = 558, Ty = 5558 €s Ty = 5555 s mintavételi
periddusidSket vélasztva. Az eredmények a 10.2. 4bran lathatok.

4 40 400

3

TN
ey )

0 0
-80 -40 O 40 80 -0.8-0.4 0 0.4 0.8 -8 -4 0 4 8
w[rad/s] w(krad/s] w(krad/s]

30

300

w) | /T

20

200

| Syy (JW) 1 /T

10

100

Sy (30) 1/T

I Syy (3

10.2. abra. A mintavételezett jel spektrumdnak meghatdrozdsa (10.4) alapjdn,
egyre csokkend mintavételi periddusiddk mellett

Az |S(jw)| amplitadéspektrum maximuma az w = O% korfrekvencidan
|S(jO)| = 0,5. A megadott mintavételi periédusidével mintavételezett jel
amplitddéspektrumanak maximuma ugyanezen korfrekvencidn 3,7092,
32,334 és 318,81, amely értékek a 0,5-nek kb. az Tis-szerese (ennek hamaro-
san az okdt is latni fogjuk). Lathat6, hogy a mintavételezett jelek spektruma
W = QT—’Z szerint periodikus, és ezen mintavételi korfrekvencia novekszik,
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azaz a spektrum szélesedik. Az egyes esetekben wy = 40 %, ws = 400 %
és wy = 4000 24,

A7. fejezet ismeretében tudjuk, hogy a diszkrét idejti, valos értékii jel
spektruma 27 szerint periodikus, amplitidéspektruma péros, fazisspekt-
ruma pedig pdratlan fliggvény. Azt is lattuk, hogy a spektrumot elegend6
av € [0,...,n] intervallumban ismerni, hiszen ennek ismeretében a spek-
trum tetsz6leges ¥ korfrekvencian meghatdrozhaté. Ha most ) helyébe
az wT; helyettesitést frjuk, akkor a mintavételezett jel spektruma az wT;
valtozoban lesz 27 szerint periodikus és a mintavételezett valos értékii jel
amplitadéspektrumat és fazisspektrumat elegendd csak az w7 € [0, ... 7]
intervallumban ismerni. frjuk fel ezek alapjan a periodicitas feltételét:

2T

Wwly=21 = w= T (10.5)

azaz a mintavételezett jel spektruma az w valtozéban valéban ZT—” szerint pe-

s

riodikus, ami a 75 mintavételezési periddusid6hoz tartozé mintavételezési
korfrekvencia, és ezért wg-sel jeldljiik:

2
Suv (j(w % nws)) = Swv (jw), ws = % n ez (10.6)

Pontosan ez az 0sszefiiggés lathat6 a 10.2. abrdn is.

10.2.2. Kapcsolat a mintavételezett jel spektruma és a folytonos ideji
jel spektruma k6zott

Az utébbi példdban az s(t) jelhez rendelt diszkrét idejti s[k] jel ismeretében
hatdroztuk meg a mintavételezett jel spektrumat. Sok esetben azonban csak
az s(t) jel S(jw) spektruma ismert. Vizsgaljuk meg tehat azt, hogy milyen
Osszefliggés van az eredeti folytonos idejti jel S(jw) spektruma és a minta-
vételezett jel Snv (jw) spektruma kozott. Azt ugyanis mar tudjuk, hogy a
mintavételezett jel spektruma periodikus, de j6 lenne olyan 6sszefiiggést
taldlni, amely megadja Syrv (jw) és S(jw) kapcesolatat.

A levezetés soran sziikségiink lesz két fiigguény szorzatdnak spektrumidra.
El6szor ezt vezetjiik be.

Két jel szorzatanak spektruma. Ha ismert az u(t) és a v(t) jelek U(jw)
és V (jw) spektruma, akkor a két jel szorzatdnak spektruma kifejezhet6 spekt-
rumaik segitségével a kovetkezé frekvenciatartomédnybeli konvoltcios
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Osszefliggéssel:
1 [ 1
Flu®v(t)} = 5 / UGNV (lw = A)dA = 5-U(jw) « V(). | (107)

A bizonyitds érdekében képezziik a két jel szorzatanak Fourier-
transzformaltjat:

o0

Flut)v(t)} = / u(t)v(t) e #ldt,

— 00

majd haszndljuk fel az w(t) ido6fiiggvényt el6éllité inverz Fourier-
transzformdcié formuldjat a A valtozo segitségével (w mar foglalt):

Flu(tyo(t)} = / Z <217r / Z UGN erA> o(t) et

Ha v(t) Fourier-transzformalhat6 (mérpedig jelen alkalmazasban az), akkor
az integralok sorrendje felcserélhetd:

Flu(t)v(t)} = % / UGN ( / v(t) e IW dt) dA.
A belss integral pedig pontosan a V' (jlw — A]) spektrum kifejezése, és igy
igazoltuk a tételt.

Térjiink most vissza eredetei célunkhoz, azaz prébaljunk oszszefliggést
taldlni a S(jw) és az Syy (jw) spektrumok kozott.

A mintavételezett folytonos idejti jelet a (10.3) alapjan a kovetkez&képp
irtuk fel:

sav(t) =7 i 3(t — kTy) s[k] = <T i 6(t—kTs)> s(2).

k=—o00 k=—o00

A zarojelben 1év6 kifejezés pontosan az egységnyi értékii, nem belépd jel
mintavételezésének eredménye, jeloljiik ezt ey (t)-vel:

smv(t) = emv (t) s(t).

Hasznaljuk fel a két jel szorzatdnak spektrumat adé tételt:

Flwv(0)} = Flewv(t) s} = 5-Fuv (i) * S(jv) =

— 5 [ BNt - A
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Ehhez azonban sziikségiink van az Fyry (jw) spektrumra. Vegytik figyelem-
be, hogy az enry () jel folytonos idejti ugyan, de mintavételezett, spektruma
pedig a diszkrét idejti, egységnyi értékii, nem belépd jel spektrumanak
ismeretében a (10.4) Osszefiiggés felhasznalasaval hatarozhaté meg. Pon-
tosan a mintavétel miatt nem alkalmazhatjuk a folytonos idejti, egységnyi
értékii jel spektrumat. A diszkrét idejli, egysényi értékii jel spektrumat
ismerjiik:
F{i} =2r Y 60 —i2m).
1=—00

Ehhez (10.4) alapjan a kovetkez6 folytonos idejti, valés értékii spektrum
rendelhetd:

Buy(iw) = 2073 0T — i2m)=2m 7Y 5( [ _ZQTSD:

1=—00 1=—00
T [e.e]

=2T— Z 0(w — twg)
S i=—o0

Utobbi lépés a Dirac-impulzus §(aw) = 15(w) (o > 0) tulajdonsagabél ko-
vetkezik. Helyettesitsiik be a kapott eredmenyt a frekvenciatartomanybeli
konvolucits osszefiiggésbe:

f{sMV(t)}:;Tr/ (27r Z 5(\ —zws> S(jlw — ) dx =

1=—00

Z/ SO\ — iws) S(ilw — Al) d.

1=—00

Az integralban szerepl6 Dirac-impulzus a A = iws hely kivételével minden-
titt nulla, és az integral pontosan az S(jjw — iws]) helyettesitési értéket adja,
azaz

oo

Sniv(jw) = % 3" S(jfw — iw)). (10.8)

1=—00

Ez az Osszefliggés a kovetkez6t jelenti. Az syrv (t) mintavételezett jel Syry (jw)
spektruma elddllithaté az s(t) jel S(jw) spektrumdnak ismeretében 1igy, hogy azt
az iws (i = —00, . .. ,00) helyekre eltoljuk és a kapott 0sszetevSket Osszegezziik. Az
eltolds wy = 27 kozonkent torténik, ami pontosan a mintavételezési korfrekvencia.
Ez megegyezﬂ( a (10.6) osszefiiggéssel, és ezt lathatjuk a 10.2. abrén is.
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Az i = 0 indexhez tartoz6 spektrum az un. féeloszlds, az 9sszes tobbi az
oldalsdvokban elhelyezked6 un. jdrulékos eloszlds.

A (10.8) osszefliggés csak akkor érvényes, ha a jel mindenhol folytonos,
azaz sehol nincs ugradsa. Ha a belép6 s(t) jelnek csak a ¢t = 0 id6pillanatban
van ugrasa, akkor az 9sszefiiggés a kovetkezéképp moédosul (ezt itt nem
bizonyitjuk):

s(0
2

swv(io) = X904 3 (i - i), (10.9)

1=—00

ahol a t = 0 id&pillanat természetesen a ¢t = +0-t jelenti.

Példa Hatarozzuk meg az s(t) = e(t)e~* jel mintavételezésével kapott
jel spektrumat S(jw) és az (10.9) osszefiiggés alapjan.

Megoldas A jel spektrumat mar ismerjiik:

. 1
S(jw) = P
Helyettesitsiik ezt az (10.9) 0sszefiiggésbe @ =i
1 T 1 1

Swv(jw) = 27+ 7o | oo+ —— +— +
mv () 2" Ts atjlw+2ws)  a+jlw+ws)

1
+——t — +— +
atijw  atjlw-—ws)  a+jlw—2ws)

Az |Smv (jw)| /T amplitiddspektruma lathaté a 10.3. dbrdn a 289. oldalon
taldlhat6 példéban is szereplé mintavételi periodusidékre.!?® A végtelen
tagli 0sszegben elegendd csak par tagot szimmetrikusan figyelembe venni,
amely tagok az abran egy-egy cstuicsnak felelnek meg. Az eredmények
természetesen megegyeznek a 10.2. abrdn felrajzoltakkal.

Vizsgéljuk meg most ezen 0sszeg képzését a kovetkezd valds értékii és

Q) sévkorlatd S(jw) spektrumon:!?*

12Z3Fontos megjegyezni, hogy az 0sszegzés a spektrumra, és nem az amplitadéspektrumra
vonatkozik. Az ered6ként kapott spektrum abszoltt értéke tehdt nem egyenl az egyes
amplitidéspektrumok dsszegével, azt ugyanis az dsszeaddsok elvégzése utdn kell képezni.
A fazisspektrumra természetesen ugyanez vonatkozik.

12*A fenti példdban szerepld spektrum nem valés, pontosan ezért nem lehet egyszertien
osszeadni az egyes tagok amplitudéspektrumat. Pl. az s(t) = e~ /"l jel spektruma val6s.
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10.3. dbra. A mintavételezett jel spektrumdnak alakuldsa a (10.9) Osszefiiggés
alapjin az i = —10, .. .,10 tagokat figyelembevéve

X

T ‘ T T -

30 —20 -0 Q 20 30 w

Az itt elmondottak altaldnosan is igazak. A kovetkez6 dbran (ahogy a
10.3. dbra els6 abréjan is) a mintavételi periédusidé talsagosan nagy, azaz
a mintavételi korfrekvencia talsagosan kicsi, kovetkezésképp az (10.8)
Osszefiiggésben szerepld spektrumok kozel esnek a szomszédos tagokhoz
és egymadsra hatast gyakorolnak, dtlapolédnak. Ez az un. aliasing:

Suv (jw)

eredd spektrum

30 20 —Q Q 20 30 w
Ws

Ekkor tehat kevés szdmu mintat vesziink a jelb6l. Ha ezen spektrumokat
tdvolabbra helyezziik egymdstdl, azaz csokkentjitk a mintavételi perio-
dusidét (noveljitk a mintavételezés korfrekvencidjat), akkor egyre kisebb
mértékben lapolédnak 4t a szomszédos spektrumok, hiszen a csticsok
tavolabbra keriilnek egymastol:

Swmv (jw)

/X N

30 —20 -0 0w 20 30 @
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Swmv (jw)

O |20 30 w

Ws

30 —20 -0

Az 10.3. abrén is ez a tendencia figyelheté meg. Ha a jel spektruma egy bi-
zonyos {2 korfrekvencia felett nulldnak tekinthet6 (savkorlatozott jel, ahogy
ezen illusztraciéban is), és a mintavételezés korfrekvenciaja ennek legaldbb
kétszerese, akkor a szomszédos spektrumok egyaltalan nem gyakorolnak

hatast egymasra:
W

! \

30 —20 -0 020 =w, 30 w

Tovéabb névelve a mintavételi korfrekvenciat, az egyes spektrumok egyre
tavolabb kertiilnek egymadstol, s még csak nem is érintkeznek. Ezt fogalmaz-
za meg az utébbi abrarol is leolvashat6 tétel. A Shannon-féle mintavételezési
tétel kimondja, hogy ha az ws mintavételezési korfrekvencia legaldbb a sdvkorlit
kétszerese, akkor a (10.8) 0sszegben szerepl spektrumok az w < ) intervallum-
ban nem lapolédnak dt, azaz ebben az intervallumban elegendd egyetlen tagot
figyelembe venni (i = 0):12°

Smv (jw) = %S(jw), ha w< % (10.10)

S

ahonnan S(jw) rekonstrudlhato:

T : w,
oy ) =Suv(jw), ha w< Q<%
S(jw) = { 0 ha w> 0, (10.11)
ha
Ws T Q
ws>20 = Q<= = T,< = = fi>—. (10.12)
2 Q T

Ezt a frekvenciat Nyquist-frekvencidnak is szoktdk nevezni és fy-nel jelolni.

% Nem savkorldtozott jelek esetében ez csak kozelitsleg érvényes.
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I Suy €3

i S) j
IS (jw) |5 (jw)

30

~ 20

1S (30) | /T,
N w
/,//
\

15 (30) 1 /T,

10

| Syy (JW) 1 /T,
| Syy (JW) | /T

0 10 20 30 40 0 100 200 300 400
w(rad/s] w[rad/s]

10.4. dbra. A mintavételezett jel spektruma és az eredeti jel spektruma az w < ws
intervallumban

Példa Az eddig is vizsgélt példdnal maradva, vazoljuk fel az i = 0 in-
dexhez tartoz6 S(jw)/Ts spektrum abszolut értékét és a mintavételezett jel
|Smv (jw)| /T amplitidéspektrumat a Ty = 555 és a Ty = 55 s mintavételi
periédusid6k mellett (ws = 40 % és ws = 400 %) a (10.10) osszefiiggés
illusztralasa céljabdl. Az eredmények a 10.4. dbran lathatok. Lathato, hogy
az w < % korfrekvencidkon a mintavételezett jel spektruma és az eredeti
jel spektruma (itt j6 kozelitéssel) akkor egyezik meg, ha a mintavételezési
tételben rogzitett feltételeket betartjuk. Az els6 dbran ugyanis az egyes
spektrumok éatlapolodasdnak eredményeképp az |Sav (jw)|/T amplitados-
pektrum nagyobb, mint az eredeti jel amplitadéspektruma, a masodik
dbran azonban ezek j6 kozelitéssel megegyeznek az w < % = 200 ™
intervallumban, annak ellenére, hogy az (t)e™ " jel nem sévkorlatozott.

Ezen mintavételezési tételt kihasznaljuk a jel visszaallitdsa, vagy mds-
néven rekonstrudldsa soran.

10.3. Mintavételezett jel rekonstrukcidja

7 2z

A rekonstrukci6 célja, hogy el6allitsuk az ismeretlen y(¢) jel egy y(t) koze-
litését az ismeretlen y(¢) jel ismert y[k] mintdira, vagy az yyv () mintavé-
telezett jelre tdimaszkodva. Erre két alapvetd moédszert mutatunk be. Az
ismeretlen y(t) jel lehet pl. egy mintavételezett jellel gerjesztett rendszer
kimeneti jele.

10.3.1. Nulladrendii tartoszerv

A nulladrendi tartészerv az y[k] = y(kTs) mintak kozott szakaszonként
alland6 (nulladrendi) értékkel kozeliti az y(t) jelet. Az eredmény tehat egy
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lépcs6s gorbe:
y(t) = yo(t) = y(kTs), ha kT, <t < (k+1)T. (10.13)

A kozelitd jelet egy adott intervallumban tehét a legkodzelebb es6 bal ol-
dali minta értéke adja (nulladrendi extrapoléci6). A rekonstrukcié hibaja
akkor kicsi, ha maga a visszaallitand6 y(t) jel is kozel konstans érték,
vagy legaldbbis kis mértékben véltozik. A mintavételi id6pillanatokban a
rekonstrukcié azonban pontos: yo(kTs) = y(kTs). Ertelemszer( tehat, hogy
pl. az £(t) jelet a nulladrend tart6 hibatlanul rekonstrudlja.

A nulladrendti tartészerv egy Dirac-impulzusra tehat egy T szélességii
impulzussal felel. A mintavételezés hatdsara a jelben megjelenik egy 7
szorz6tényez, amit azonban ki kell ejteni a rekonstrukcié sordn. Ezt egy 1
konstanssal lehet megtenni. A nulladrendii tartészerv impulzusvalasza igy
a kovetkez6:

wolt) = ~ [£(8) — e(t — TL)]. (10.14)

T

Ezen szerv tehdt a 7 6(t) jelre egy T, szélességli és egységnyi magassaga
impulzussal vélaszol. A nulladrendfi tartészerv atviteli karakterisztikaja

az eddigi ismeretek alapjan felirhato:'2°
Wo(jw) = 1—e T (1) Tse_j“’% T e B
NI="or T 7 2jw L B 10.15)
@ Tosin(%5°) |
= wTy R
i 2
atviteli fliggvénye pedig a kovetkezd:
1— —sTy
Wo(s) = — <~ (10.16)
ST

Az atviteli fliggvény nem polinom per polinom alaku racionélis kifejezés,
ezért a nulladrend tartészerv nem valésithaté meg, csak kozelitSleg.

Példa Legyen egy egyszer(i mintavételezett jelsorozat a kovetkezd:
y[-2] =1, y[-1] = 1,8, y[0] = 1,5, y[1] = 1 és Ty = 1s. Vizsgdljuk meg a
nulladrendi tart6 kimenetét ezen bemeneti jelsorozatra.

126 Az (1) lépésben emeljiink ki a szamlalébol e’j“’%—t, a nevezdbe pedig csempéssziink
be egy T tényezbt és egy 2-es szorzét. Ezen atalakitdsokra a (2) 1épésben alkalmazott
Euler-formula miatt van sziikség.
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Megoldas A 1épcsés megoldas a 10.5. els6 dbrajan lathat6. A masik dbran

Yo (t)

-1 -1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3

tls] tls]

10.5. dbra. A nulladrendii és az elsGrendil tarto dltal rekonstrudlt jel

a ritkdn hasznalt els6rendi tarté 4ltal rekonstrualt, szakaszonként linedris
jel lathat6. Fontos megjegyezni, hogy ezen tartoszerv at € [t,t;41] id6pilla-
natbeli értékeket a k — 1 -edik és a k-adik mintdkra timaszkodo egyenessel
kozeliti, ahogy az az dbran is ldthat6, de a mintavételi id6pontokban pontos.
Példdul a t € [—1,0] id6pillanatokban rajzolt egyenes a megel6z6 interval-
lum két végpontja, azaz az 1 és az 1,8 értékek altal meghatédrozott egyenes.
Ez azért fontos, mert ezen intervallumban az 1,5 még nem ismert érték.
A tart6 hibdja akkor kicsi, ha a jel kozel linedrisan valtozik. Maximumok
és minimumok koérnyezetében azonban kifejezetten rossz rekonstrukciot
realizal, ahogy az 1,8 érték kornyékén is lathat6. Az elsérendfi tart6 pl. az
e(t)t jelet hibatlanul rekonstruélja.

10.3.2. Alulatereszto sziiro

Ha egy 2 savkorlata sdvkorlatozott jelet legalabb ws = 2Q2 mintavételi kor-
frekvencidval mintavételeziink, akkor az eredeti jel spektruma az w < =<
intervallumban el6éllithaté a mintavételezett jel spektrumabdl a (10.11)
Osszefliggés segitségével. Az (10.8) Osszeftiggésnek megfelel Sy (jw)
eredd spektrumbdl kézenfekvd megoldas lehet az w < <% intervallum
megtartdsa és az w > % intervallum elnyomasa, azaz a spektrum alkalmas
karakterisztikdval torténd beszorzésa a kovetkezoképp:
Smv (jw

My (jw) Wo(jw)

30 —20 -0 0 20 — w, 30 W
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Mindez a kovetkez6 atviteli karakterisztikdval bir6é aluldteresztd sz{ir$
alkalmazasat jelenti:

L ha |w| < %

Wa(jw) = { OT, ha |w|> %, (10.17)

melynek segitségével S(jw) el6allithaté az |w| < % intervallumban az
S(jw) = Wa(jw) Smv (jw) szerint. A sziir6 impulzusviélasza az atviteteli

karakterisztika inverz Fourier-transzformalasaval hatdrozhat6 meg:'?’
B , 1 (ST ., @ 1T [e]?

wq(t) = F HWo(jw)} = — Seldw = —=2 | —| =
a(t) {Waljw)} 2 J_ws T 2r T |t | _we
2

2T T 2jt

[ ws _jws . s mt
2 Tyel 5t —eI5t (9) Tysin %t (3) 1sin o
7 - - =t

Tt T T

A kapott impulzusvalaszban nem szerepel az ¢(t) fliggvény, azaz az alula-
tereszt6 sz{ir impulzusvalasza nem belépd jel, és a t < 0 id6pillanatokban
nullatél kiillonboz6 értékeket vesz fel. Ez a rendszer nem kauzalis, hiszen
az impulzusvalasz mar akkor is értéket ad, amikor a §(t) gerjesztés még
be sem lép (1. 10.6. abra). Az ilyen rendszer nem megvaldsithatd, csak

7” o

kozelitoleg. Ezért ezt idedlis aluldtereszt0 szilrdnek is nevezik.

wqit)
wo (t-tg) =---F-
1/t
- AN
-rs—’v Ts/r L
e (e]
o] \
£ =
= N > <
z VA Y,
L
0, —w,/2 0 W, /2 W, 4T 3T 2T, -T, 0 T, 2T, 3T, 4T,
[A) t

10.6. abra. Az idedlis aluldteresztd sziird amplitiidokarakterisztikdja és impulzus-
vdlasza

27 Az (1) 1épésben meghatdrozzuk az integrandusz primitiv fiiggvényét. Itt arra kell
vigydznunk, hogy az integrélads az w valtozé szerint torténik. A (2) 1épésben pedig alkal-
mazzuk az Euler-formulat, majd a (3) 1épésben az ws = 2T—’T Osszefliggést.
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Ha az idedlis aluldteresztd sz{ir6 alakhti jelatvitelt biztosit az atereszt
sdvban, akkor karakterisztikdja dltalanosan a kovetkezd alakot olti:

Ts p—iwte  } < Ws.

. € y a  |W| > )
Wa,i(jw) = { ; ha ;wl =2 (10.18)

b 2 b

amelynek a Fourier-transzformdci6 eltolasi tétele értelmében a kovetkezo
impulzusvélasz felel meg (a 10.6. 4bran ezt az id6fiiggvényt is feltiintettiik):

W(tftg)
1 sin =

ﬂ(t—tg)

s

wo,1(t) = wo(t —to) = (10.19)

A 10.6. dbran is lathato, de a sin % = 0 egyenletbdl is meghatarozhato, hogy
az impulzusvalasz nullhelyei a % = km egyenletnek megfelel6en a t = kT
helyeken van. Ennek —ahogy latni fogjuk— nagyon fontos szerepe van a
jelvisszadllitdsban. A faziskésést is realizalé aluldteresztd sztir6 nullhelyei
pedig a t = kTy — tq id6pillanatokban vannak.

Ha ezen ideélis alulédtereszt6 sz{ir6 bemenete az yyrv () mintavétele-
zett jel és impulzusvalasza wq(t), akkor yo(t) kimenete a konvolucios
integrallal meghatarozhat6 (az integralas 7 helyett £ szerint végezziik, mert
7T itt a mintavételezd szerv bekapcsolasi idejét jeloli):

yalt) = / " v (€) walt — £) dé =
m(t—=£)

/ Zag kTy) []%Smm) de.

o0 k=—

ymv (§) wo (t—E)

Az integrdlban 7-val lehet egyszerfisiteni. Az 0sszegzés és az integralds
pedig megcserélhets, mivel az Osszeget tagonként is integralhatjuk:

; (t 3]
yal(t) = / 6(§ — KTy) Wdf-

k——oo

Az integrél az

| se-mswa= o)
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Osszefliggés alapjan a & = kT helyettesitéssel a kovetkez6 Osszeftiggést
adja:

B s sinw(ﬁ—k)_ > sinﬂ(Tis— )
ya(t) = k:z_:ooy[k?] 7T(Tl——k:> = k;my(k'Ts) m (10.20)

Ez az 0sszefiiggés azt jelenti, hogy a sz{ir6 kimenetén megjelend folytonos
yao(t) jel ugy 4ll el6, hogy a k titemekben, azaz a kT id6pillanatokban az
ismert y[k] értékével stlyozott S22 jellegfi fiiggvényeket helyeziink, majd
ezeket 0sszeadjuk.

Ha figyelembe vessziik a tq eltolast, akkor a kovetkezd jelet kapjuk az
alulatereszt6 sz(ir6 kimenetén:

00 sin (tTtQ — k:)
S

yai(t) =yalt—to) = > y(kTY) W(m_k) : (10.21)

k=—00

Ez az 0sszefliggés ugyanazt jelenti, mint az el6z8, azzal a kiilonbséggel,
hogy a S22 jellegfi fiiggvények t(, értékkel jobbra tolédnak, azaz késnek.

Példa Legyen egy egyszer(i mintavételezett jelsorozat a kovetkezs:
y[—2] =1, y[-1] = 1,8, y[0] = 1,5, y[1] = 1 és Ty = 1s. Vizsgdljuk meg az
alulatereszt6 sz{ir6 kimenetét ezen bemeneti jelsorozatra.

Megoldas A megoldés a 10.7. dbran lathaté. Az egyes kompenensek
lathatok az els6 abran. Ezek a kTy id6pillanatokba eltolt y(kTs) = ylk]
magassagt 502 jelleg(i tagok. Az is jol 1athat6, hogy a k-adik komponens
az lTs (I # k) utemekben nulla értéket ad, azaz a k-adik mintavételezé-
si id6pillanatban csak a k-adik minta értéke adédik, kovetkezésképp a
kimenet a mintavételezési idépillanatokban pontos. Ezen komponensek
Osszege adja a mdsodik dbrdn lathato jelet, amely a bejeldlt mintavételezési
id6pillanatokban valéban pontos.

Ha figyelembe vessziik a faziskésést is, akkor a kimeneti jel alakja
pontosan ugyanez, csak épp tq értékkel késik.

Ebben az esetben ismertnek tételeztiik a rendszer kimeneti jelének diszk-
rét idejti id6fliggvényét, amit aztdn rekonstrukcidnak vetettiink ald. Ezt a
diszkrét idejti jel spektrumabol is meghatarozhatjuk:

1

ylk] = on | Y(ew)e*”%dz? = / Y (elTs )erTskdw
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komponensei

vl

)

alt

10.7. abra. A szilr6 kimeneti jelét felépité komponensek és az yq(t) kimeneti jele

Itt alkalmaztuk a ¥ = w7 helyettesitést, azaz d = dwT;. Az integralasi
hatarok az w = %-nek megfeleléen valtoznak.

Folytonos ideji, linedris, invaridns és kauzalis rendszerek diszkrét idejii
szimuldci6janak célja, hogy a konstrudlt diszkrét idejti szimulator viselke-
dése minél jobban megkozelitse a folytonos idejti rendszer viselkedését.
A szimuldtor s[k| diszkrét idejti gerjesztése a folytonos idejti rendszer s(t)
gerjesztésébdl Ty mintavételi idokozonként vett s(k7;) mintdit jelenti. A
szimuldci6 célja, hogy a szimuldtor ezen s[k| gerjesztésre adott y[k] diszk-
rét idejii valasza minél jobban megkozelitse a folytonos idejii rendszer
y(t) valaszabol Ty mintavételi id6kozonként vett y(kT;) mintdit. Az el6z6
fejezetben lattuk, hogy a 7y mintavételezési periddusidé megvalasztasa
kulcskérdés a mintavételezési folyamatok soran.

Idedlisnak nevezziik a szimuldtort, ha a diszkrét idejti vadlasz pontosan
a folytonos idejti vdlasz mintdit jelenti, azaz y[k] = y(k7;). Amint azt latni
fogjuk, ilyen azonban csak kozelit6leg létezik.

Ebben a fejezetben a folytonos idejti rendszert jellemz6 impulzusva-
lasz és atviteli fliggvény szimulacidjaval foglalkozunk. Az elmondottakat
ugyanazon példaval illusztraljuk, s l1atni fogjuk, hogy a két médszer kiilon-
b6z6 szimuldtorra vezet, melyek kimenete azonban jol koveti a folytonos
ideji rendszer kimenetét.

10.4. Az impulzusvalasz szimulacioja

P4

Egy folytonos ideji, linedris, invarians és kauzalis rendszer belépd gerjesz-
tésre adott belépd valasza meghatdrozhat6 a rendszer impulzusvalaszdnak
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segitségével a konvolicié alapjan:

t t

y(t) = / s(Mw(t—7)dr = / w(T)s(t —7)dT. (10.22)
-0 -0

A levezetés sordn a masodik alakot fogjuk hasznalni. Mivel a folytonos

idejti rendszert diszkrét idejli rendszerrel akarjuk szimuldlni, ezért a fenti

alakot a kovetkezd diszkrét idejii konvoltcié alakjara kivanjuk hozni:

k

k
= slilwlk — ] =) wli]s[k — . (10.23)

=0 1=0

Lattuk, hogy az dltalunk vizsgalt folytonos idejti rendszerek impulzus-
valasza altalanosan egy konstanssal szorzott Dirac-impulzust és egy belép6
fuggvényt tartalmaz:

w(t) = Di(t) +e(t) (1),

ahol f(t) egy folytonos fliggvény és D értéke természetesen lehet nulla.
Feltessziik még, hogy s(¢) nem tartalmaz Dirac-impulzust. Helyettesitsiik
vissza ezen alakot a konvoluci6 kifejezésébe:

y(t) = / DS(r) + () f(7)] s(t — T)d 7 =

—D/ o(r t—TdT—I—/f s(t—7)d

A masodik integral als6 integréladsi hatara azért 0, mert az s(t) gerjesztés
nem tartalmaz Dirac-impulzust. Az els6 integrél kiértékelhetd, hiszen
az s(t — 7) tagban a 7 helyébe 0-t irva s(t) kiemelhetd (¢ és igy s(¢) is az
integralds szempontjabol konstans) és igy ennek értéke Ds(t).!?8

Annak érdekében, hogy a folytonos idejii leirasbol attérhesstink a diszk-
rét idejti leirdsba, vegyiik a t-ben folytonos idejti jelek mintéit a k75 id6pil-
lanatokban (k = 0,1,2,...):

kT

y(kTy) = Ds(kTs) + ; f(r)s(kTs — m)d T,

azaz
Ds(0), k = 0;

y(hTs) = { Ds(kTy) + [ f(r)s(kTy — 7)d7, k> 0.

D [t 8(r)s(t—7)dT =D [* 8(r)s(t)d T = Ds(t) [* (r)dT = Ds(t).
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Az integralt kozelitsiik téglanyodsszeggel a kovetkezéképp:

[ Ds(0), =0
YhTs) = { Ds(KT.) + Yiy fT)s(kTy — iTy)TL, k> 0.

Ha at = kTy ést = Ty folytonos idejti id6pillanatokat diszkrét idejti
id6pillanatokra, azaz titemekre irjuk at, akkor kapjuk a diszkrét idejti
szimuldtor 4ltal adott valaszjel diszkrét mintait:

| Ds|o0], k= 0;
ylk] = { Dslk] + TS flilslk — 4], &> 0.

A Ds[k] tag a Ds(t) jel mintdit jelenti. Az erre adott vélasz pediga D4 (t) im-
pulzusvalasszal szamolt vdlasz mintdi, tehdt ennek D{[k] impulzusvélasz
felel meg. A mdsodik tag pedig a diszkrét idejii konvoltcid, csak az dsszeg-
zés i = 1-t6] megy, ami egy eltolasnak feleltethet meg. Osszegezve tehat
a w(t) folytonos idejti impulzusvélaszhoz az aldbbi médon rendelhetiink
wlk] diszkrét ideji impulzusvélaszt:

(w(t) = Do(t) +e(t)f(t) = wlk] = DO[k] + Taelk — 1]f(KTy).| (10.24)

Fontos megjegyezni, hogy a stabil folytonos ideji impulzusvalaszhoz ren-
delt diszkrét idejli impulzusvélasz is stabil rendszert jellemez. A szimulator
kimenetének szdmitdsa sordn tartsuk szem el6tt, hogy a k-adik titemhez a
t = kT id6pillanat tartozik, azaz y[k] = y(kTs). Ugyanez igaz a gerjesztésre
is, azaz s[k] = s(kTs). Ha a jel szakadast tartalmaz, akkor a jobb oldali
hatarértéket szokds a minta értékének vélasztani, azaz s[k] = s(kTs + 0) és
ylk] = y(kTs + 0). A kozelités anndl pontosabb, minél kisebb T értéke. Az
elmondottakat a kovetkezd példaval illusztraljuk.

Példa Hatarozzuk meg az impulzusvalaszaval adott folytonos idejti rend-
szer diszkrét idejli szimuldtordnak impulzusvalaszat és a rendszer szimula-
toraval szdmitott valaszjelét ha 7, = 0,02 s.129

w(t) = 3e(t)e ™, s(t) =e(t)e ™.

Megoldas Hatdrozzuk meg el6szor a folytonos idejii rendszer vélaszjelé-
nek id6fiiggvényét Laplace-transzformécioval (igy kaphatunk leggyorsab-
ban és legegyszer(ibben eredményt):

3 1 1 —1
Y = =
() s+2s+5 s+2+s+5’

12E7 a mintavételezési id6 a kisebb id6allandé szazad része.
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amelyhez a kovetkez6 id6fliggvény tartozik:
y(t) = e(t) (e_% — e_5t) .

Hatdrozzuk meg ezutdn a diszkrét idejli szimuldtor impulzusvalaszat
(10.24) alapjan:

wlk] = 3T.elk — 1]e kT = 0,06¢[k — 1]e 04,
amit azonban tovébb kell alakitanunk, hogy z-transzformalhassuk:
wk]=0,06e[k — 1)e 041D =0 06 || — 1]e 001 kD004 =
=0,0576¢[k — 1](e~%9)*~1 =0,0576¢[k — 1]0,961% 71,

amelynek z-transzformaltja a szimulator 4tviteli fiiggvénye:
z
W(z) =0,0576—————z"".
(2) = 0.0576 " 567 *

A valaszjel z-transzformaltjanak kifejezéséhez z-transzformalnunk kell az
5(t) jel mintdibol képzett diszkrét ideji jelet is:

s(t) =e(t)e™ = s[k] = e[kle s = g[kle O =

= e[k](e7O1)* = £[k]0,905F,

azaz
z

z—0,905

A szimuldator valaszdnak z-transzformaltja tehat a kovetkezo:

S(z) =

z z
Y(z) = -1 =
(2) = 00576 —5 567 70,005
17,857 —17,857
— 0,0576 ’ :
oo (z — 0,961 2o 0,905) :

amelyhez a kovetkez6 diszkrét idejti id6fiiggvény rendelhetd:
ylk] = 1,029¢[k] (0,961'“ - 0,905’“) .
Hasonlitsuk 6ssze a kapott folytonos idejii valaszjelet és a diszkrét idejti

szimuldtorral kapott vélaszjelet (10.8. dbra). A T} értékétdl valo fiiggés érzé-
keltetése érdekében dbrazoltuk a Ty = 0,2 s-hoz tartoz6 szimulalt vélaszjelet
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10.8. dbra. A valddi vdlaszjel és szimuldlt vdlaszjel 0sszehasonlitdsa Ty = 0,2s és
Ty = 0,02 s esetekre

is, amely nyilvéan jobban eltér a valédi id6fiiggvénytsl.!® Az abran lathato,
hogy a szimulétor kimeneti jele kicsit nagyobb, mint a valédi valaszjel.
Megjegyezziik, hogy pontosabb kozelit6 integraldssal (pl. trapézszabaly)
még pontosabb eredmény kaphato.

10.5. Az atviteli fliggvény szimulacidja

Ha adott egy folytonos ideji rendszer W (s) atviteli fliggvénye és keressiik
az ezen rendszert szimuldl6 diszkrét idejti rendszer W (z) atviteli fliggvé-
nyét, akkor a levezetés mell6zésével a kovetkezd un. bilinedris transzformd-
ciot alkalmazhatjuk:

Wi(z)=W(s)|,_2 -1, (10.25)

S:Ts z+1

azaz a folytonos idejti rendszer atviteli fliggvényében minden s helyébe
5= T% Z%—et kell helyettesiteni. Ez a Tustin-képletnek is nevezett transzfor-
maécié ugyanis biztositja, hogy a stabil folytonos idejti rendszerhez stabil
diszkrét idejli rendszer tartozzék, azaz az s komplex szamsik bal félsik-
jat a z komplex szamsikon az egységsugaru kor belsejébe, a jobb félsikot
pedig azon kiviilre transzformadlja. A formula igazoldséra a kovetkez6
alfejezetben visszatériink.

Példa Hatdrozzuk meg az el6z6 feladatban vizsgalt folytonos idejti rend-

szer atviteli fliggvényéhez rendelhet6 diszkrét idejti atviteli fliggvényt és

Ebben az esetben a szimuldtor kiemetének idéfiiggvénye: ylk] =
1,331e[k] (0,67" — 0,368"). Gyakorlasképp érdemes ezt is kiszamolni.
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hatdrozzuk meg ezen szimulator kimenetének id6fliggvényét, ha a gerjesz-
tés ugyanaz és Ty = 0,02 s.

Megoldas A folytonos idejti rendszer atviteli fliggvényében szerepld s

helyébe tehét s = T% ;j—t kell helyettesiteni:

3 1
= 3 i, 0929%-
00251 T2 S

Hatarozzuk meg ezutan a szimulator valaszjelének z-transzformaltjat:

z+1 z
z—0,96 z — 0,905

Y (z) = 0,029 = 0,029 (

35.636: | 34,6362
Z2—096  z—0,905)"

azaz
ylk) = e[k] (1,033 0,96" — 1,004-0,905")

Ezen id6fiiggvény nem egyezik meg pontosan az el6z6 feladatban sza-
mitottal, azonban ha felrajzoljuk, lathatjuk, hogy majdnem ugyanazon
eredményt kapjuk (10.9. abra). A kicsi eltérés oka az, hogy kiilonb6z6
modon tértiink at a folytonos idejti rendszerrdl a diszkrét idejli rendszer-
re. Ez a szimuldtor pl. jobban kozeliti a folytonos idejti jeleta t > 0,55
id6pillanatokban, de a ¢ = 0 id6pillanatban, azaz a k£ = 0 {itemben egyik
szimuldtor sem adja a helyes 0 eredményt.

0.6

0 0.25 0.5 0.75 1
t[s]

10.9. abra. A valddi vdlaszjel és szimuldlt vdlaszjel osszehasonlitdsa

10.6. Differenciald és integral6 operatorok mintavételes kozeli-
tése

Végiil bemutatjuk milyen diszkrét idejti rendszerrel és halozattal lehet meg-
valdsitani a derivalast és integralast végzo eszkozoket. Segitségiikkel a
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folytonos idejti rendszereket leir6 differencidlegyenletek atirhaték diszk-
rét idejti differenciaegyenletekké. A bemeneti jel az s(t) idéfiiggvény, a
kimenet pedig ennek derivaltja, vagy hatdrozott integrélja, amit y(t)-vel je-
16liink. Abrakon a meghatarozott rendszeregyenletek ltal leirt rendszerek
hdlozattal torténd realizdsat is bemutatjuk.

Eloretarto differenciaséma. Az eléretartd differenciaséma a kovetkezd
differenciahdnyadossal kozeliti a derivaltat:
st +Ty) — s(t)

y(t) =~ T : (10.26)

y(t) = dzgtt)

azaz a gorbe meredekségét két szomszédos mintdra tdmaszkodva kozeliti.
Irjuk at ezen kozelitést t = kT helyettesitéssel diszkrét id6be, és irjuk fel a

rendszeregyenletet:'>!
ol = L = g - st
s[k] —slk —1] k]
oD
sk T ylk — 1]

Hatratart6 differenciaséma. A hatratart6 differenciaséma a megel6z6
mintdra tdmaszkodva képezi a differenciahanyadost:

y(t) = dzgf) A Ol ST(t — ). (10.27)

Az ennek megfelel6 diszkrét idejti Osszefiiggés és a rendszeregyenlet a
kovetkezé:

ol = LA g = L~ sl 1
s[k] —slk —1] ylk]
i }—%_>ﬁ O— D
s[i] T

31 A rendszeregyenletben csak a k-adik és a megel6z§ itembeli értékek szerepelhetnek,
k + 1 pedig nem. Ezért el kell tolni az egyenletet.
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Bal oldali téglalapszabaly. A hatdrozott integralt T szélességti elemi
teriiletek 0sszegeként allitja el6, és a megel6z6 mintdra tdmaszkodik:

y(t) = /O sy =y~ 3 s T (10.28)

Az integralds eredményét a ¢t = kT id6pillanatban képezhetjiik gy is,
hogy az eddigi kozelit6 értékhez hozzdadjuk a soron kovetkez6 téglalap
tertiletét:

ylk] = ylk — 1] + s[k — 1]Ts.
ylk +1]

qores 4
D D ©—p [+

Itt két ekvivalens realizaciot is felrajzolhatunk. Utébbi csak egy késleltettt
tartalmaz, s benne az els6 egyenletre ismerhetiink.

Jobb oldali téglalapszabdly. A hatdrozott integralt T; szélességii elemi
teriiletek 0sszegeként allitja eld, és a kovetkezd mintdra tdmaszkodik:

n

n n—1
y(t):/o s)dr =y~ S sT)Ta= 3 s+ 1T To. (10.29)
k=0

k=1

Ezen kozelitésnek a kovetkez6 diszkrét idejti rendszeregyenlet felel meg;:

ylk+ 1] =ylk] + s[k+ 1Ty = ylk] = ylk — 1] + s[k]Ts.

DSM ETS 5 y[k]

Trapézszabaly. A hatarozott integralt T szélességti intervallum két vég-
pontjara tdmaszkod6 trapézok teriiletének dsszegeként éllitja el6:

-1
S ST sk +1T) 7 0209
0

vy = [ srar =y = :

k=
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és a rendszeregyenlet:

Vizsgéljuk meg a trapézszabalynak megfelel6 differenciaegyenlet z-
transzformaltjat:

S(z) + 25(z) T = y(s) = Ty z+1

2Y(2) =Y (2) + 5 5 71

S(z).

Tudjuk ugyanakkor, hogy y(t) az s(t) integrdlja, amelynek Laplace-
transzformaltja Y (s) = 25(s). A két dsszefiiggés dsszehasonlitdsa a mar

ismertetett Tustin-formulat adja:

1 T5z+1 N 2 z—1
-=—= §=— .
s 2 z—1 Ts z+1
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11. Nemlinearis rendszerek analizise

11.1. Fl nemlinearis rendszerek
11.1.1. Az allapotvaltozés leiras fogalma

Folytonos idejii linearis rendszerek esetében megismertiik az dllapotval-
tozos leirds fogalmat, amely egy linearis, elsérendfi, allando6 egyiitthatos
differencidlegyenletekbdl 4116 differencidlegyenlet-rendszer. Nemlinedris
rendszerek esetében az allapotvéltozok derivaltja, valamint a rendszer
vélaszjele nem fejezhet ki egyszertien az allapotvaltozok és a gerjesztés
linedris kombindacidjaként, hanem azok nemlinedris fiiggvényeként adhato
meg. SISO-rendszerek esetében az allapotvaltozos leirds normalalakja tehat
a kovetkez6:

% = £(x,5),

11.1
y = 9(x,5), o

ahol f ismert tobbvaltozos fliggvények egytittese, azaz vektor értéki fligg-
vény, g pedig egy tobbvaltozos fliggvény. A fiiggvények tobbvéltozésak,
hiszen fliggetlen valtoz6juk az x = x(t) dllapotvektor és az s = s(t) gerjesz-
tés, fligg6 valtozojuk pedig az allapotvektor derivéltja, valamint a rendszer
y = y(t) kimenete. A fiiggvények nem fliggenek a t id6t6l, a rendszer tehat
invaridns. Varians és MIMO nemlinearis rendszerek esetében mindez a

P

kovetkezs alakot olti:

x = f(x,s,t),

11.2
y = g(x,s8,t). ( )

Els6 1épésben az allapotvektor id6fliggvényét, un. trajektéridjat kell
meghatarozni, majd annak ismeretében a rendszer valasza is szamithato.

11.1.2. Az allapotvaltozés leiras eldallitasa a halozati reprezentacio
alapjan

A nemlinedris rendszert reprezental6 hél6zat alapjan el6éllithat6 az allapot-
valtozos leirds normalalakja, amit a kdvetkezd példéan keresztiil mutatunk

be. A hal6zat két nemlinedris erdsit6t tartalmaz (melyek karakterisztikéja
adott), és egy szorzécsomopontot:
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= -3¢
m &1 n 1
J @ ne = —In(1+ &)
S . . Y
T 1 1) @9 T9/(2)
O L[ -

|

El6szor is jeloljiik be az allapotvaltozokat és azok derivaltjat. Az (1) jelzésti
csomoépont egy eldgazécsomdpont, azaz &2 = x1. Ez megfelel a kivant
alaknak, hiszen jobb oldalan csak az allapotvaltoz6, bal oldalan pedig az
allapotvaltozo6 derivéltja szerepel a méar ismert linedris kapcsolat szerint. Az
11 lesz a bemenete a $5 nemlinedris karakterisztikdval leirhat6 er6sitének:
& = 1, melynek kimenete 72 = —In(1 + x1), ami az egyik bemenete a
bal oldali 6sszegz6nek. A (2) jelzés{i csomépont szintén eldgazd, aminek
kovetkeztében a &1 karakterisztikdval biré nemlineéris er6sité bemenete az
x9: &1 = x2, kimenete pedig 1, = —3:0%. Ez lesz a bal oldali 6sszegz6 masik
bemenete. Az i tehat a kovetkez6 nemlineéris differencidlegyenlettel
irhato fel:

I 2 @2 ’52 {>5

i1 = —In(1+z1) — 323 + 5.
A rendszer kimenete egy szorzé kimenete, amelynek bemeneteit ismerjiik:
Yy = 5$1x2.

Az allapotvéltozos leirds normalalakja és a benniik szerepld fiiggvények
tehat a kovetkezdképp adédnak:

i1 = —1In(1l+x1) — 323 + s, fi=—In(1+ 1) — 323 + s,
To = T, = f2 =T,

Yy = dT1T2. g = bx1xs.

11.1.3. Az allapotvaltozés leiras linearizalasa

Abban az esetben, ha a rendszer gerjesztése egy s dllando és egy kis értékkel
valtozo (kisjelti) 5(t) jel osszegeként irhato fel:

s(t) =5+ 5(t),

(11.3)

akkor a nemlinedris rendszer az dlland6 gerjesztés altal meghatédrozott
un. egyensiilyi dllapotban linearizdlhaté. Ekkor a rendszer allapotvektora és

Tartalom | Targymutatd < = 4312



Jelek és rendszerek FI nemlinearis rendszerek
Tartalom | Targymutatd < = <313 >

vélasza is két részbdl tevddik Ossze:
x() =X+ (1), y(t) =7 +i(t).] (11.4)

A rendszer egyenstlyi dllapotat, vagy masnéven munkapontjat tehat a ger-
jesztés 5 alland6 Osszetevje hatdrozza meg, amelyre a nemlinedris rendszer
vélasza y. Ha ez a munkapont stabil (amit meg kell vizsgalni), akkor a
nemlinedris rendszer ezen munkapont kornyezetében helyettesithett egy
lineéris rendszerrel, amely rendszer alkalmas a kisjelti 5(¢) gerjesztésre
adott kisjelti §(t) valasz szamitasdra. Ezutdn a két eredményt 6ssze kell
adni. A megoldas tehat harom 1épésbdl all:

1. Az egyensulyi dllapotok (munkapontok) meghatdrozésa.
2. Az egyensilyi allapot stabilitdsdnak vizsgélata.
3. A linearizalt rendszer védlaszdnak meghatarozasa.

A kovetkezbkben ezen 1épéseket vizsgaljuk.

Egyensulyi allapotok meghatarozasa. Az egyensulyi édllapot tehat a
gerjesztés allando OsszetevGje dltal meghatarozott. Az 5 dllando gerjesztés
hataséra az allapotvektor egy x alland¢ értékhez tart, kovetkezésképp a
valasz az y allandé lesz. Az éllandé allapotvektor derivaltja nullvektor,
azaz X értéke, és ismeretében a rendszer vélaszdnak alland6 Osszetevéije
(11.1) alapjan meghatarozhato:

0=f(%5), = 7=g(%3)] (11.5)

Egy rendszernek tobb munkapontja is lehet, hiszen azt az f fliggvény
hatdrozza meg. El6fordulhat olyan gerjesztés is, amelyhez nem tartozik
egyenstlyi allapot.

Egyensulyi allapotok stabilitasa. Az egyenstlyi dllapot stabilitdsanak
vizsgélata céljabol allitsuk el6 az f(x,s) fiiggvény A un. Jacobi-midtrixat a
munkapontban:

_ of (x,s)

A ox

(11.6)

X,S

Ez pl. egy két dllapotvaltozoval jellemezhet6 rendszer esetében a kdvetke-
z8képp néz ki:

{ o1 = fi(enwe,s) A:[ 8f1(31’m215) 8f1(§1,m2,s) ]

r1 €2
ig = fow1,72,8) Ofa(x1,22,8)  dfa(21,22,5) ’

ox1 Oza

z1,%2,5
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azaz az egyes parcialis derivaltak elvégzése utan a kapott matrix elemeit
alkot¢ fiiggvények argumentumaba be kell helyettesiteni a kapott mun-
kaponti értékeket. Igy a munkapontoknak megfelelé szamt kvadratikus
matrixot kapunk. A Jacobi-métrix dltaldnosan a kovetkez6képp tolthetd fel:

A= afi(ml,fﬂg, cee 7CUN78)
Y 8mj

, (11.7)

X=X,5=§

ahol i és j jeloli a matrix sor- és oszlopindexét, feltéve természetesen, hogy
az f;(-) fliggvények differencidlhatok a munkapontban.
Vezessiik be ezutdn az egyenstilyi dllapottél valo eltérést (11.4) alapjan:

X=X+X = X=xX-X,

amit okozhat pl. a gerjesztés kisjelli 9sszetevdje, vagy egyéb zaj. Helyette-
sitsiik a véltozdssal terhelt munkaponti értéket vissza az f(x,s) fliggvénybe,
és kozelitsiik azt els6fokt Taylor-polinomjaval az X munkapont kdrnyeze-

tében: '

of (x,s)
ox

f(x,s) = f(x+x,5) ~ f(X,5) + x =f(X,5) + Ax.
Helyettesitsiik vissza ezen kozelitést a (11.1) nemlinedris differencidlegyen-
letbe: ‘

% =f(x,5) = xX+x=fFf(X3) +Ax.
Az egyenstlyi pontban azonban (11.5) szerint teljestil a 0 = f(X,5), azaz
az X = 0 egyenlet, aminek kovetkeztében a fenti 6sszeftiggés a kovetkezo
allapotegyenletté egyszertisodik:

x = AX, (11.8)

amely megegyezik a linearis rendszerek dllapotegyenletével. Ha ezen linea-
ris rendszer stabil, akkor X — 0, amelynek kovetkeztében a munkapontbél
(pl. zavar altal) kimozditott dllapotvektor visszatér a munkapontba. Ez
tehat egy stabil egyenstlyi helyzet, azaz a munkapont akkor stabil, ha a
Jacobi-matrix sajatértékei a bal félsikon helyezkednek el:

[Re{\} <0, i=1,....N. (11.9)

Ezt minden munkapontban szdmitott Jacobi-matrixra el kell végezni. Ha
valamely munkapont nem stabil, akkor a kdvetkezd pontban targyalt eljaras
nem alkalmazhaté.

B2f(a+h) = fa)+ & f (a) + B f(a) + ...
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A linearizalt rendszer valaszanak szamitasa. A nemlinedris rendszer
A Jacobi-matrixa megegyezik a linearizalt rendszer rendszermatrixaval.
Ezért is jeloljiik A-val. A lineéris rendszer b és c* vektora és a D skalér a
kovetkez6képp hatdrozhat6é meg a vizsgélt munkapontban:

0fi(x,s) v 0g(x,s) dg(x,s)
%7 o, » D= 0s ’
j

X35 X3

(11.10)

X3

hiszen b elemei és D a gerjesztést, cT elemei pedig az dllapotvéltozokat
stulyozza. Az igy el6allo linedris rendszer az egyensulyi dllapot kornye-
zetében érvényes, és a kisjel(i tagokra a jol ismert normalalak irhaté fel:

7 = AX + b3,

(11.11)
§=c %+ Ds.

Ez pedig a linedris rendszerek témakorben targyalt valamely médszerrel
megoldhat6. A vélasz szamitdsat az allapotvektor ismeretében elvégez-
hetjiik az itt kapott linearizalt egyenlettel, vagy a g(-) figgvénybe torténd
visszahelyettesitéssel. A teljes valasz pedig az egyenstlyi allapotban sza-
mitott valasz és ezen kisjelti tag 0sszege lesz (1. (11.4) Osszeftiggés).

Példa Legyen az el6bbi dllapotvaltozos leirdssal adott rendszer gerjeszté-
se az alabbi. Hatdrozzuk meg a véalaszjel id6fliggvényét.
krad

s(t) =5+ 5(t) =27+ 2coswt, w=2 .
s

Megoldas Hatdrozzuk meg el6szor a rendszer egyensulyi dllapotat (dlla-
potait) a (11.5) Osszefiiggés szerint, és vegyiik figyelembe, hogy 5 = 27:

0= —1In(1+7;) — 373 + 27,
0= 1,
7 = 5T17o.

A masodik egyenlet szerint 7; = 0. Ezt helyettesitsiik vissza az elsébe:
—35% + 27 = 0, ahonnan @y, = 3 és T, = —3 lehet. Az jy munkaponti
érték mindkét esetben 0. Vizsgaljuk meg ezutan, hogy ezen munkapontok
stabilak, vagy sem. A rendszer Jacobi-matrixa a kovetkez6:

—1 _
_ 71+§1 —6.7}2 '
1 0

A=

8951 T2
Ofa(x1,w2,8)  Ofa(x1,42,8)
ox1 Oza

Of1(z1,x2,8)  Of1(x1,22,s) ]
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A két munkapontnak megfelel6 métrix és a sajatértékek a kovetkezok:

-1 18 A= —0,5+ 4,21,
A= { 1 0 ] = { Ay = —0,5 — 4,21,
-1 18 A= 477,
AQ‘[ 1 0] - {)\2:3,77,

Az els6 munkapont tehdt egy stabilis munkapont, a mésodik viszont nem
az. A tovabbiakban tehét csak az els¢ esetet vizsgaljuk. Allitsuk el ezen
munkapontban a nemlinedris rendszer linearizalt modelljét (11.10) alapjan:

Of1(z1,22,5) 1
3f2(:{1,$2,8) [ 0 :| ’

Js

T1,%2,8

T _ dg(z1,x2,s) Og(x1,z2,8) _
¢ - [ Bacl 81‘2 :| 517525 - [ 15 O ]7
0
p = 99(x1,12,5) _0
as z1,%2,8

A linedris rendszer az elsé munkapontban tehét a kovetkezé allapotvélto-
z0s leirdssal adhaté meg:

=03 Rl ]s r=re 01 [ 3]

Ennek felhaszndlasaval hatarozhatjuk meg a kisjeld §(t) idéfliggvényt, amit

az 5(t) gerjeszt. Mivel utébbi szinuszos, alkalmazzuk a tanult 4tviteli karak-

terisztikat és a gerjesztés komplex csticsértékét. Az atviteli karakterisztika

és az atviteli egytitthat6 értéke a megadott korfrekvencidn a kovetkezo:
15jw

W(jw) = W = 2,1268187°,
() ()% +jw + 18 ’

A vélaszjel komplex csticsértéke tehat
Y = WS = 21281572 = 4,24 8157
lesz, amibdl a teljes vélasz idofiiggvénye felirhato:

y(t) =7+ §(t) = 4,24 cos(wt + 81,87°).
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11.1.4. Az allapotvaltozés leiras numerikus,
kozelité megoldasa

Ezen moédszerek f6ként szamitdgéppel torténd szamitdsok elvégzésére
alkalmasak, és a nemlinedris differencidlegyenlet-rendszer id6beli diszk-
retizdlasan alapszanak. A numerikus megoldas sordn adott ¢; id6pilla-
natokban valamilyen séma szerint kozelitSleg oldjuk meg a nemlineéris
differencidlegyenlet-rendszert, azaz ezen id6pillanatokban az allapotvektor
x(tr,) értékeit numerikusan meghatdrozzuk. Ezen értékekre timaszkodva
aztan a vélaszjel ugyanezen id6pontokban szdmithato.

A tobbféle kozelito eljaras koziil csak a legegyszertibb egylépéses Euler-
algoritmusokat mutatjuk be.!** Az egylépéses jelzs azt jelenti, hogy a meg-
oldds a ;1 id6pillanatban csak az ezt megel6z6 t;, id6pontbeli megoldésra
tdmaszkodik és az x(to) ismert.

Az elGrelépd (explicit) Euler-algoritmus a derivalt differencidldssa torténé
atirasaval fogalmazhat6 meg:

X (k1) — x(tk)
At

= f(x(tk),s(tr)), (11.12)
ahonnan az algoritmus a a kovetkez6:
x(t1) = x(t) + AtE(x(t),5(t)- (11.13)
A hdtralépd (implicit) Euler-algoritmus pedig a kovetkez6képp:

X(tht1) — x(tr)
At

= £(x(th+1),5(tkt1)), (11.14)

ahonnan
X(tpt1) = x(tg) + ALE(x(tpt1),5(tpt1))- (11.15)

Ebb&l még x (1) kifejezését meg kell hatarozni, hiszen az a jobb oldalon
is szerepel.

Az el6relép6 modszer feliilbecstili, a hatralépé médszer pedig alulrél
kozeliti az egzakt megoldast.

1¥Mas hatékonyabb, de bonyolultabb médszerek: Runge-Kutta-moédszer, prediktor-
korrektor médszer, Newton-Raphson-iteraci6 stb.
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Példa Oldjuk meg az el6bbi feladatot az elérelépd Euler-algoritmussal:

21(ter1) = 21(te) + At (= In(1 + 21 (t)) — 325 (tx) + s(tr)) ,
xo(tpt1) = xo(ty) + Atz (ty),
Y(trr1) = 521 (thsr) w2 (tetr),
és haszndljuk az z(tp = 0) = 0, z2(to = 0) = 3, y(to = 0) = 0 kiindulasi
értékeket, valamint legyen At = 0,01 ms és abrdzoljunk N = 1600 id6pilla-
natot. Megjegyezziik, hogy csokkend At értékek mellett egyre pontosabb

megoldast kapunk. A munkaponti linearizalassal kapott és a numerikusan
szamitott valaszjel 6sszehasonlitdsa lathat6 a 11.1. abran. Utébbi esetben

10

T 1

T T T T
Euler-algoritmus Euler-algoritmus
Munkaponti lin. ------ Munkaponti lin. ------

5 A 0.5 {\
o 4 r I
AN
o\ |
o - | b N

I I
!’ ‘\
oy i
| !
VAR
2 op | . i < 0 ey
- \ i | > \ \
Ny | iy |
\ | \ \ i ]
% /) \ W/ W / / Y
10 -1

0 4 8 12 16 0 4 8 12 16
t[ms] t[ms]

e
—

11.1. &bra. A munkaponti linearizdldssal kapott vdlasz és az Euler-algoritmussal
kapott vdlasz 0sszehasonlitdsa Sz = 2 €5 Sz = 0,2 esetekben

a gerjesztés valtakoz6 5(t) tagjanak amplitiitéja tizede a kordbban alkal-
mazottnak. Ebben az esetben lathat6, hogy a két megoldds a masodik
periédus utan gyakorlatilag megegyezik. A munkaponti linearizalds tehat
helyes eredményt ad, a rendszer ezen gerjesztés mellett valoban linedrisnak
tekinthetd, az f(-) és g(-) fliggvények itt linearis fliggvénnyel helyettesit-
hetdk. Az el6bbi esetben azonban a kiilonbség nagyobb, mert a linearizalt
modell a nagyobb amplitidd6 miatt nem teljes érvényfi, hiszen a rendszer
ebben a tartomanyban mér nem tekinthetd linedrisnak. A linearizélt modell
alkalmazasa tehdt meglehet6sen korlatozott 5(¢) nagysaga altal.

Az els6 két periddusban lathatéan nagy az eltérés a két megoldas kozott.
Ennek oka, hogy a linearizalt modell alapjan szdmitott megoldds csak
a staciondrius vélasz, az Euler-algoritmussal kapott kozelitd megoldas
pedig a tranzienst is tartalmazza.'** Ez pedig az els6 néhany periédusban
érzékelhetd.

3*Emlékezziink vissza, hogy a teljes megoldds a tranziens dsszetevd és a staciondrius
Osszetev6 Osszege.
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Az allapotvektor trajektdridja lathat6 a 11.2. abran az el6bbi két esetben.
Lathato, hogy z1(0) = 0 és 22(0) = 3 a kiindulasi érték és bizonyos id6
multan a trajektéria egy zart periodikusan ismétl6d6é gorbéhez, az un.
hatdrciklushoz tart. Ennek eredményeképp lesz a vélasz is periodikus. Az
dllapottrajektoria tehdt a rendszer dllapotvektordnak idGbeli vdltozdsdt dbrdzolja
egy gorbével. Nyilvanvalo, hogy ez csak masodrend(i rendszer esetében ad
szemléletes abrazolast.

3.2 3.03

TN T
WARASN

2.9 \\/ 2.985

2.8 2.97
-0.6 -0.3 0 0.3 0.6 -0.06 -0.03 0 0.03 0.06

% (t) % ()

%, (t)
w

11.2. dbra. Az dllapottrajektoria az dllapotsikon dbrdzolva
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11.2. DI nemlinearis rendszerek
11.2.1. Az allapotvaltozés leiras fogalma

Diszkrét idejii linedris rendszerek esetében is definidltuk az allapotvéltozés
leirds normaélalakjat, amely egy linearis, elsérendii, dllandé egytitthatos
differenciaegyenletekbdl all6 differenciaegyenlet-rendszer. Nemlinearis
rendszerek esetében az allapotvaltozok (k + 1)-edik titembeli értéke, va-
lamint a rendszer vélaszjele a k-adik {itemben az &llapotvaltozok és a
gerjesztés k-adik titembeli értékének nemlinedris fiiggvényeként adhaté
meg;:

xk+1] =f
ylk] = g(x[k],s[K]).

Teljesen altalanos diszkrét idejii (varidns és MIMO-) rendszer &llapotvélto-
z0s leirdsdnak normalalakja a kovetkezé:

(11.16)

x|k + 1] = £(x[k],s[k].k),

(11.17)
y[k] = g(x[k],s[k].k).

Elsd 1épésben az allapotvektor idéfliggvényét, vagyis trajektoridjat kell
meghatarozni, majd annak ismeretében a rendszer valasza is szdmithato.

11.2.2. Az allapotvaltozés leiras linearizalasa

Diszkrét idejli nemlinedris rendszerek esetében hasonl6an alkalmazhatjuk
a munkaponti linearizélast, ha a rendszer gerjesztése egy s allandé és egy
kisjelti 5[k] jel osszegeként irhato fel:

(s[k] =5 + 3[k]. | (11.18)

Az éllapotvektor és a valasz szintén két részbdl tevddik Ossze:

x[k] =%+ %[k], ylk] =7+3k] | (11.19)

A rendszer X egyenstlyi dllapotét a gerjesztés 5 dlland6 Osszetevje hatdroz-
za meg, amelyre a nemlinedris rendszer vélasza y. A nemlinedris rendszer
ezen munkapont kornyezetében helyettesithett egy lineéris rendszerrel,
amely rendszer segitségével a kisjelti 5[k] gerjesztésre adott kisjelti y[k] va-
lasz szamithato, majd a két eredményt ssze kell adni. A megoldds szintén
harom lépésbdl 4ll.
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Egyensulyi allapotok meghatarozasa. Az s allandoé gerjesztés hatdsara
az allapotvektor az X[k] = X munkaponti értékhez tart, és az eltolt X[k + 1]
allapotvektor is ugyanez az x alland¢ lesz, azaz X[k + 1] = X[k] = X,
hiszen az dllapotvektor ekkor nem valtozik. A (11.16) alapjan a munkapont

meghatarozhaté:

’i:f(i,E), = y:g(i,g).‘ (11.20)

Egy rendszernek tobb munkapontja is lehet, hiszen azt az f fliggvény
hatarozza meg. El6fordulhat olyan gerjesztés is, amelyhez nem tartozik
egyenstlyi allapot.

Egyensulyi allapotok stabilitasa. Az egyenstlyi dllapot stabilitdsanak

/////

munkapontban.135

Vezessiik be ezutdn az egyenstlyi dllapottdl valo eltérést (11.19) alapjan:
x[k] =X+ x[k] = X[k] =x[k] —X,

amit okozhat pl. a gerjesztés kisjeli 0sszetevdje, vagy egyéb zaj. Helyette-
sitsiik a valtozdssal terhelt munkaponti értéket vissza az f(x[k],s[k]) fligg-
vénybe, és kozelitsiik azt els6fokt Taylor-polinomjaval az X munkapont
kornyezetében:

Of (x[k],s[k])

f(blslk) = £+ K(i8) = ) + Z O

x[k]

X3

= f(X,5) + AX[k].

Helyettesitsiik vissza ezen kozelitést a (11.16) nemlinedris differenciaegyen-
letbe:

x[k + 1] = f(x[k],s[k]) = %+ x[k+1] = £(x3) + AR[k].

Az egyenstlyi pontban azonban (11.20) szerint teljesiil a X = f(X,5), aminek
kovetkeztében a fenti Osszefliggés a kovetkez6 allapotegyenletté egyszerti-
sodik:

X[k + 1] = AX[K],

(11.21)

139Ezt ugyantigy kell szamitani, ahogy a folytonos ideji rendszereknél bemutattuk (1. 313.
oldal).
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amely megegyezik a linearis rendszerek allapotegyenletével. Ha ezen
linedris rendszer stabil, akkor X[k] — 0, amelynek kovetkeztében a munka-
pontbol kimozditott dllapotvektor visszatér a munkapontba. Ez tehat egy
stabil egyenstlyi helyzet, azaz a munkapont akkor stabil, ha a Jacobi-matrix
sajatértékei egységsugart koron beliil helyezkednek el:

]M <1, i=1,...,N. (11.22)

A linearizalt rendszer valaszanak szamitdsa. A nemlinedris rendszer
A Jacobi-matrixa megegyezik a linearizalt rendszer rendszermatrixaval,
a linedris rendszer b és ¢’ vektora és a D skaldr ugyanigy szamithato,
ahogy azt a folytonos ideji rendszereknél bemutattuk (. (11.10) 6sszefiig-
gések). Az igy el6allo linedris rendszer az egyenstlyi dllapot kornyezetében
érvényes, és a kisjel(i tagokra a jol ismert normélalak irhato fel:

%[k + 1] = AR[k] + b3k,
+D

jlk] = <Tx[k] + D3[k]. (11.23)

Ez pedig a linedris rendszerek témakorben targyalt valamely médszerrel
megoldhat6. A vélasz szamitdsat az allapotvektor ismeretében elvégez-
hetjiik az itt kapott linearizalt egyenlettel, vagy a g(-) fliggvénybe torténd
visszahelyettesitéssel. A teljes valasz pedig az egyenslyi allapotban sza-
mitott valasz és ezen kisjelti tag 0sszege lesz (1. (11.19) Osszefiiggés).

11.2.3. Az allapotvaltozds leiras megoldasa
»lépésrol Iépésre”’-modszerrel

A diszkrét idejii nemlinedris rendszer allapotvaltozos leirdsanak kézen-
fekvd megoldasi eljardsa a ,1épésrol 1épésre”-modszer. Ez inkdbb gépi
szamitasokra alkalmas. A megoldas menete az x[0] kezdeti dllapot ismere-
tében par litemre a kovetkezd:

x[1] = £(x[0],s[0]),  y[0] = g(x[0],s[0]),
x[2] = £(x[1],s[1]), y[1] = g(x[1],s[1]),
x[3] = £(x[2],s[2]), y[2] = g(x[2],5[2]),
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